UNIVERSITÉ PARIS 7 - DENIS DIDEROT UFR 936

THÈSE DE DOCTORAT

Spécialité : Astrophysique et techniques spatiales

présentée par

FRANÇOIS LEVRIER

pour l’obtention du titre de Docteur de l’Université Paris 7

Désordre et cohérence dans les structures du milieu interstellaire : analyse statistique, filtrage interférométrique et transfert radiatif

Soutenue le vendredi 10 décembre 2004 devant le jury composé de :

M. James Bartlett Président M. Stéphane Guilloteau Rapporteur M. André Lannes Rapporteur M. Jürgen Stutzki Examinateur Mme Édith Falgarone Directrice de thèse M. François Viallefond Co-directeur

Laboratoire de Radioastronomie École Normale Supérieure & LERMA, Observatoire de Paris, CNRS UMR 8112 24 rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05

Remerciements

Je tiens en premier lieu à remercier Édith Falgarone et François Viallefond, qui m’ont proposé un stage de DEA il y a déjà près de six ans, et qui ont été suffisamment satisfaits de mon travail pour me proposer d’encadrer cette thèse, après un hiatus d’un an passé à préparer l’agrégation.

J’espère avoir su, tout au long de ce travail, faire fructifier les idées riches et nombreuses qu’ils m’ont soumises, tant du point de vue de la physique du milieu interstellaire que de celui des observations interférométriques, et j’espère avec orgueil avoir su dépasser leurs attentes, en profitant de la liberté qu’ils m’ont laissée d’explorer d’autres voies de recherche, au gré de mes inclinations. Je ne peux que souhaiter poursuivre ce travail avec eux.

Je voudrais également exprimer ma gratitude envers le jury qui a eu la lourde tâche d’évaluer mon travail, et en particulier envers mes deux rapporteurs, Stéphane Guilloteau et André Lannes, dont les questions et les remarques m’ont permis de prendre un recul inestimable vis-à-vis des problèmes soulevés dans cette thèse. Je voudrais également remercier Jürgen Stutzki, dont les travaux et les méthodes ont été pour moi des sources d’inspiration sans égales. Enfin, je tiens à remercier vivement James Bartlett d’avoir accepté de présider mon jury. Son domaine de recherche, la cosmologie, étant l’une des raisons qui m’ont poussé vers l’astrophysique. Je souhaite enfin remercier Marc Lachièze-Rey, qui aurait dû être rapporteur de mon manuscript, et qui je l’espère ne me tiendra pas rigueur de l’obstacle administratif qui s’est dressé sur notre route.

Ce travail n’aurait pu être mené à bien sans collaborations, et je tiens à remercier ici les personnes qui m’ont ainsi permis de mettre le pied à l’étrier, au premier rang desquelles je citerai Marc-Antoine Miville- Deschênes, dont la curiosité scientifique, les encouragements et l’enthousiasme ont été pour moi essentiels à un moment clé de cette thèse, celui de mon premier article. Merci à Alex Lazarian pour les discussions que nous avons eues lors de son séjour au laboratoire, qui ont guidé la rédaction de mon second article. Je voudrais également remercier Michael Hegmann pour son accueil chaleureux à l’université de Berlin et pour l’intérêt qu’il a porté à mon travail sur le transfert radiatif stochastique, en espérant que celui-ci portera ses fruits dans un avenir proche. Enfin, je voudrais adresser mes très sincères remerciements à Trinh Xuan Thuan et John Hibbard, qui m’ont fait l’an passé la surprise de publier, en nos trois noms, les résultats du travail effectué à Charlottesville lors de mon stage de maîtrise.

Je voudrais également remercier les enseignants avec qui j’ai eu le plaisir de travailler pendant trois ans de monitorat, et depuis 2003 en tant qu’agrégé préparateur. Merci donc à l’équipe de Philippe Desmond et à celle de Danielle Lederer, à Paris 7, qui m’ont fait découvrir ce qu’était l’enseignement à l’université. Merci aussi à l’ensemble des enseignants, responsables, techniciens et administratifs du centre de préparation à l’agrégation de Montrouge, où j’espère avoir le plaisir de continuer à exercer dans les années qui viennent.

Ces remerciements ne sauraient être complets sans mentionner ceux et celles avec qui j’ai eu le plaisir de partager le quotidien du laboratoire, et je tiens pour cela à remercier Yves Viala et Jean-Michel Lamarre qui m’ont accueilli au sein du DEMIRM, devenu depuis LERMA. C’est donc avec joie que je remercie ici les “seniors” du laboratoire de radioastronomie de l’École normale supérieure, Steven Balbus, Patrick Boissé, Marie-Françoise Ducos, Maryvonne Gérin, Christophe Dupraz, Michel Pérault, Jean-François Panis et Jean-François Rabasse, pour leurs conseils et les discussions variées et parfois passionnées qui animaient les pauses déjeuner. Merci également à Alain Coulais et Michel Caillat, de l’Observatoire de Paris, pour leur soutien constant et leur disponibilité de tous les instants. Un grand merci aussi à tous les “juniors” qui ont rendu les moments difficiles moins difficiles et les bons moments très bons. Que soient notamment remerciés les anciens thésards du labo, Jérôme Pety, Patrick Hennebelle, David Fossé et David Teyssier. Enfin, je ne saurais trop remercier Pierre Hily-Blant, mon demi-frère de thèse en quelque sorte, avec qui j’ai parcouru les diverses étapes incontournables du “jeu de la thèse”, jusqu’à ce fameux été 2004 passé à taper du TEX.

Je souhaite également remercier comme ils le méritent les amis qui m’ont soutenu pendant toutes ces années. Un gros bisou donc à Yann et Patou, Anne et Olivier, Raphaële et Thomas, Amanda, Jean, Vincent, François et Séverine, Karine et Xavier, l’ex-kolkhoze Anne, Paul, Yves, Roland et Delphine, ainsi que tous les habitués du nouilles-belote... Et bienvenue aux petits qui arrivent en rafale, mon filleul Axel, Maxime, Lorenz, Aurore, Camille, et maintenant Noah.

Enfin, je ne pourrais pas écrire ces remerciements sans embrasser ma famille, mes parents Claude et Philippe, dont l’amour est pour beaucoup dans ce travail, qui ont toujours cru en moi et qui se sont mis en quatre pour préparer un pot de thèse pantagruélique ; mon frère Julien, qui a choisi la musique comme j’ai choisi la physique, par passion, et à qui je souhaite tout le bonheur et toute la réussite qu’il mérite amplement ; mes grands-parents, Simone et Roger Levrier, Yvonne et Pierre Touchet, qui m’ont toujours donné envie de les rendre fiers de leur petit-fils ; mes oncles, tantes et cousins, dont certains ont poussé la gentillesse jusqu’à venir assister à ma soutenance. Un merci tout particulier, donc, à Jean-Pierre, Florent, Liliane et Sylvain. Merci également à Chantal, Sylvie, Fanny et Nicolas d’être venus me soutenir dans mon face-à-face avec le jury.

Pour terminer, c’est à Pascale que vont mes derniers remerciements. En surgissant dans ma vie au printemps 2003, elle m’a libéré d’un fardeau dont elle sait le poids, et elle a illuminé la fin de ce travail. Bien plus que sa relecture attentive des chapitres que je lui soumettais, c’est son amour qui m’a aidé à achever la rédaction.

Table des matières

Introduction 14

I Structuration du milieu interstellaire 17

I Le milieu interstellaire 19 I.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 I.2 La machinerie galactique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 I.2.a Un système complexe et hiérarchisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 I.2.b Le rôle du milieu interstellaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.3 Le gaz interstellaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.3.a Un milieu à la physique inhabituelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.3.b Composition chimique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.3.c Les différentes phases du gaz interstellaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 I.3.d Les moyens d’observation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 I.3.e Distribution spatiale du gaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 I.4 Les poussières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 I.4.a Mise en évidence observationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 I.4.b Formation et évolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 I.4.c Le rôle des poussières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 I.4.d Distribution des tailles et composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 I.4.e Distribution spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 I.5 Le champ magnétique du MIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 I.5.a Mise en évidence observationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 I.5.b Organisation du champ magnétique à l’échelle galactique . . . . . . . . . . . . . 26

II La structure des nuages moléculaires 27 II.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 II.2 Un état des lieux des nuages moléculaires diffus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 II.2.a Des structures probablement éphémères . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 II.2.b D’importantes fluctuations de pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 II.2.c Des échelles caractéristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 II.2.d Des structures denses au sein d’une composante diffuse . . . . . . . . . . . . . . 28 II.3 La hiérarchie des nuages moléculaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 II.3.a Mise en évidence de lois d’échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 II.3.b Autosimilarité et hiérarchie des nuages moléculaires . . . . . . . . . . . . . . . . 31 II.4 Support non-thermique des nuages moléculaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 II.4.a Champ de vitesse turbulent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 II.4.b La diffusion ambipolaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 II.4.c Outils statistiques d’analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 II.5 Quelques idées sur la structure à petite échelle des nuages moléculaires . . . . . . . . . 34 II.5.a Solutions HDLT et LDHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 II.5.b La structure à l’échelle du milliparsec vue en^{12}CO(1 → 0) . . . . . . . . . . . . 35 II.5.c Origine cinématique des structures à petite échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

III Mécanique des fluides et turbulence 37 III.1 Du laminaire au turbulent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 III.2 Rappels élémentaires de mécanique des fluides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 III.2.a Approches lagrangienne et eulérienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 III.2.b Forces exercées sur une particule fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 III.2.c Le nombre de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 III.2.d Instabilités et transition vers la turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 III.3 La théorie de Kolmogorov (1941) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 III.3.a La cascade turbulente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 III.3.b Les hypothèses de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 III.3.c Les lois d’échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 III.3.d Reformulation des hypothèses de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 III.4 Description statistique de la turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 III.4.a Présentation rapide de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 III.4.b Quelques résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 III.4.c Les limites de la théorie de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 III.5 La turbulence magnétohydrodynamique incompressible . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 III.5.a Les équations de la magnétohydrodynamique incompressible idéale . . . . . . . . 46 III.5.b Quelques propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 III.6 La turbulence compressible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 III.7 La turbulence dans le milieu interstellaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 III.7.a Un bref historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 III.7.b Observations de la turbulence interstellaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 III.7.c Quelle turbulence ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

II Éléments mathématiques et outils d’analyse 51

IV Éléments de théorie des probabilités 53 IV.1 Qu’est-ce qu’une probabilité ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 IV.2 Axiomatique de la théorie des probabilités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 IV.2.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 IV.2.b La notion de tribu de l’ensemble des possibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 IV.2.c La notion d’espace probabilisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 IV.2.d Quelques propriétés simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 IV.2.e Probabilités conditionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 IV.2.f Utilisation de la théorie des probabilités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 IV.3 Variables aléatoires : généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 IV.3.a Introduction et définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 IV.3.b Fonction de répartition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 IV.3.c Densité de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 IV.3.d Variables aléatoires à plusieurs dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 IV.4 Changement de variable aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 IV.5 Nombres et fonctions caractéristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 IV.5.a L’espérance mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 IV.5.b Les moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 IV.5.c La fonction caractéristique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

V Champs stochastiques et outils d’analyse 63 V.1 Processus stochastiques et modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 V.2 Statistique des processus stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 V.2.a Fonctions de répartition et densités de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 V.2.b Moyenne et autocorrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 V.2.c Champs stationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 V.2.d L’hypothèse ergodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

V.3 Moyenne locale et moyenne globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 V.3.a Définition de la moyenne locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 V.3.b Définition et unicité de la moyenne globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 V.4 Fonction d’autocorrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 V.4.a Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 V.4.b Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 V.5 Spectre de puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 V.5.a Problèmes de définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 V.5.b Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 V.5.c Calcul pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 V.6 Les fonctions de structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 V.6.a Définition et relation avec la fonction d’autocorrélation . . . . . . . . . . . . . . 69 V.6.b Calcul pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 V.7 La Δ-variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 V.7.a Introduction : la variance d’Allan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 V.7.b Cas des signaux unidimensionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 V.7.c Cas des dimensions supérieures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 V.7.d Mise en pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

VI Géométrie fractale 75 VI.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 VI.2 Mesure et dimension de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 VI.2.a Mesure de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 VI.2.b Dimension de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 VI.3 Dimension de boîte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 VI.3.a Définitions alternatives d’une dimension fractale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 VI.3.b Dimension de boîte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 VI.4 Techniques analytiques de calcul des dimensions fractales . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 VI.4.a Estimation directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 VI.4.b Méthodes potentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 VI.5 Projection d’ensembles fractals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 VI.6 Fractals autosimilaires et autoaffines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 VI.6.a Méthode de construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 VI.6.b Dimension des fractals autosimilaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 VI.6.c Ensembles autoaffines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 VI.6.d Notions d’autosimilarité et d’autoaffinité statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . 82 VI.7 Graphes de fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 VI.7.a Dimensions des graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 VI.7.b Dimension fractale, fonction de structure et spectre de puissance . . . . . . . . . 83 VI.8 Relation périmètre-surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

VII Les mouvements browniens fractionnaires 85 VII.1 Les mouvements browniens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 VII.1.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 VII.1.b Modélisation mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 VII.1.c Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 VII.2 Les mouvements browniens fractionnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 VII.2.a De la nécessité d’aller plus loin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 VII.2.b Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 VII.2.c Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 VII.3 Browniens fractionnaires en dimension supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 VII.3.a Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 VII.3.b Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 VII.3.c Intervalle de définition de l’exposant de Hurst . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 VII.4 Simulations de champs browniens fractionnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

VII.4.a Méthodes diverses de construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 VII.4.b Construction dans l’espace de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 VII.4.c Exemples et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

VIII Équation de Fokker-Planck 101 VIII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 VIII.2 Exemple : Modélisation de la vitesse d’une particule brownienne . . . . . . . . . . . . . 101 VIII.2.a Équation déterministe du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 VIII.2.b Équation stochastique du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 VIII.2.c Propriétés de la force de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 VIII.2.d Équation d’évolution de la densité de probabilité de la vitesse . . . . . . . . . . 103 VIII.2.e Solution de l’équation de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 VIII.2.f Distribution des vitesses dans l’état stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 VIII.3 Développement de Kramers-Moyal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 VIII.3.a Le cas unidimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 VIII.3.b Théorème de Pawula et équation de Fokker-Planck . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 VIII.3.c Le cas multidimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 VIII.4 Équations de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 VIII.4.a Forme générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 VIII.4.b Coefficients de Kramers-Moyal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 VIII.4.c Les processus d’Ornstein-Uhlenbeck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

III Statistique des centroïdes de vitesse 111

IX Observations de spectro-imagerie 113 IX.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 IX.2 Notations et hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 IX.3 Expression des observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 IX.3.a Température de brillance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 IX.3.b Cartes des moments de la température de brillance . . . . . . . . . . . . . . . . 115 IX.4 Détermination pratique de l’intensité et du centroïde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 IX.4.a Mise en place du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 IX.4.b Le cas de l’intensité intégrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 IX.4.c Le cas du centroïde de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

X Étude analytique des centroïdes de vitesse 121 X.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 X.1.a Du bidimensionnel au tridimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 X.1.b Les objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 X.2 Le modèle de couche turbulente infinie transversalement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 X.2.a Aspects géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 X.2.b Propriétés de la densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 X.2.c Propriétés de l’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 X.3 Statistiques des cartes d’intensité et de centroïde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 X.3.a Utilisation de la fonction d’autocorrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 X.3.b Écriture de I, C et C_0 en termes de fluctuations intégrées . . . . . . . . . . . . . 124 X.3.c Hypothèse des petites fluctuations de densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 X.4 Fonction d’autocorrélation de l’intensité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 X.4.a Expression générale et remarque sur les moyennes . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 X.4.b Calcul des différents termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 X.5 Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse non normalisés . . . . . . . . . . . 127 X.5.a Expression générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 X.5.b Calcul du terme d’ordre zéro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 X.5.c Calcul du terme d’ordre un . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

X.5.d Calcul du terme d’ordre deux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 X.5.e Utilisation des hypothèses d’homogénéité et d’isotropie . . . . . . . . . . . . . . 129 X.6 Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse normalisés . . . . . . . . . . . . . . 130 X.6.a Expression générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 X.6.b Calcul des différents termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 X.7 Traitement du cas particulier d’une vitesse moyenne nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 X.8 Discussion des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 X.8.a À l’ordre zéro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 X.8.b À l’ordre un . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 X.8.c Les centroïdes de vitesse modifiés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

XI Le cas des champs browniens fractionnaires 135 XI.1 Introduction : l’exemple de l’intensité intégrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 XI.2 Utilisation de champs browniens fractionnaires représentant ρ et v . . . . . . . . . . . . 135 XI.2.a Restriction aux premiers termes non triviaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 XI.2.b Fonctions d’autocorrélation des fluctuations de densité et de vitesse . . . . . . . 136 XI.3 Développement de la fonction d’autocorrélation moyennée . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 XI.3.a La méthode de Chandrasekhar et Münch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 XI.3.b Mise en place du calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 XI.3.c Approche en termes de développement limité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 XI.3.d Détermination du comportement dominant aux petites échelles . . . . . . . . . . 141 XI.3.e Fonctions d’autocorrélation et fonctions de structure des cartes . . . . . . . . . . 144 XI.4 Conséquences des formes calculées à l’ordre le plus bas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

XII Étude numérique des centroïdes de vitesse 147 XII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 XII.2 Construction de champs de densité et de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 XII.3 Simulation d’un cube de données PPV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 XII.3.a Méthode de construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 XII.3.b Spectres synthétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 XII.3.c Cartes par canaux et cartes des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 XII.4 Propriétés statistiques des cartes d’observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 XII.5 Intensité intégrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 XII.5.a Spectre de puissance de l’intensité intégrée dans la limite R ≪ D . . . . . . . . . 152 XII.5.b Spectre de puissance de l’intensité intégrée dans la limite R ≫ D . . . . . . . . . 155 XII.5.c Transition entre les deux régimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 XII.6 Centroïdes de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 XII.6.a Vérification des égalités β_C = β_{C0} = β_v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 XII.6.b Influence des différents paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 XII.7 Une ébauche de conclusion critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

XIII Analyse des tranches en vitesse 165 XIII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 XIII.2 Épaisseur des tranches en vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 XIII.2.a Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 XIII.2.b Tranches minces et tranches épaisses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 XIII.3 Étude numérique des tranches en vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 XIII.3.a Les prédictions de l’analyse des tranches en vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 XIII.3.b Spectres de puissance observés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 XIII.3.c Effet de shot noise dû à la taille finie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 XIII.3.d Analyse des résultats obtenus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 XIII.4 Discussion et conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

IV Filtrage interférométrique des structures 175

XIV L’interférométrie en radioastronomie 177 XIV.1 La course à la résolution angulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 XIV.2 Un bref historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 XIV.2.a Diverses méthodes de corrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 XIV.2.b Réseaux d’antennes et synthèse d’ouverture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 XIV.2.c L’interférométrie VLBI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 XIV.3 Antennes radioastronomiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 XIV.3.a Propagation d’un signal radioastronomique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 XIV.3.b Réception du signal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 XIV.3.c Conversion de fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 XIV.4 L’interféromètre à deux éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 XIV.4.a Les franges d’interférence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 XIV.4.b Cas d’une source étendue et non monochromatique . . . . . . . . . . . . . . . . 183 XIV.4.c Blocage des franges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 XIV.4.d Système de coordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 XIV.4.e Brouillages fréquentiel et temporel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 XIV.5 Réseaux d’antennes et imagerie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 XIV.5.a Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 XIV.5.b Affectation de poids aux données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 XIV.5.c Le gridding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 XIV.5.d Le problème du bruit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 XIV.5.e La déconvolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 XIV.5.f Imagerie de raies spectrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

XV Filtrage interférométrique des structures 193 XV.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 XV.2 Le projet ALMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 XV.2.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 XV.2.b Objectifs scientifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 XV.2.c Spécifications technologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 XV.2.d Le problème des configurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 XV.3 Implémentation d’un simulateur d’instrument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 XV.3.a Le choix de la simplicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 XV.3.b La construction de couvertures (u, v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 XV.3.c Le gridding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 XV.3.d Simulation des observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

XVI Diagnostics de l’effet du filtrage 203 XVI.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 XVI.2 Les modèles de distribution de brillance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 XVI.3 Spectre de puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 XVI.3.a Effet attendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 XVI.3.b Approche numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 XVI.4 Δ-variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 XVI.4.a Quelques remarques préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 XVI.4.b Effet du lobe primaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 XVI.4.c Effet du filtrage spatial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 XVI.4.d Quelques critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 XVI.5 Les fonctions de structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 XVI.5.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 XVI.5.b Étude numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 XVI.5.c Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 XVI.6 La dimension fractale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

XVI.6.a Nécessité d’un rééchantillonnage des images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 XVI.6.b Étude numérique systématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 XVI.6.c Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 XVI.7 Retour sur le spectre de puissance : le cas bruité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 XVI.7.a Introduction de bruit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 XVI.7.b Effets sur le spectre de puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 XVI.8 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

XVII Statistiques des incréments de phase 225 XVII.1 Mise en évidence du rôle de la phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 XVII.1.a Expérience numérique préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 XVII.1.b Importance de la distribution spatiale des phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 XVII.2 Histogrammes des incréments de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 XVII.2.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 XVII.2.b Cas des champs browniens fractionnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 XVII.2.c Cas d’une image présentant de la structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 XVII.3 Entropie des incréments de phase et quantité de structure . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 XVII.3.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 XVII.3.b Propriétés dans les transformations simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 XVII.4 Fiabilité de la méthode entropique pour la détection de structure . . . . . . . . . . . . . 232 XVII.4.a Mise en évidence des variations d’histogrammes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 XVII.4.b Estimation analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 XVII.4.c Estimation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 XVII.5 Distribution de von Mises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 XVII.5.a Histogrammes des incréments de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 XVII.5.b Calcul de la quantité de structure associée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 XVII.6 Évolution de la quantité de structure avec δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 XVII.7 Filtrage interférométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 XVII.7.a Effets attendus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 XVII.7.b Approche numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 XVII.7.c Conclusions très provisoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

V Transfert radiatif dans les milieux complexes 247

XVIII Éléments de transfert radiatif 249 XVIII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 XVIII.2 Grandeurs photométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250 XVIII.2.a Intensité spécifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250 XVIII.2.b Les moments de l’intensité spécifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 XVIII.3 Équation de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 XVIII.3.a Équation portant sur l’intensité spécifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 XVIII.3.b Équations portant sur les moments de l’intensité spécifique . . . . . . . . . . . . 253 XVIII.4 Résolution de l’équation de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 XVIII.4.a L’approximation d’Eddington . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 XVIII.4.b Solution formelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 XVIII.4.c Exemple d’une couche plan-parallèle homogène et finie . . . . . . . . . . . . . . 254 XVIII.5 Équilibre radiatif et équilibre thermodynamique local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 XVIII.5.a Introduction et distributions classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 XVIII.5.b La loi de Planck et ses dérivées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 XVIII.5.c Différentes définitions de la température . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 XVIII.5.d Loi de Kirchoff et équilibre thermodynamique local . . . . . . . . . . . . . . . . 256 XVIII.6 Les raies spectrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 XVIII.6.a Processus de transition et probabilités d’Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 XVIII.6.b Profils des raies et causes d’élargissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257

XVIII.6.c Courbes de croissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258 XVIII.6.d Les milieux hors ETL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

XIX Transfert radiatif stochastique 261 XIX.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 XIX.2 Le modèle de Gail et al . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262 XIX.2.a La méthode probabiliste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262 XIX.2.b Modélisation du champ de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262 XIX.2.c Équation de transfert généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 XIX.2.d Remarques sur les méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 XIX.3 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 XIX.3.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 XIX.3.b Profils de raie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 XIX.3.c Largeurs équivalentes, profondeurs des raies, courbes de croissance . . . . . . . . 266 XIX.4 Prise en compte des effets hors-ETL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268 XIX.4.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268 XIX.4.b Équations d’évolution des populations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 XIX.4.c Mise en œuvre de la généralisation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 XIX.4.d Implémentation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 XIX.4.e Résultats et analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 XIX.4.f Le cas de l’émission de molécules CO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 XIX.5 Cas d’un milieu présentant des fluctuations de densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 XIX.5.a Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 XIX.5.b Champ de densité stochastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 XIX.5.c Équation de transfert généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 XIX.5.d Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

XX Cas des corrélations densité-vitesse 279 XX.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 XX.2 Équation d’évolution de l’intensité conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 XX.2.a Forme générale de l’équation d’évolution de l’intensité moyenne . . . . . . . . . 279 XX.2.b Forme des corrélations densité-vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 XX.2.c Évolution de l’intensité conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 XX.3 Distribution des densités logarithmiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 XX.4 Distribution des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 XX.4.a Première expression des moments de la vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 XX.4.b Développement en puissances de α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 XX.4.c Différents types d’intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285 XX.4.d Retour sur les moments et distribution des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 XX.5 Distribution jointe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 XX.5.a Approche par la méthode des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 XX.5.b Approche semi-empirique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289 XX.6 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 XX.6.a Corrélations densité-vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 XX.6.b Densités de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 XX.7 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

Conclusion 295

Bibliographie 297

Article paru dans “Astrophysical Journal”, 593, 831, 2003 307

Article paru dans “Astronomy & Astrophysics”, 421, 387, 2004 327

Whenever life gets you down, Mrs Brown And things seem hard or tough And people are stupid, obnoxious, or daft And you feel that you’ve had quite enough...

Just remember that you’re standing on a planet that’s evolving Revolving at nine hundred miles an hour It’s orbiting at nineteen miles per second, so it’s reckoned The Sun that is the source of all our power The Sun, and you, and me, and all the stars that you can see Are moving at a million miles a day In an outer spiral arm at forty thousand miles an hour Of the galaxy we call the Milky Way

Our galaxy itself contains a hundred billion stars It’s a hundred thousand light years side to side It bulges in the middle, sixteen thousand light years thick But out by us it’s just three thousand light years wide We’re thirty thousand light years from Galactic Central Point We go ’round every two hundred million years And our galaxy is only one of millions of billions In this amazing and expanding universe

The Universe itself keeps on expanding and expanding In all of the directions it can whiz The fastest it can go The speed of light, you know Twelve million miles a minute, and that’s the fastest speed there is So, remember when you’re feeling very small and insecure How amazingly unlikely is your birth And pray that there’s intelligent life somewhere out in space ’Cause there’s bugger all down here on Earth

Monty Python’s “The Meaning of Life”

Introduction

Parmi l’ensemble des domaines qui composent la physique moderne, l’astrophysique tient une place à part. Contrairement aux physiciens des autres disciplines, qui ont abondamment recours à l’expérience, les astrophysiciens ne peuvent se reposer que sur l’observation du ciel pour confronter leurs théories au jugement impartial de la nature. Ce handicap, qu’on attribue d’une part aux distances colossales qui nous séparent des objets d’étude, et d’autre part aux conditions extrêmes qui y règnent^1, fait des astrophysiciens une sorte de naturalistes modernes, éprouvant sans cesse le besoin de classer et de décrire les astres pour mieux les comprendre.

Or, sauf dans le cas des objets très proches comme ceux du système solaire, il est impossible, pour l’instant en tous cas, de sonder les astres in situ, de sorte qu’on doit se contenter d’une description incomplète de ces derniers. Plusieurs facteurs contribuent à cette limitation du processus d’observation. En premier lieu, il convient de noter que l’essentiel de l’information dont on dispose sur les objets astrophysiques provient de l’étude du rayonnement électromagnétique qu’on en reçoit, depuis les ondes radio de plus basse fréquence jusqu’aux rayons γ les plus énergétiques. Les autres vecteurs d’information, qu’il s’agisse des neutrinos, des rayons cosmiques ou encore des ondes gravitationnelles, ne nous concerneront pas dans la suite. D’autre part, la lumière reçue en provenance des astres étudiés possède des propriétés de distribution spectrale et de polarisation qui dépendent a priori de la structure des milieux qui l’ont émise et qu’elle a traversés, et qui peuvent donc varier d’un point du ciel à l’autre. La description de ces milieux est donc subordonnée, d’une part à la compréhension des processus d’émission à l’origine des rayonnements, et d’autre part à la résolution du problème du transfert radiatif depuis la source jusqu’à l’observateur. Ainsi, on pourra aussi bien étudier une source grâce au rayonnement qu’elle émet, que grâce aux altérations qu’elle impose à la lumière provenant d’un astre situé en arrière plan.

En effet, et c’est une autre limitation inévitable du processus d’observation en astrophysique, il n’est pas possible, sauf par l’intermédiaire de méthodes indirectes^2, d’avoir accès à la dimension de profondeur, c’est-à-dire à la distance des objets étudiés. Leurs structures subissent ainsi une projection sur le plan du ciel, dont il est impératif de comprendre les effets afin de décrire les propriétés des milieux dans leurs trois dimensions. La prise en compte de l’effet Doppler-Fizeau permettant de séparer en fréquence les rayonnements issus de deux sources alignées sur la même ligne de visée mais se déplaçant à des vitesses longitudinales^3 différentes, cette projection se fait en définitive sur un espace hybride comportant deux dimensions d’espace et une de vitesse.

Enfin, les instruments d’observation utilisés pour recueillir le rayonnement électromagnétique sont loin d’être parfaits. D’une part du fait des résolutions spatiale et spectrale limitées qui les caractérisent, d’autre part en raison du bruit qui vient inévitablement se greffer sur les mesures en différents points de la chaîne de réception du signal, et enfin parce qu’il existe des limitations qui sont inhérentes aux instruments et aux méthodes d’observation associées. En particulier, comme on le verra, l’utilisation d’un interféromètre se traduit par la perte des structures de grande échelle sur les cartes des régions observées. Le but de cette thèse est d’étudier quelques uns de ces aspects du processus d’observation, avec pour objectif scientifique la description des nuages moléculaires du milieu interstellaire, au sein desquels se forment les étoiles, et la compréhension des processus physiques dont ils sont le siège. En effet, la complexité des structures qu’on trouve dans le milieu interstellaire est particulièrement propice à l’étude des différents filtrages menant des champs physiques réels, en particulier des champs de densité et de vitesse du gaz, jusqu’aux observables finales. En somme, il sera question, tout au long de ce travail, de tenter de décrypter les effets de ces filtrages sur des structures complexes, de façon à dégager des méthodes d’inversion, même partielles, permettant en retour, à partir des observations réelles, de déduire les propriétés des nuages moléculaires, telles qu’on les observerait in situ.

1Qu’on songe que le vide le plus poussé obtenu en laboratoire, de l’ordre de 10^{−11} hPa, est encore cent fois plus dense que le milieu interstellaire diffus, ou encore qu’il est impossible à l’heure actuelle de contrôler la fusion thermonucléaire telle qu’elle a lieu au centre du Soleil.

2On pense à la loi de Hubble permettant de déduire la distance d’astres lointains, tels que quasars ou galaxies, à partir de leur vitesse dans le référentiel de l’observateur.

3On appelle ainsi la composante de la vitesse le long de la ligne de visée.

Le lecteur doit être averti qu’il ne s’agit là nullement de résoudre entièrement ce formidable problème inverse qui consiste à déterminer, complètement et sans ambiguïté, les champs physiques^4 caractérisant les nuages observés, à partir des seules données observationnelles. On va plutôt se pencher sur trois effets, relativement distincts, en les abordant à chaque fois dans un souci de simplicité. Le premier effet auquel nous allons nous intéresser, et qui fait l’objet de l’ensemble de la troisième partie, est la projection des données de densité et de vitesse sur les cubes tridimensionnels hybrides (positionposition-vitesse ou PPV) mentionnés plus haut. On commencera par étudier brièvement, au chapitre IX, la façon dont sont construits ces cubes de données à partir des champs physiques réels, puis on abordera, aux chapitres X et XI, le problème de l’inversion, d’un point de vue analytique, de façon à dégager une relation entre les propriétés structurelles des observables et celles des champs tridimensionnels. Les résultats obtenus, dont ceux sur le champ de vitesse, qui n’étaient pas encore connus, seront alors testés numériquement au chapitre XII, en se donnant des champs de densité et de vitesse de propriétés connues et en synthétisant les données observationnelles à partir de ces champs. Disposant ainsi de simulations d’observations, il est possible de tester d’autres méthodes d’inversion, ce qui est fait au chapitre XIII en prenant l’exemple de l’analyse des tranches en vitesse introduite par Lazarian & Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000]. Le deuxième effet considéré est le filtrage des distributions de brillance, projetées sur le plan du ciel, par un interféromètre, c’est-à-dire un réseau d’antennes observant toutes simultanément une même source et dont les signaux sont corrélés deux à deux de façon à obtenir une image de la région étudiée. Sachant que la corrélation de deux signaux fournit une seule composante de Fourier de la distribution de brillance réelle^5 et qu’il n’existe bien entendu qu’un nombre fini d’antennes, on comprend que cette méthode d’observation puisse dégrader les images des structures complexes que forment les nuages du milieu interstellaire. Cet effet fait l’objet de la quatrième partie, qui est organisée comme suit : Le chapitre XIV présente succinctement, et en passant sur nombre de difficultés, le domaine de l’interférométrie en radioastronomie, de façon à dégager les principes de cette méthode d’observation. Ceux-ci sont ensuite mis en œuvre au chapitre XV, dans le cadre de l’écriture d’un simulateur instrumental simple inspiré des caractéristiques du futur interféromètre ALMA (Atacama Large Millimeter Array). Au chapitre XVI, ce simulateur est utilisé sur des champs complexes synthétiques semblables à ceux utilisés dans la troisième partie, de manière à déterminer les méthodes d’analyse les plus à même de restituer les propriétés structurelles des vraies distributions de brillance en dépit du filtrage instrumental. Enfin, le chapitre XVII, qui est un peu à part dans cette quatrième partie, introduit une ébauche d’analyse des images en termes de phases des composantes de Fourier^6. Le lecteur est invité à remarquer que ce travail est encore aux premiers stades de développement. Le troisième et dernier effet, qui sera abordé dans la cinquième partie, se situe tout en amont de la chaîne d’observation, puisqu’il s’agit de s’intéresser au problème du transfert radiatif dans les milieux présentant une structure complexe en densité et en vitesse. Après avoir introduit les idées de base du transfert du rayonnement dans le chapitre XVIII, on présentera, au chapitre XIX, les méthodes et les résultats d’un groupe allemand qui s’est penché sur le problème du transfert radiatif stochastique à une dimension, lorsque la vitesse et, éventuellement, la densité présentent des variations aléatoires le long de la ligne de visée. Dans le chapitre XX, le lecteur trouvera les premiers résultats d’un travail analytique portant sur l’introduction de corrélations entre les champs de densité et de vitesse. La résolution numérique du transfert incluant ces résultats n’est pour le moment pas terminée et n’est donc pas présentée dans ces pages. Il n’a certainement pas échappé au lecteur que le plan ainsi détaillé est incomplet. Les deux premières parties de cette thèse sont consacrées à la mise en place des concepts et des outils qui sont utilisés tout au long des chapitres suivants. La première partie traite de la structuration du milieu interstellaire, en commencant, au chapitre I, par une présentation rapide de ses diverses composantes, des moyens d’observations dont on dispose pour l’étudier, ainsi que de certains résultats et ordres de grandeur parmi les plus marquants. Le chapitre II concerne plus précisément la structure des nuages moléculaires, dont certains résultats discutés ici, en particulier les lois d’échelle, montrent la nature fractale. Cette complexité, tant en densité qu’en vitesse, suggère que la turbulence peut jouer un rôle non négligeable dans cette structuration, ce qui justifie de rappeler, au chapitre III, quelques résultats concernant ce type d’écoulements.

4Tels que densité et vitesse, mais aussi température, populations des niveaux d’énergie des atomes et des molécules, degré d’ionisation, champ magnétique...

5Elle en fournit en fait deux, mais qui sont complexes conjuguées l’une de l’autre et donc non indépendantes. 6Ce qui justifie qu’on l’inclue dans cette partie, puisque ce sont précisément les composantes de Fourier qu’on mesure en interférométrie.

La deuxième partie permet, quant à elle, à partir des concepts fondamentaux de la théorie des probabilités rappelés au chapitre IV, de se donner les outils mathématiques qui sont utilisés, dans les trois parties centrales de ce travail, à la fois pour construire des champs synthétiques et pour analyser les observables. Ainsi, le chapitre V introduit les notions de processus et de champ stochastique, ainsi que les divers outils qui permettent de les caractériser, à savoir la fonction d’autocorrélation, le spectre de puissance, les fonctions de structure, et la Δ-variance. Dans le même ordre d’idée, le chapitre VI traite des notions d’ensemble fractal et de dimension fractale, laquelle fournit également un moyen de caractériser les structures complexes telles qu’on en observe dans le milieu interstellaire. Les chapitres VII et VIII, enfin, détaillent les propriétés des champs stochastiques qui seront utilisés respectivement dans la troisième et la quatrième partie d’une part (mouvements browniens fractionnaires), dans la cinquième partie d’autre part (processus d’Ornstein-Uhlenbeck).

PREMIÈRE PARTIE Structuration du milieu interstellaire

Miles Monroe : Science is an intellectual dead end, you know ? It’s a lot of little guys in tweed suits cutting up frogs on foundation grants. “Sleeper” (Woody Allen)

CHAPITRE I

Le milieu interstellaire

I.1 Introduction

L’astronomie est une science naturelle par excellence, car elle se fonde, avant toute analyse, sur l’observation et la classification de ses objets d’étude. Parmi ceux-ci, le Soleil, la Lune, les étoiles et les planètes sont sans aucun doute les plus accessibles au regard des hommes, et si leurs natures respectives restèrent longtemps mystérieuses, la clarté de l’un, les phases de l’autre, le ballet ordonné des troisièmes et le mouvement erratique des dernières suffisent à les considérer comme des objets différents. D’autres astres encore ne peuvent manquer d’être remarqués à l’œil nu : la Voie Lactée, qui s’étend d’un bout à l’autre du ciel, et dont l’aspect singulier est à l’origine de nombreux mythes ; les comètes et les supernovæ, longtemps annonciatrices de grands bouleversements ; les “nébuleuses”, enfin, à l’aspect diffus, et dont le nom même trahit la méconnaissance de leur nature véritable.

Avec les progrès des méthodes d’observation, marqués en particulier par la construction de la lunette de Galilée, cette vision du monde s’est affinée, les planètes sont soudain apparues plus proches et on a pu observer leurs satellites. Quant à la Voie Lactée, elle s’est révélée être la combinaison des éclats de milliards d’étoiles lointaines. Un lien a ainsi été fait entre des objets a priori entièrement différents, et la naissance de la physique moderne a permis de consolider ce changement de point de vue. On songe en particulier à la conception newtonienne de la gravité, qui a unifié des phénomènes terrestres et célestes apparemment sans lien et ouvert la voie à une étude physique des astres.

Les découvertes d’Edwin Hubble, au cours des années 1920 et 1930, permirent elles aussi de corriger la classification des objets astronomiques, en identifiant certaines des nébuleuses observées comme autant d’“univers-îles” semblables à notre propre galaxie et extrêmement lointains [Hubble, 1936]. Les autres, objets finalement relativement proches, ont peu à peu été perçues comme les preuves visibles que l’espace interstellaire est loin d’être vide. L’ouverture d’autres domaines spectraux d’observation, en infrarouge et en radio notamment, en a en effet, par la suite, révélé la richesse.

I.2 La machinerie galactique

I.2.a Un système complexe et hiérarchisé

Telle qu’on la conçoit désormais [Binney & Tremaine, 1987], la galaxie se présente comme un système hiérarchique, dont on peut distinguer plusieurs niveaux d’organisation. À des échelles de l’ordre de l’unité astronomique (1 UA ≃ 150.10^6 km), les étoiles et leurs cortèges planétaires forment les constituants élémentaires du système galactique. Celui-ci est formé d’un bulbe sphérique central, d’un disque en rotation, dont le diamètre est de l’ordre de la trentaine de kiloparsecs (1 pc=3, 08.10^{13} km) et au sein duquel des ondes de densité forment des bras spiraux, d’un halo stellaire et d’un halo de matière noire. Les étoiles du disque et du bulbe (population I) sont plus jeunes que celles du halo (population II). L’existence du halo de matière noire est suggérée par l’absence de chute de la vitesse de rotation à grande distance du centre galactique [Mannheim, 1997]. Selon les estimations, la masse de ce halo pourrait atteindre 90% de la masse totale de notre galaxie. Aux échelles intermédiaires, entre les étoiles, le milieu interstellaire (MIS) est localisé principalement dans le disque galactique [Lequeux et al., 2002] et essentiellement constitué de gaz sous plusieurs phases^1 ainsi que de poussières. Cette image hierarchisée n’est cependant qu’une première approximation, qui peut se révéler trompeuse, car les différentes composantes ci-dessus sont en interaction constante. La galaxie dans son ensemble peut être considérée comme un système fermé^2, en

1Le terme “phase” est ici à comprendre dans le sens de conditions physiques.

2Ici, fermé signifie qu’il n’y a pas ou très peu d’échange de matière avec l’extérieur. Le rayonnement électromagnétique de la galaxie nous interdit en effet de la considérer comme un système entièrement isolé puisqu’elle laisse s’échapper une

faisant abstraction des effets gravitationnels dûs aux autres galaxies. En revanche, les échanges de masse et d’énergie entre le milieu interstellaire et les étoiles, d’une part, et le transfert de l’énergie gravitationnelle globale de la galaxie vers les échelles plus petites, d’autre part, font du MIS un système fondamentalement ouvert et hors d’équilibre.

I.2.b Le rôle du milieu interstellaire

L’interaction particulièrement complexe du milieu interstellaire avec les autres composantes du système galactique est au cœur du problème de la formation stellaire [Jeans, 1902]. C’est au sein des régions les plus denses du MIS que les étoiles naissent de la contraction gravitationnelle de nuages de gaz. En retour, le rayonnement électromagnétique émis par les étoiles dissocie et ionise les espèces chimiques présentes dans le milieu environnant [van Dishoeck & Black, 1988], tandis que les vents stellaires et les supernovæ d’une part enrichissent ce dernier en éléments lourds formés dans les réactions thermonucléaires en leur centre, et d’autre part y injectent de l’énergie sous forme de mouvements turbulents. A l’autre bout de la hiérarchie, la rotation différentielle de la galaxie et les ondes de densité à l’origine de la structure spirale du disque [Lin & Shu, 1964] sont suspectées de participer à l’agitation macroscopique du milieu interstellaire et à la formation de condensations locales [Elmegreen, 2002]. Cette position stratégique du MIS dans le système galactique contraste fortement avec son peu d’importance en masse (environ 5% de la masse des étoiles et 0,5% de la masse totale de la galaxie) [Lequeux et al., 2002].

I.3 Le gaz interstellaire

I.3.a Un milieu à la physique inhabituelle

Dans l’ensemble, le gaz du MIS est un milieu très peu dense, où la densité de particules varie grosso modo entre quelques 10^{−3} et 10^4 particules par centimètre cube, mais dont l’étendue est si grande (on compte en moyenne seulement une étoile par parsec cube au voisinage du Soleil) que la densité de colonne, qui représente la quantité de matière interceptée par une ligne de visée, est typiquement de l’ordre de quelques 10^{21} cm^{−2}, suffisante pour que des phénomènes très faibles deviennent mesurables. C’est le cas, par exemple, de la raie à 21 cm, correspondant à la transition entre les deux sous-niveaux hyperfins de l’état fondamental de l’hydrogène atomique neutre (Hi) [Cohen-Tannoudji et al., 1973]. Théoriquement, un atome d’hydrogène dont les spins du proton et de l’électron sont parallèles peut subir une transition de retournement de spin, l’énergie étant libérée sous forme d’un photon radio de longueur d’onde 21 cm (1420 MHz). Cette désexcitation radiative est cependant fortement interdite et la durée de vie du niveau de plus haute énergie est de l’ordre de 10^7 ans. Sur Terre, et même dans les vides les plus poussés, les collisions entre atomes empêchent d’observer cette transition. Seul le milieu interstellaire peut offrir simultanément les faibles densités et les grandes quantités de matière permettant cette observation [van De Hulst, 1951]. De même, le MIS est le lieu idéal de formation d’espèces chimiques hautement instables dans les conditions du laboratoire [Lequeux & Roueff, 1991].

I.3.b Composition chimique

À l’exception de l’enrichissement en éléments lourds par les étoiles, la composition chimique du gaz interstellaire reflète bien les caractéristiques de la nucléosynthèse primordiale [Harwit & Spaans, 2003]. L’hydrogène représente 70% de sa masse, l’hélium 28%, tandis que les 2% restants^3 sont principalement constitués de carbone, d’oxygène, d’azote, ainsi que d’autres éléments plus lourds [Frisch & Slavin, 2003]. De plus, l’hélium ne participant pas aux réactions chimiques et étant bien couplé à l’hydrogène par les collisions, il est possible de l’inclure dans le traitement du seul gaz d’hydrogène en modifiant simplement la masse moyenne par particule. Quant à l’hydrogène lui-même, on le trouve d’une part sous une forme atomique et ionisée, observée dans le visible grâce à la raie de recombinaison Hα à 656,2 nm, d’autre part sous la forme atomique et neutre déjà évoquée, et enfin sous forme moléculaire, dont l’émission est difficilement observable directement (voir la section I.3.d). Les transitions entre ces différentes espèces ont lieu en fonction de l’environnement ionisant des étoiles proches et de la densité du gaz.

puissance de l’ordre de 4.10^{10} L_⊙, où L_⊙ désigne la luminosité solaire (1 L_⊙ = 3, 845.10^{26} W).

3Qu’on nomme collectivement “métaux” en astrophysique.

I.3.c Les différentes phases du gaz interstellaire

Loin de former un ensemble homogène, le gaz interstellaire présente différentes phases en température et en densité, issues de la compétition entre divers processus de chauffage et de refroidissement de ses constituants [Wolfire et al., 1995]. Il existe tout d’abord une composante entièrement ionisée, très peu dense (n ∼ 6.10^{−3} cm^{−3}) et extrêmement chaude (T ∼ 10^6 K), appelée milieu coronal par rapprochement avec les conditions physiques rencontrées dans la couronne solaire, ou plus prosaïquement HIM pour Hot Ionized Medium. Cette composante, fortement hors d’équilibre, est interprétée comme le produit des bulles de gaz chaud engendrées par les supernovæ [McKee & Ostriker, 1977].

Deux phases moins chaudes et plus denses sont stables thermiquement et en équilibre de pression l’une avec l’autre. Il s’agit de la composante WNM (Warm Neutral Medium) pour laquelle n ∼ 0, 25 cm^{−3} et T ∼ 8000 K, et de la composante CNM (Cold Neutral Medium), plus dense (n ∼ 25 cm^{−3}) et plus froide (T ∼ 80 K). Il n’est également pas rare de voir mentionnée une troisième phase dite WIM (Warm Ionized Medium). Cependant, la distinction observationnelle de cette phase par rapport au WNM est peu claire, le degré d’ionisation de l’hydrogène pouvant varier de manière continue. A des pressions plus élevées, on trouve d’une part la phase moléculaire, qui présente des densités supérieures à 1000 cm^{−3} pour des températures inférieures à 100 K, et d’autre part, dans l’environnement des étoiles massives de type O et B, les régions Hii d’hydrogène ionisé, dont la densité peut varier d’environ 1 cm^{−3} à 10^4 cm^{−3} et dont la température est de l’ordre de 10000 K. L’estimation des masses totales des différentes composantes du MIS de la galaxie est donnée dans le tableau récapitulatif ci-dessous, où l’on rappelle qu’une masse solaire est égale à 1 M_⊙ = 1, 989.10^{30} kg

Tab. 1 – Les différentes composantes du gaz interstellaire

Phase Densité (cm^{−3}) Température (K) Masse totale (M_⊙) WNM 0,25 8000 1,5.10^9 CNM 25 80 1,5.10^9 Moléculaire � 1000 � 100 10^9 ( ?)

WIM 0,03 8000 10^9 HIM 6.10^{−3} 10^6 10^8 ( ?)

Régions Hii 1–10^4 10^4 5.10^7

I.3.d Les moyens d’observation

La diversité des conditions physiques rencontrées dans le milieu interstellaire se traduit par une nécessaire adaptation des moyens d’observation aux composantes du MIS. Chacune de celles-ci ne peut être étudiée qu’au travers de certaines raies d’absorption ou d’émission de “traceurs” de la matière. Le problème posé par ces contraintes est double. Tout d’abord, la déduction, à partir de ces données observationnelles limitées, des conditions physiques précises régnant dans une région de l’espace est obligatoirement indirecte, et souvent incomplète. Ensuite, les observations de composantes différentes étant effectuées dans des domaines spectraux différents, avec des résolutions et des sensibilités variées, toute comparaison entre elles est malaisée. Reprenant la classification des phases ci-dessus, on peut distinguer les méthodes observationnelles suivantes :

▷ En ce qui concerne le gaz neutre atomique, trois types de raies permettent de l’étudier : la raie à 21 cm du Hi, les raies de structure fine dans l’infrarouge lointain et les raies d’absorption interstellaires. La raie à 21 cm trace la composante majoritaire du milieu. Elle peut être large et en émission dans le cas du WNM [Poppel et al., 1994], ou étroite et en absorption devant le continuum radio d’un quasar par exemple [Heiles, 1997], dans le cas du CNM^4. Si le milieu est optiquement mince, les mesures obtenues grâce à cette raie en fournissent la densité de colonne en hydrogène atomique [Lequeux et al., 2002]. D’autre part, les espèces présentes dans le milieu voient leur niveau fondamental séparé par le couplage de structure

4On peut cependant également observer cette raie en émission dans le milieu froid.

fine entre le moment orbital et le spin de leurs électrons [Cohen-Tannoudji et al., 1973]. Les transitions induites entre ces sous-niveaux sont généralement fortement interdites, de sorte que l’équilibre statistique des populations des niveaux ne fait intervenir que les transitions collisionnelles et l’émission spontanée. Ce sont les raies correspondant à ce dernier processus qui dominent le refroidissement de la phase neutre atomique [Wofsy et al., 1971], en particulier les raies de Oi à 63,18 μm dans le milieu tiède (WNM), et de Cii à 157,7 μm dans le milieu froid (CNM). Enfin, la présence d’autres espèces chimiques dans la composante neutre est trahie par les raies d’absorption observées dans les spectres des étoiles [Watson, 2001], essentiellement dans le visible et l’ultraviolet (UV). C’est ainsi, d’ailleurs, que furent découvertes les premières molécules interstellaires, à savoir CH, CH^+ et CN [Brengauz, 1960].

▷ Les observations de molécules se font maintenant essentiellement grâce à leurs raies de transitions électroniques, vibrationnelles et rotationnelles. L’espèce la plus abondante de la phase moléculaire, H_2, est une molécule symétrique et ne possède donc pas de moment dipolaire permanent, ce qui rend ses transitions rotationnelles et vibrationnelles très faibles. Les transitions électroniques, quant à elles, se trouvent en général dans l’UV et sont observées en absorption devant le spectre des étoiles [Black & Dalgarno, 1976]. Les raies moléculaires vues en émission sont soit des raies de vibration lorsque la température est assez élevée, soit plus généralement des raies de rotation de molécules asymétriques, dans les domaines submillimétrique et millimétrique principalement [Heithausen et al., 1998]. C’est ainsi que les raies de rotation des différents isotopes du monoxyde de carbone^{12}CO,^{13}CO, et C^{18}O, dont l’abondance totale par rapport au dihydrogène est de l’ordre de 7.10^{−5}, permettent de tracer la matière moléculaire et d’en déduire une estimation de la densité de colonne de H_2 [Dame et al., 2001].

▷ Les régions Hii présentes autour d’étoiles jeunes et chaudes émettent un continuum allant de l’UV aux ondes radio, auquel viennent s’ajouter des raies de recombinaison dans les domaines optique et radio, ainsi que des raies de structure fine.

Selon le modèle de Strömgren [Strömgren, 1939], l’hydrogène est presque entièrement ionisé par le flux de photons UV d’énergie supérieure à 13,6 eV (continuum de Lyman), et l’étendue de cette région Hii dépend du type de l’étoile centrale ainsi que de la densité du gaz. Plus précisément, le milieu se structure en couches concentriques où les différentes espèces se présentent avec des degrés d’ionisation divers. Dans l’ensemble, les régions Hii sont en forte surpression par rapport au milieu environnant et ont une durée de vie limitée [Yorke et al., 1989]. D’autre part, dans certains cas, une partie des photons ionisants s’échappe vers le milieu diffus, auquel cas on parle de région bornée par la densité, par opposition aux régions bornées par l’ionisation, où tous les photons Lyman sont absorbés au voisinage de l’étoile excitatrice. Le continuum observé en direction des régions Hii est constitué d’une part de rayonnement libre-libre (“brehmsstrahlung”) produit lors du freinage des électrons par les ions, d’autre part d’émission libre-lié de recombinaison des paires ion-électron [Rohlfs & Wilson, 2000], et enfin de rayonnement à deux photons, processus au cours duquel une désexcitation radiative est séparée en deux étapes, passant par un niveau intermédiaire non quantifié [Lequeux et al., 2002]. Les poussières présentes dans les régions Hii participent également au continuum en diffusant la lumière des étoiles dans le visible et l’ultraviolet, et en réémettant dans l’infrarouge (IR) proche et moyen. Lors d’une recombinaison, l’électron capturé se trouve en général sur un niveau excité, et le retour vers l’état fondamental se fait au travers d’une cascade radiative au cours de laquelle sont émis de nombreux photons de raies, dans le visible, en infrarouge proche, et jusque dans le domaine radio pour les transitions entre niveaux de nombres quantiques élevés. Enfin, comme dans la composante neutre atomique, il existe des raies interdites de structure fine, vues en optique et en infrarouge [Aannestad & Emery, 2003].

▷ La présence d’un milieu ionisé diffus (WIM) dans le MIS est, elle, mise en évidence par des méthodes similaires [Mathis, 2000], en particulier par l’observation, même en dehors des régions Hii, d’un continuum radio libre-libre, aussi bien en émission à haute fréquence qu’en absorption à plus basse fréquence. On observe également des raies de recombinaison radio de l’hydrogène, ainsi que des raies optiques de recombinaison et de structure fine, mais une preuve spécifique de la présence d’électrons dans le MIS vient des mesures de dispersion du rayonnement radio des pulsars [Rand & Lyne, 1994]. L’existence de ce milieu diffus et ionisé est probablement due au champ ambiant de photons UV présents dans le MIS et issus des populations stellaires jeunes.

▷ L’existence de raies d’absorption d’espèces hautement ionisées [York, 1974] telles que Ovi ne peut s’expliquer facilement par des ionisations radiatives (il faudrait par exemple, dans ce cas précis, des photons de 114 eV pour atteindre un tel état d’ionisation), mais bien plus probablement par des collisions dans un milieu chaud, le HIM, dont la température est estimée entre 10^5 K et 10^7 K. Celui-ci émet un continuum X thermique de type libre-libre et libre-lié semblable à celui des régions Hii [Bowyer et al., 1968], ainsi que des raies X, correspondant à la retombée en cascade d’électrons des couches externes vers une couche plus interne laissée vide par l’expulsion collisionnelle d’un électron.

I.3.e Distribution spatiale du gaz

La détermination de la répartition spatiale du gaz interstellaire dans la galaxie pose certains problèmes liés aux méthodes observationnelles. Parmi ceux-ci, on note la difficulté de cartographier entièrement une région par des mesures d’absorption, tirées des propriétés des raies moléculaires dans le milieu froid. D’autre part, les observations faites dans des traceurs minoritaires de la matière, tel CO dans le cas de la composante moléculaire, ne donnent qu’une image indirecte de la distribution du gaz [Goldsmith & Langer, 1999]. Enfin, la détermination de la distance des structures observées peut être particulièrement imprécise, en particulier lorsque celles-ci ne sont pas évidemment liées à des étoiles. A contrario, les méthodes photométriques fournissent de bonnes estimations des distances stellaires et des structures associées [Kun et al., 2000]. Les résultats principaux portant sur la distribution globale de matière à l’échelle galactique montrent tout d’abord que le gaz interstellaire se concentre dans des disques coplanaires à celui des étoiles de population I, et dont les caractéristiques dépendent de la phase particulière considérée [Lequeux et al., 2002]. Alors que le diamètre du disque de gaz atomique est d’environ 60 kpc [Binney & Tremaine, 1987], le gaz moléculaire et le gaz ionisé se trouvent principalement dans la galaxie interne à l’orbite solaire, c’est à dire aux distances inférieures à 10 kpc du centre. Plus précisément, environ les deux tiers de l’émission totale en^{12}CO proviennent d’un anneau compris entre 4 kpc et 8 kpc du centre galactique, dit anneau moléculaire [Bronfman et al., 1988].

Pour chaque composante, l’épaisseur du disque, perpendiculairement au plan de la galaxie, dépend théoriquement de la température et de la masse par particule^5. Effectivement, on observe que l’épaisseur du disque moléculaire froid, lieu de la formation stellaire, est de l’ordre de 80 pc, tandis que celle du milieu moléculaire plus diffus est sensiblement égale à celle du CNM, de l’ordre de 210 pc [Dame & Thaddeus, 1994]. Plus chaud, le disque WNM a une épaisseur de quelques centaines de parsecs [Falgarone & Lequeux, 1973], alors que le milieu ionisé diffus (WIM) s’étend sur une échelle de hauteur de l’ordre du kiloparsec (voir par exemple [Reynolds et al., 1995]). À des latitudes galactiques plus élevées, le milieu chaud HIM domine, avec des échelles de hauteur différentes selon les espèces observées (2,7 kpc pour Ovi et 4,4 kpc pour Civ, par exemple) [Lequeux et al., 2002]. Dans cette vision schématique, les régions Hii sont un peu à part, car bien qu’ionisées et chaudes, elles sont liées aux étoiles jeunes formées dans le disque moléculaire froid, et leur répartition a donc la même échelle de hauteur que celui-ci [Guibert et al., 1978]. Au delà de ces résultats généraux, la distribution des structures au sein des différentes composantes se révèle fortement hétérogène. Les cartes du CNM observé dans la raie à 21 cm présentent un aspect fractal dominé par des filaments, des nappes et des coquilles, alors que le WNM tend à se distribuer plus uniformément. Les structures complexes vues en absorption dans le milieu froid sont cohérentes dans l’espace des vitesses et on suppose donc qu’elles le sont aussi spatialement, ce qui explique le nom de “nuages” qui leur est donné. Leur taille typique est de l’ordre de 300 pc, pour une masse de 10^7 M_⊙. En leur sein se forment des structures moléculaires géantes (GMC pour Giant Molecular Cloud) dont on estime la taille à 50 pc et la masse à 10^6 M_⊙. Ces nuages moléculaires géants sont eux aussi structurés à plus petite échelle, et comme on le verra par la suite, l’emboîtement des structures jusqu’à des tailles de 10^{−2} pc et des masses de 10^{−4} M_⊙ suggère un comportement fractal [Elmegreen & Falgarone, 1996]. Le degré d’ionisation global du MIS apporte une preuve supplémentaire de l’hétérogénéité de chacune des phases, y compris le WNM. En effet, les sources d’ionisation connues, à savoir les étoiles jeunes, ne sauraient expliquer l’ionisation relativement importante du MIS dans l’hypothèse où celui-ci serait homogène. C’est le caractère “poreux”

5Intuitivement, une masse par particule plus grande et une température plus faible impliquent une épaisseur plus petite, car les particules de gaz tombent d’autant plus facilement sur le plan galactique. La valeur du champ de gravité entre également en ligne de compte, mais étant déterminée par les autres composantes du système galactique (étoiles et surtout matière noire), son effet est le même pour toutes les phases du gaz.

24 I.4: Les poussières

du milieu qui autorise la pénétration profonde des photons UV^6 et donc l’ionisation. D’autre part, les photons d’énergie inférieure à 13,6 eV, s’ils ne peuvent ioniser le Hi, peuvent néanmoins dissocier les molécules de dihydrogène. C’est ce qui arrive au bord des nuages denses de la phase moléculaire et est à l’origine des régions de photodissociation (PDR) telles que celle associée la nébuleuse de la Tête de Cheval.

I.4 Les poussières

I.4.a Mise en évidence observationnelle

L’existence de nuages sombres [Lynds, 1962], dont on voit un exemple sur la figure I.1, ne peut s’expliquer par l’absorption par le seul gaz. De telles extinctions démontrent la présence, dans le milieu interstellaire, de fins grains de poussière, intimement liés au gaz. Observationnellement, ces poussières absorbent la lumière des étoiles dans le visible et l’ultraviolet, pour la réémettre dans l’infrarouge et le submillimétrique, ce qui se traduit par un chauffage des grains [Kruegel, 2003]. De plus, une partie de la lumière stellaire est diffusée et une autre transmise, et comme dans le cas de l’atmosphère terrestre, la diffusion est plus efficace dans le bleu, et la transmission dans le rouge [Harwit, 1973]. Les grains sont généralement chargés électriquement et se comportent comme des dipôles magnétiques en rotation, en raison des échanges de moment angulaire avec le milieu environnant. Dans le champ magnétique B du milieu interstellaire (voir I.5), les grains s’alignent de sorte que leur plus grand moment d’inertie soit parallèle au champ. En conséquence, les lumières diffusée et transmise sont polarisées, ce qui est effectivement observé.

Fig. I.1 – Le nuage sombre Barnard 68 (image ESO)

I.4.b Formation et évolution

Les poussières se forment quasi-instantanément dans le refroidissement des enveloppes d’étoiles. Dans le milieu interstellaire, elles sont détruites par les collisions grain-grain, ainsi que par les impacts d’ions ou d’atomes à haute énergie, mais également reformées ou modifiées par coagulation de grains, condensation de molécules et accrétion d’atomes [Kruegel, 2003]. L’échelle de temps de ce recyclage est de l’ordre de 10^9 ans. Certains de ces processus impliquent un transfert de masse de la phase gazeuse à la phase solide ou l’inverse, tandis que d’autres conservent l’état physique des constituants. D’autre part, les poussières peuvent se former ou être détruites au cours de phénomènes violents tels que des novæ ou des supernovæ. Au final, la masse de poussières est d’environ 1% de la masse totale du MIS [Lequeux et al., 2002], mais leur rôle dans l’évolution physico-chimique du milieu est essentiel.

I.4.c Le rôle des poussières

Atomes et molécules de la phase gazeuse peuvent être adsorbés à la surface des grains de poussière, et y subir des transformations chimiques [d’Hendecourt et al., 1985]. Les poussières jouent ainsi le rôle de catalyseurs des réactions chimiques, certaines d’entre elles étant d’ailleurs impossibles en phase gazeuse dans les conditions du MIS. C’est le cas, par exemple, de la formation de la molécule la plus

6Notons qu’il existe un champ de rayonnement UV ambiant, baignant l’ensemble du MIS.

abondante du milieu interstellaire, H_2 [Hollenbach & Salpeter, 1971]. Le chauffage par les photons permet ensuite l’évaporation des molécules nouvellement créées à la surface des grains et l’enrichissement du gaz interstellaire. Réciproquement, les éléments lourds ont plutôt tendance à être piégés dans les grains de poussière, ce qui explique la déplétion de la phase gazeuse du MIS en ces éléments par rapport aux atmosphères stellaires [Weingartner & Draine, 1999]. D’autre part, l’effet photoélectrique, c’est-à-dire l’expulsion d’électrons des poussières par absorption de photons UV, est une source importante de chauffage du gaz interstellaire [Draine, 1978]. Si l’électron arraché est “suprathermique”, autrement dit si son énergie cinétique est supérieure à l’énergie cinétique moyenne du gaz, la thermalisation par collision augmente la température du gaz. Aux densités suffisamment grandes, les collisions gaz-grains thermalisent également les poussières.

I.4.d Distribution des tailles et composition

La variété des processus de formation, de modification et de destruction des grains rend difficile voire impossible la déduction de leurs propriétés à partir de la considération de leur environnement. Il est plus aisé de tenter de remonter aux caractéristiques globales de la phase solide depuis les observations de la lumière émise par les poussières dans les domaines submillimétrique et proche infrarouge. Les modèles disponibles par cette approche dépendent principalement de la distribution de taille des grains et de leur composition chimique. Pour la première, on considère généralement le modèle de Mathis et al. [Mathis et al., 1977], selon lequel le nombre N(a)da de grains dont la taille est comprise entre a et a + da est proportionnel à a^{−3.5}, pour des tailles allant de 0.5 nm à 110 nm. Cette forme simple semble toutefois loin de rendre compte de toutes les propriétés des poussières, en particulier des bandes d’émission IR entre 3,3 μm et 12,7 μm [Puget & Léger, 1989]. Celles-ci sont d’ailleurs attribuées non pas à de “véritables” grains silicatés ou carbonés, mais plutôt à des grosses molécules aromatiques appelées PAH (Polycyclic Aromatic Hydrocarbons)[Désert et al., 1986], dont la composition n’est pas encore bien connue.

I.4.e Distribution spatiale

Les collisions avec le gaz permettent un couplage des grains avec celui-ci, et les distributions spatiales des deux phases sont donc intimement liées [Draine, 2003]. Plus précisément, si la comparaison de l’émission à 100 μm avec celle à 21 cm montre que les gros grains sont bien répartis comme la composante diffuse du milieu atomique (WNM) et que leur distribution est donc structurée sur des échelles de hauteur de l’ordre de quelques centaines de parsecs, l’émission des grains plus petits, observée notamment à 12 μm et 25 μm, révèle un disque moins épais [Boulanger et al., 1990].

I.5 Le champ magnétique du MIS

I.5.a Mise en évidence observationnelle

Les preuves observationnelles du fait que le milieu interstellaire baigne dans un champ magnétique B sont de quatre types.

▷ Tout d’abord, dans les atomes ou les molécules de moment magnétique non nul^7, l’interaction entre celui-ci et le champ magnétique provoque une levée de dégénérescence des niveaux d’énergie par effet Zeeman [Cohen-Tannoudji et al., 1973]. Les transitions entre niveaux sont donc déplacées en fréquence de manière différente suivant l’orientation du moment par rapport au champ, proportionnellement à celui-ci, et elles correspondent à des rayonnements polarisés différemment. Malgré la petitesse des déplacements (de l’ordre de 1,4 Hz.μG^{−1}), on profite de ces propriétés de polarisation pour mesurer la composante longitudinale^8 du champ, notée B_‖. Dans les régions denses des nuages moléculaires on a ainsi pu mesurer des champs de l’ordre de quelques dizaines de microgauss [Goodman et al., 1989], mais le champ global est, lui, trop faible pour être mesuré par cette méthode.

7Soit du fait du moment orbital total des électrons, soit en raison du spin d’électrons célibataires, par exemple. 8C’est-à-dire parallèle à la ligne de visée.

26 I.5: Le champ magnétique du MIS

▷ En présence d’un champ magnétique, les électrons libres d’un plasma forment un diélectrique dont le comportement vis à vis des ondes polarisées circulairement est différent selon le sens de polarisation [Rohlfs & Wilson, 2000]. En particulier, la vitesse de propagation d’une onde droite est différente de celle d’une onde gauche. Lorsqu’une onde polarisée linéairement - assimilable à la superposition de deux ondes circulaires de sens opposés - pénètre dans un tel milieu, il en résulte une rotation de la direction de polarisation, d’angle proportionnel à B_‖. Cette rotation Faraday permet ainsi également de mesurer la composante longitudinale du champ magnétique. Les résultats obtenus sont en bon accord avec la méthode fondée sur l’effet Zeeman [Clegg et al., 1992].

▷ Le rayonnement synchrotron d’électrons relativistes dans un champ magnétique est polarisé linéairement, perpendiculairement au champ [Sokolov & Ternov, 1969]. Moyennant les corrections dues à la rotation Faraday, on peut en déduire des renseignements sur la direction du champ. D’autre part, la connaissance du flux d’électrons permet théoriquement de trouver, à partir de l’étude du spectre synchrotron, la valeur du module |B| du champ magnétique et non pas seulement celle de sa composante longitudinale. Cet avantage est cependant tempéré par le fait qu’il est difficile de mesurer le flux d’électrons relativistes.

▷ La corrélation entre l’extinction interstellaire et la polarisation linéaire de la lumière des étoiles suggère, comme on l’a évoqué plus haut, un alignement des grains de poussières du MIS, ce qui peut s’expliquer en présence d’un champ magnétique [Fosalba et al., 2002]. En effet, les grains portent généralement un moment magnétique M dû aux électrons non appariés, ou encore à la rotation, la surface des poussières étant chargée localement. Le couple résultant M × B provoque un alignement des grains avec le champ magnétique et l’anisotropie qui en résulte cause la polarisation linéaire partielle des rayonnements se propageant dans le milieu. Il est cependant très difficile d’obtenir des résultats précis par cette méthode en raison de l’incertitude sur les processus de magnétisation des grains.

I.5.b Organisation du champ magnétique à l’échelle galactique

Les principaux résultats observationnels semblent indiquer l’existence d’un champ ordonné parallèle aux bras spiraux, dont l’intensité est estimée à 1,4 μG. Le sens de ce champ s’inverse deux fois lorsqu’on se rapproche du centre galactique, à 0,4 kpc et 5,5 kpc de l’orbite solaire [Rand & Lyne, 1994]. D’autre part, un champ désordonné de l’ordre de 5 μG se superpose au champ ordonné et le domine donc, surtout dans les régions denses du MIS, où les mesures semblent indiquer des valeurs supérieures d’un facteur 10 environ [Goodman et al., 1989]. Dans le halo, la présence d’un rayonnement synchrotron montre l’existence d’un champ magnétique aux grandes latitudes galactiques [Phillipps et al., 1981], probablement dû aux particules ionisées éjectées du plan de la galaxie par les explosions de supernovæ. �

CHAPITRE II

La structure des nuages moléculaires

II.1 Introduction

On a déjà évoqué, au I.3.e, la complexité des structures du milieu interstellaire, des grands nuages d’hydrogène atomique aux plus petites structures moléculaires, emboîtées les unes dans les autres sur près de cinq ordres de grandeur. Ainsi, il est impossible, en toute rigueur, d’étudier les nuages moléculaires comme des entités isolées. Ceci est d’autant plus vrai qu’il existe un véritable couplage des échelles en termes de processus physiques, depuis les échelles de l’ordre de l’unité astronomique, auxquelles a lieu la formation stellaire, jusqu’aux échelles galactiques et au-delà, ce qui rend extrêmement complexe la compréhension de la physique gouvernant ces objets, et dépasse de loin les capacités de modélisation numérique actuelles. Pour comprendre la structuration des nuages moléculaires, il faut en particulier considérer l’énergie qui leur est fournie par les grandes échelles, du fait par exemple de la rotation différentielle de la galaxie, ainsi que celle qui est injectée aux échelles stellaires, par exemple par les supernovæ ou encore les jets bipolaires des étoiles jeunes. D’autre part, les processus physiques qu’il convient de prendre en compte sont nombreux. On pense évidemment à la gravitation, mais également à la turbulence, à l’évolution chimique du milieu du fait des réactions entre espèces adsorbées à la surface des grains, au transfert radiatif, ou encore au couplage entre le gaz et le champ magnétique via les interactions entre particules chargées et particules neutres. Tous ces processus physiques ne sont pas indépendants les uns des autres, et présentent par conséquent un haut degré de non-linéarité, ce qui complique encore le problème. Ce chapitre n’a bien entendu pas pour objectif de traiter de manière exhaustive les questions relatives à la physique des nuages moléculaires^1, mais plutôt de présenter, très brièvement, quelques résultats portant sur la structuration de ces nuages, depuis les complexes géants, dont la taille est de l’ordre de plusieurs dizaines de parsecs [Falgarone, 1998], jusqu’aux structures de taille aussi petite que ∼ 1000 UA.

II.2 Un état des lieux des nuages moléculaires diffus

II.2.a Des structures probablement éphémères

Dans leur phase la moins condensée, les nuages moléculaires forment des structures complexes, dont on pense actuellement qu’elles sont relativement éphémères, c’est à dire que leur temps de vie est inférieur à leur temps de traversée^2. Cette théorie [Hartmann et al., 2001] est essentiellement fondée sur le raisonnement suivant : on devrait trouver, au voisinage de tout nuage moléculaire de longue durée de vie, les étoiles âgées qu’il aurait formées au début de son existence. Or, dans la plupart des régions de formation stellaire proches de concentrations de gaz moléculaire, l’âge typique des étoiles est de l’ordre de 1 à 3 millions d’années seulement, soit un ordre de grandeur plus court que les temps dynamiques classiques associés aux nuages. Il se dessine alors une image de la formation des nuages moléculaires comme structures créées par les chocs aux points de convergence des flots de gaz atomique à grande échelle, l’énergie nécessaire à la condensation du gaz en ces points étant issue des grandes échelles, au travers d’une cascade turbulente. Ceci suggère d’une part que les nuages moléculaires apparaissent et disparaissent assez rapidement, et d’autre part que le processus de formation stellaire n’est pas déclenché par l’évolution lente d’un nuage isolé, mais par les chocs au sein de l’écoulement turbulent du gaz moléculaire. Bien que cette approche des nuages moléculaires en tant que structures hors équilibre présente elle aussi des difficultés, en particulier pour expliquer le faible taux de formation stellaire observé en moyenne dans la galaxie, son caractère dynamique le rend sans doute plus proche de la réalité que ne l’étaient les modèles antérieurs, plus statiques.

1Le lecteur intéressé pourra se reporter à la revue de Williams, Blitz et McKee [Williams et al., 2000]. 2Le temps de traversée, ou crossing time, est le rapport entre la taille du nuage et sa dispersion de vitesse typique.

28 II.2: Un état des lieux des nuages moléculaires diffus

II.2.b D’importantes fluctuations de pression

Le tableau 1 du chapitre I montre, en faisant le produit de la densité par la température pour les différentes phases du milieu interstellaire, que la pression thermique dans la phase moléculaire (∼ 10^5 K.cm^{−3}) est typiquement 50 fois plus élevée que celle régnant dans le milieu neutre atomique froid (CNM). En fait, la pression dans ce dernier présente des fluctuations importantes [Jenkins & Tripp, 2001] et les valeurs maximales atteintes localement sont comparables à la pression du milieu moléculaire. Ces grandes fluctuations sont interprétées soit comme résultant de concentrations en densité à petite échelle à la rencontre d’écoulements turbulents, soit comme des couches limites à la surface de nuages moléculaires denses et froids se déplaçant dans le milieu diffus. Dans les deux cas de figure, il semble que le milieu moléculaire et le milieu atomique diffus soient étroitement imbriqués.

D’autres résultats pointent l’existence d’une telle interaction entre les deux milieux. On observe ainsi que près de la moitié de l’hydrogène du milieu diffus est sous forme moléculaire [Savage et al., 1977]. Quant aux autres molécules, elles présentent des abondances assez importantes dans le CNM, et on observe même certaines espèces dont l’existence trahit une quantité d’énergie supérieure à ce que peut fournir le milieu atomique froid. Ces idées, ainsi que l’observation par Heiles [Heiles, 2001] du fait que près de 50% du gaz neutre atomique est dans un état instable thermiquement, à une température comprise entre 500 K et 5000 K, suggèrent fortement de considérer que le milieu diffus est en évolution constante et rapide, entre des états hors équilibre et à l’équilibre, que ce soit du point de vue thermique [Hennebelle & Pérault, 2000] ou chimique [Joulain et al., 1998]. On doit alors supposer qu’il en va de même du milieu moléculaire, dont les structures sont souvent non autogravitantes [Simon et al., 2001] et confinées par des forces de pression extérieures, dues en partie au poids du disque atomique de la galaxie, mais aussi aux nuages moléculaires géants dont ces structures font partie, ou encore aux pressions non-thermiques dans leur environnement, par exemple la pression magnétique^3. La modification des contraintes extérieures est ainsi susceptible de faire évoluer les structures du milieu moléculaire vers une phase plus ou moins dense.

II.2.c Des échelles caractéristiques

Pourtant, malgré cette vision très dynamique du milieu moléculaire et du milieu atomique diffus, il semble qu’il existe des échelles caractéristiques qui soient conservées au cours de l’évolution des structures vers les états de plus en plus liés gravitationnellement. Par exemple, un nuage moléculaire géant a toujours plus ou moins la même taille, soit environ 50 pc, alors même que sa masse et son énergie d’autogravitation peuvent varier sur plusieurs ordres de grandeur. L’exemple des nuages moléculaires géants cités par [Falgarone, 1998] est ainsi frappant : bien que leurs tailles soient toutes sensiblement égales, leurs masses peuvent varier d’un facteur cent. On note au passage que les étoiles les plus massives observées dans ces nuages moléculaires géants présentent des masses d’autant plus grandes que le nuage est lui-même plus massif. À des échelles plus petites, on observe également, au sein de ces nuages moléculaires géants, des structures filamenteuses massives et sombres, dont la largeur est toujours sensiblement égale à 0,5 pc, mais dont la masse par unité de longueur, déduite de données^{13}CO(1 → 0), peut varier d’un facteur quarante. Ces filaments sont également visibles dans les cartes de l’extinction due à la poussière froide, et ils tracent vraisemblablement les régions les plus opaques des nuages. Il semble d’ailleurs que de nombreuses étoiles jeunes y soient localisées. La figure II.1 montre le cas du complexe Orionis A, observé en^{13}CO(1 → 0) par [Bally et al., 1987] et où l’on peut voir un de ces filaments, situé en haut à droite.

II.2.d Des structures denses au sein d’une composante diffuse

On a parlé plus haut de l’existence d’espèces moléculaires, ainsi que de conditions rappelant celles de la phase moléculaire, au sein du milieu atomique froid. De la même façon, il n’est pas étonnant de constater que les nuages moléculaires sont également hétérogènes, et qu’ils se présentent en fait comme une imbrication de gaz diffus et de structures plus petites et plus denses. Le milieu diffus, qui présente une faible densité de colonne, avec une extinction dans le visible inférieure à environ 2 magnitudes, est observé en cartographiant l’émission en^{12}CO(1 → 0). On constate ainsi que la structure de ce gaz est très lacunaire, et que la frontière qui le sépare des composantes plus denses présente un caractère fractal [Falgarone et al., 1991]. On peut d’ailleurs, de manière assez satisfaisante [Stutzki et al., 1998], modéliser ce milieu moléculaire

3Voir le chapitre III.

Δα (’)

Δδ (’)

Fig. II.1 – Intensité intégrée d’une observation en^{13}CO(1 → 0) du complexe moléculaire Orionis A. Figure issue de [Bally et al., 1987]

diffus par une distribution fractale de type mouvement brownien fractionnaire^4. Au sein de cette composante diffuse, on trouve des structures de densité beaucoup plus élevée, appelées cœurs denses, dont l’extinction dans le visible est typiquement de l’ordre de 300 magnitudes, et qu’on observe en absorption infrarouge [Abergel et al., 1996] ou par l’émission thermique des poussières dans le domaine submillimétrique. Ces structures à petite échelle ne sont en revanche pas fractales. Elles sont connectées entre elles par des filaments denses du type de ceux évoqués à la section précédente, qu’on observe notamment en absorption devant des sources brillantes. Il est très probable que ces filaments soient formés en partie par l’action d’un champ magnétique hélicoïdal [Fiege & Pudritz, 2000], ce qui est confirmé par des études cinématiques [Falgarone et al., 2001]. En ce qui nous concerne dans ce travail, nous nous intéresserons uniquement à la composante diffuse et fractale du milieu moléculaire, en remarquant qu’il s’agit des régions qui ne forment pas d’étoiles, et qu’elles constituent la majeure partie de la masse des nuages, en tous cas en ce qui concerne le voisinage solaire.

II.3 La hiérarchie des nuages moléculaires

II.3.a Mise en évidence de lois d’échelle

La cartographie des nuages moléculaires de notre galaxie, à l’aide de l’émission des raies de rotation du monoxyde de carbone, montre que le milieu moléculaire diffus présente de remarquables propriétés d’autosimilarité, à condition bien entendu de se placer loin des tailles caractéristiques évoquées plus haut. Il est probable que les lois d’échelle mises en évidence, qui traduisent cette autosimilarité et dont on va parler un peu plus bas, sont la conséquence des divers processus physiques qui ont lieu au sein des nuages moléculaires. Il faut cependant noter que ces lois d’échelle sont sujettes à caution du fait même de la méthode utilisée pour les obtenir. En effet, la procédure suivie pour extraire un “nuage” à une certaine échelle, afin d’en déduire des propriétés telles que sa masse ou sa dispersion de vitesse intrinsèque, est nécessairement imprécise, étant donnée l’interaction entre échelles qu’on observe dans le milieu moléculaire diffus. Habituellement, on isole des structures connexes dans l’espace position-position-vitesse, dont on calcule ensuite les propriétés comme s’il s’agissait de structures réellement isolées dans l’espace tridimensionnel. La figure II.2 montre ainsi, pour un ensemble de données moléculaires, la relation qu’on peut exhiber entre

4Voir le chapitre VII.

L (pc)

M_{H2} (M_⊙)

Fig. II.2 – Relation entre la taille des structures moléculaires et la masse de gaz H_2 qu’elles contiennent. Les données sont essentiellement issues de mesures en^{12}CO,^{13}CO et C^{18}O [Lada et al., 1997, Loren, 1989, Heithausen et al., 1998, Williams et al., 1994, Falgarone & Pérault, 1987, Falgarone et al., 1992, Dame et al., 1986, Solomon et al., 1987, May et al., 1997, Lemme et al., 1995, Wang et al., 1995, Ward-Thompson et al., 1994]. Les références précises sont données par [Falgarone, 1998], dont est extraite cette figure.

la taille des structures identifiées et la masse de dihydrogène qu’elles contiennent, sachant que cette espèce forme la majeure partie du gaz moléculaire. On remarque notamment que cette loi d’échelle ne peut être ajustée à l’aide d’une seule droite. Si l’on écrit M_{H2} ∝ L^γ , on doit alors admettre que γ varie, avec γ ≃ 2 aux grandes échelles, et γ ≃ 2, 3 aux échelles inférieures à 1 pc environ. D’autre part, les mesures symbolisées par des carrés étant issues d’observations de cœurs denses, on remarque que les masses de ceux-ci sont largement plus grandes que celles des structures du mileu diffus à la même échelle. Il n’y a donc pas, en deçà d’environ 0,5 pc, de relation simple entre la taille des structures et leur densité [Falgarone et al., 1992]. La figure II.3 montre quant à elle la relation entre la taille des structures et leur dispersion de vitesse nonthermique. Étant donné que la température cinétique dans le milieu moléculaire est de l’ordre de quelques dizaines de K, et que les dispersions de vitesses mesurées, de l’ordre du kilomètre par seconde, sont donc beaucoup plus grandes que la vitesse du son dans le gaz, généralement inférieure à 0,1 km s^{−1}, il faut en conclure qu’il existe une quantité importante d’énergie d’origine non-thermique, dont on reparlera plus bas. On remarque d’autre part que ces mesures sont affectées d’une assez forte dispersion. Historiquement, ces lois d’échelle concernant des données moléculaires ont été obtenues pour la première fois par Larson [Larson, 1981], qui a montré que la largeur des raies d’émission en direction des nuages moléculaires était corrélée avec la taille de ces nuages, sous la forme d’une loi de puissance, σ_v ∝ L^c. Depuis, on a observé de telles relations, non seulement dans le milieu moléculaire, mais également au sein des autres composantes du MIS, qu’il s’agisse de régions Hii [Miville-Deschênes et al., 1995], du gaz Hi galactique [Baker, 1973, Dickey et al., 2001] et extragalactique [Stanimirovic & Lazarian, 2001], ou encore de l’émission infrarouge des poussières [Gautier et al., 1992, Vogelaar & Wakker, 1994]. Comme dans le cas du milieu moléculaire, on les attribue traditionnellement à un caractère fractal de la distribution des espèces émettrices. En effet, comme on le verra au chapitre VI, les ensembles fractals sont précisément caractérisés par ce type de lois d’échelle^5.

On peut également, par ces méthodes d’identification de structures connexes, obtenir une estimation du

5Les exposants de ces lois d’échelle sont liés à un nombre appelé dimension fractale, dont la valeur est un indicateur de la manière dont ces ensembles remplissent l’espace. Par exemple, un fractal de dimension d strictement comprise entre 2 et 3 strictement est “plus gros” qu’une surface, mais il ne remplit pas non plus un volume. D’ailleurs, la relation M_{H2} ∝ L^γ fait de γ une dimension fractale, ce qu’on utilisera dans la suite.

L (pc)

Δv (km s^{−1})

Fig. II.3 – Relation entre la taille des structures moléculaires et leur dispersion de vitesse non-thermique. Les symboles sont les mêmes que pour la figure II.2. Figure issue de [Falgarone, 1998].

spectre de masse des nuages moléculaires, qu’on définit comme étant la quantité f(M) = dN/dM, où dN est le nombre de nuages dont la masse est M à dM près. Différentes études ont permis de montrer que ce spectre était bien modélisé par une loi de puissance f(M) ∝ M^{−α}, avec α compris entre 1, 80 et 1, 84, pour des masses allant de 10^{−3} M_⊙ à 2.10^6 M_⊙, soit sur plus de 9 ordres de grandeur [Solomon et al., 1987, Heithausen et al., 1998, Heyer et al., 2001]. Cette valeur est à comparer avec celle trouvée lorsqu’on étudie le spectre de masse des cœurs denses [Motte et al., 1998, Testi & Sargent, 1998], qui donne un exposant α se situant plutôt entre 2,1 et 2,5. Il faut néanmoins prendre garde au fait que les méthodes de mesure sont également différentes.

II.3.b Autosimilarité et hiérarchie des nuages moléculaires

Les relations illustrées par les figures II.2 et II.3 traduisent donc une propriété d’autosimilarité qui se manifeste morphologiquement par le fait qu’il apparaît une structuration à toutes les échelles entre 0,002 pc et 300 pc environ, et que l’observation, avec une résolution plus importante, d’une structure de taille donnée révèle que celle-ci est en fait constituée de sous-structures d’aspect sensiblement identique^6. Ce comportement est typique d’un ensemble fractal, qu’on représente souvent comme un emboîtement de structures semblables à toutes les échelles. On relie généralement cette propriété d’autosimilarité au phénomène de turbulence, qu’on abordera au II.4.a et dont on parlera plus en détail au chapitre III. Cette image hiérarchique des nuages moléculaires justifie intuitivement l’utilisation du spectre de puissance pour décrire la structuration du milieu moléculaire^7. Celui-ci est en effet une mesure de la “quantité de structure” à chaque échelle^8. On observe ainsi [Stutzki et al., 1998] que l’émission intégrée des nuages moléculaires présente un spectre de puissance relativement bien modélisé par une loi de puissance, de la forme P(k) ∝ |k|^{−β} , où k désigne le vecteur d’onde et où l’indice spectral β est un nombre caractéristique de la structure observée. Plus celui-ci est grand, plus les grandes échelles dominent les petites, et plus la structure est “lisse”, comme on peut le voir en comparant les différentes images de la figure VII.2. L’évolution de l’indice spectral en fonction des différentes plages de tailles considérées est représentée sur la figure II.4. Il semble ainsi que β augmente lorsqu’on se place aux échelles de plus en plus petites, ce qui suggère que les structures à ces échelles sont plus lisses que leurs structures parentes, bien qu’il soit possible

6Bien entendu, cette ressemblance doit se comprendre au sens statistique. 7Voir le chapitre V.

8Mathématiquement, il est défini comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation à deux points.

que des effets d’épaisseur optique expliquent ce changement de comportement [Bensch et al., 2001]. Notons qu’à titre de comparaison, la figure II.4 inclut également des observations faites dans des traceurs et sur des composantes du milieu interstellaire qui ne relèvent pas des nuages moléculaires. Remarquons également la discontinuité de la droite représentant l’indice spectral du gaz neutre atomique dans le grand nuage de Magellan [Elmegreen et al., 2001]. Ce changement de régime correspond à une rupture de pente du spectre de puissance, attribuée à la transition entre les turbulences bidimensionnelle et tridimensionnelle, à une échelle d’environ 100 pc. Cette taille caractéristique est assimilée [Lazarian & Pogosyan, 2000] à l’épaisseur du LMC. On reparlera de ce résultat dans la troisième partie.

L (pc) β

Fig. II.4 – Évolution de l’indice spectral avec l’échelle. Les différents segments représentent les mesures faites sur les intensités intégrées en^{12}CO et^{13}CO de nuages à haute latitude (traits pleins fins), de nuages sans et avec formation d’étoiles observés notamment par [Bensch et al., 2001, Plume et al., 2000] ainsi que par Hily-Blant (traits pointillés fins). Le trait mixte gras représente l’émission des poussières à 100 μm vue par IRAS [Gautier et al., 1992]. On montre également les résultats obtenus sur le Hi en émission dans le LMC [Elmegreen et al., 2001] (trait pointillé gras), dans le SMC [Stanimirovic & Lazarian, 2001] (trait tireté gras), ainsi que pour une source galactique, à savoir le North Polar Spur [Miville-Deschênes et al., 2003a] (trait plein gras). Le Hi galactique en absorption (trait tireté fin) a également été inclus, à partir des observations de [Deshpande et al., 2000]. Cette figure est issue de [Falgarone et al., 2003].

La figure II.4 est également révélatrice du lien qui existe entre la turbulence du milieu atomique et celle des nuages moléculaires. On voit en effet que les valeurs de l’indice spectral β obtenues à partir des cartes du gaz atomique Hi vu respectivement en émission et en absorption sont différentes. Étant donné que l’émission à 21 cm trace à la fois les phases froide (CNM) et tiède (WNM), tandis que l’absorption de cette même raie est une signature de la seule phase CNM, ceci montre que les comportements des deux phases sont sensiblement différents. D’autre part, les indices spectraux correspondant aux nuages moléculaires sont comparables à ceux de la phase froide et de l’émission des poussières en infrarouge lointain aux mêmes échelles, ce qui semble accréditer l’idée que la variation de β avec l’échelle dans les nuages moléculaires n’est pas due à des effets d’opacité des raies de CO.

Cette variation est plus probablement due à un caractère multifractal des nuages moléculaires. La notion d’ensemble multifractal correspond grosso modo à l’imbrication de plusieurs ensembles fractals de dimensions différentes les uns dans les autres. En effet, dans le cadre de champs synthétiques du type mouvement brownien fractionnaire^9, Stutzki [Stutzki et al., 1998] a démontré qu’il existe une relation entre l’indice spectral β, l’exposant α du spectre de masse et l’exposant γ de la relation taille-masse, à savoir β = γ(3 − α). Or, le spectre de masse est inchangé sur 9 ordres de grandeur, et la variation de β avec l’échelle est donc à mettre au compte de γ, les valeurs extrêmes de l’indice spectral, β = 2, 4 et β = 3, 6, correspondant respectivement à γ = 2 et γ = 3. Étant donné que l’exposant γ caractérise la façon dont les structures remplissent l’espace, il est lié à la dimension fractale [Stutzki et al., 1998]. En passant à la li-

9Voir le chapitre VII.

mite, les nuages moléculaires, tels qu’on les observe en projection, ne sont plus fractals aux petites échelles. Par extrapolation des comportements observés sur la figure II.4, on serait tenté de dire que l’échelle où se produit cette transition est inférieure à 0,01 pc, soit au moins un ordre de grandeur plus petite que la taille caractéristique des cœurs denses. Cette évolution de la dimension fractale avec l’échelle suggère donc bien que les nuages moléculaires forment un ensemble multifractal^{10}.

Plus généralement, la comparaison avec les indices spectraux obtenus pour le Hi en émission et en absorption semble indiquer que nuages moléculaires et composante CNM forment eux-mêmes un sous-ensemble multifractal d’un écoulement turbulent du Hi à grande échelle. En fait, la structuration du gaz froid, qu’il soit atomique ou moléculaire, semble tracer les régions de dissipation de la turbulence du milieu diffus^{11}, ce qui interdit fortement de considérer les nuages moléculaires comme des entités isolées.

II.4 Support non-thermique des nuages moléculaires

II.4.a Champ de vitesse turbulent

On a vu que les dispersions de vitesse observées en direction des nuages moléculaires étaient bien supérieures aux dispersions de vitesse thermiques, et l’une des explications possibles de ce surplus d’énergie interne prend la forme d’un champ de vitesse turbulent, dont on a déjà évoqué l’existence à plusieurs reprises. En tenant compte de la viscosité moléculaire, on observe en effet des nombres de Reynolds^{12} très grands, de l’ordre de 10^8 à 10^{12}, ce qui correspond largement au régime turbulent des écoulements fluides. D’autre part, contrairement à l’agitation thermique, les mouvements turbulents ont un spectre de puissance non plat, comme on en trouve observationnellement, et ils permettent la formation de structures cohérentes. Dans la théorie classique de Jeans [Jeans, 1902], on démontre que les grandes échelles d’une structure sont instables vis-à-vis de la gravité, la taille limite étant donnée par la longueur de Jeans,

L_J = c_s � π Gρ_0 où c_s est la vitesse du son et ρ_0 la densité initiale, supposée uniforme.

L’introduction de mouvements turbulents a la particularité, du fait du spectre de puissance non plat, de pouvoir inverser le critère de Jeans, de sorte que les plus grandes échelles soient stabilisées. En effet, la vitesse du son doit alors être augmentée d’un terme turbulent dépendant du nombre d’onde k, ce qui réduit de facto la plage d’échelles instables. En particulier, lorsque la turbulence est supersonique et que le spectre de puissance est suffisamment raide, les grandes échelles deviennent stables. Remarquons que ces conclusions dépendent notablement de l’équation d’état du gaz considéré [Chièze, 1987]. Par ailleurs, un champ de vitesse turbulent dans un fluide aboutit à une structuration plus importante du milieu que ne le permettrait un simple champ de vitesse aléatoire^{13}. En particulier, les régions de forte vorticité sont particulièrement marquées et cohérentes lorsque le champ de vitesse est turbulent. On pense que ces structures sont associées au phénomène d’intermittence [Porter et al., 1994] de la dissipation turbulente, sur laquelle on reviendra très brièvement au chapitre suivant. D’autre part, la dissipation de la turbulence aux petites échelles permet de supprimer progressivement le support non-thermique des nuages moléculaires et ainsi de déclencher le processus de formation stellaire.

II.4.b La diffusion ambipolaire

Le champ magnétique du milieu interstellaire, en particulier dans la phase moléculaire, est couplé au gaz via les particules ionisées^{14}. En effet, celles-ci sont bien entendu liées aux lignes de champ, mais aussi au reste du gaz du fait des collisions entre particules. Par conséquent, le champ magnétique fournit aux nuages moléculaires un certain support vis-à-vis de leur autogravité. Cependant, si le couplage devient trop lâche, c’est-à-dire si le taux de collisions devient trop faible, les neutres peuvent diffuser au travers des lignes de champ, selon un processus appelé diffusion ambipolaire. Ce couplage a néanmoins pour effet de ralentir la

10On reviendra sur la structure à petite échelle à la section II.5.

11Ce qui concorde avec le fait que le support de la dissipation turbulente, d’après [Meneveau & Sreenivasan, 1991], est précisément multifractal.

12Voir le chapitre III.

13On caractérisera cette propriété d’une manière assez novatrice au chapitre XVII. 14Notammment les grains de poussière chargés, mais aussi les ions.

34 II.5: Quelques idées sur la structure à petite échelle des nuages moléculaires

contraction des nuages moléculaires, ce qu’on peut voir comme une stabilisation de ces structures au même titre que les effets du champ de vitesse turbulent décrits précédemment. En ce qui concerne le couplage entre le champ magnétique et le gaz moléculaire, on pourra se reporter utilement à [McKee et al., 1993].

II.4.c Outils statistiques d’analyse

La complexité des structures observées, tant en densité qu’en vitesse, requiert l’utilisation d’outils d’analyse permettant par exemple de remonter aux propriétés de l’écoulement turbulent qu’on soupçonne au sein des nuages moléculaires. On a déjà évoqué plus haut l’utilisation du spectre de puissance et on a mentionné la dimension fractale. On les reverra de manière plus approfondie aux chapitres V et VI, respectivement. D’autres outils sont régulièrement utilisés pour caractériser les structures observées et tenter d’en tirer des informations physiquement pertinentes. On peut grossièrement les classer en deux types, suivant les observables sur lesquelles ils opèrent.

Les premiers sont essentiellement appliqués aux cartes bidimensionnelles, tirées des données spectrales. On pense ici en particulier aux fonctions d’autocorrélation [Dickman & Kleiner, 1985], aux fonctions de structure et à la Δ-variance [Stutzki et al., 1998, Bensch et al., 2001]. On reparlera fréquemment de ces outils dans la suite, notamment dans la troisième partie, puisqu’il s’agira précisément de caractériser des cartes d’observables bidimensionnelles.

D’autre part, étant donné que les observations fournissent des informations réparties sur deux composantes spatiales et une composante de vitesse, il existe des méthodes permettant d’utiliser cette dernière dimension pleinement. Parmi elles, on note l’analyse des canaux en vitesse (VCA) de [Lazarian & Pogosyan, 2000], fondée sur l’étude analytique des propriétés des cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse. Elle est probablement difficile à utiliser en pratique sur des observations réelles, comme on le verra au chapitre XIII. L’analyse en composantes principales (PCA), qui décompose les données tridimensionnelles sur une base orthogonale afin d’en déduire les propriétés du champ de vitesse à chaque échelle a été calibrée numériquement par [Brunt et al., 2003]. Enfin, la fonction de corrélation spectrale [Rosolowsky et al., 1999] se fonde sur une mesure de la similarité entre les spectres en des points voisins. Il existe bien d’autres méthodes d’analyse statistique de la structure des nuages moléculaires, mais il serait trop ambitieux de vouloir toutes les décrire ici.

II.5 Quelques idées sur la structure à petite échelle des nuages moléculaires

II.5.a Solutions HDLT et LDHT

On a longtemps pensé que les nuages moléculaires peu brillants dans les raies de CO étaient constitués de matière à faible densité, répartie de façon homogène. En fait, comme on l’a déjà évoqué au sujet de la figure II.4, on a pu observer qu’ils sont structurés jusqu’à des échelles inférieures à 0,01 pc, soit 2000 UA. À partir de données de raies CO à haut J obtenues pour des nuages moléculaires de haute latitude galactique, on a montré [Ingalls et al., 2000] que ces structures à petite échelle sont probablement formées de gaz à haute densité (n_{H2} ≃ 3.10^4 cm^{−3}) et basse température (T ≃ 8 K). On parle de modèle HDLT pour high density low temperature. Cependant, il semble [Falgarone et al., 2001] qu’il soit possible d’obtenir des solutions plus variées, allant jusqu’à des modèles LDHT (low density high temperature), pour lesquels n_{H2} ≃ 180 cm^{−3} et T ≃ 250 K, en restreignant l’étude aux ailes des raies, ceci pour s’affranchir des problèmes d’épaisseur optique. Cette indétermination est probablement due au fait que les longueurs de corrélation des champs de densité et de vitesse dans ces structures ont probablement des effets non négligeables sur les raies de CO [Hegmann & Kegel, 2000]. En effet, les distributions de densité et de vitesse, lorsqu’elles présentent des longueurs de corrélation finies, influent nécessairement sur le transfert radiatif des photons traçant le gaz moléculaire^{15}. On s’intéressera plus particulièrement à ce problème dans la dernière partie. Pour l’instant, on se contente de signaler que les propriétés dynamiques des nuages moléculaires doivent être prises en compte, notamment aux échelles de l’ordre du libre parcours moyen des photons, si l’on veut déduire correctement leurs propriétés physiques à partir des raies de CO. En

15Il suffit pour s’en convaincre d’imaginer que la vitesse reprenne la même valeur à intervalles réguliers - égaux à la longueur de corrélation. Il est alors tout à fait possible qu’un photon émis à l’une de ces positions soit réabsorbé à une autre. Les raies ainsi que les informations physiques qu’on peut en tirer sont donc influencées par ces considérations.

particulier, le gaz responsable de l’émission dans les ailes et au centre des raies peut très bien être soumis à des conditions physiques de température et de densité^{16} différentes.

II.5.b La structure à l’échelle du milliparsec vue en^{12}CO(1 → 0)

Des observations faites respectivement par Ingalls avec OVRO (Owens Valley Radio Interferometer) et par Pety & Falgarone avec l’interféromètre du plateau de Bure, ont tout récemment permis de détecter des structures encore plus petites, à l’échelle de quelques milliparsecs, dans des cartes en^{12}CO(1 → 0). Dans les deux cas, l’ensemble de l’émission vue par l’interféromètre correspond aux vitesses se situant dans les ailes des raies des observations “single dish”, ce qu’on interprète comme étant une signature du fait que les structures émettant dans les ailes de la distribution des vitesses ont nécessairement un facteur de remplissage du plan du ciel bien inférieur au gaz émettant dans le centre de la raie. Dans les cartes du plateau de Bure, on voit de nombreuses structures allongées et assez droites, dont la taille transverse est de l’ordre de 1000 UA, ce qui montre d’ailleurs qu’il s’agit de structures résolues spatialement, puisque le lobe synthétisé a une taille d’environ 500 UA. Deux de ces structures, quasiment parallèles l’une à l’autre, sont séparées spatialement en projection par une distance d’environ 1500 UA, et également séparées en vitesse, avec Δv ≃ 3, 5 km s^{−1}. On peut en déduire une estimation du cisaillement dans ces structures à très petite échelle, qu’on estime à environ 500 km s^{−1} pc^{−1}, ce qui représente une valeur colossale, supérieure à celle observée sur une échelle de 0,05 pc pour des nuages à haute latitude [Sakamoto, 2002], et largement plus importante que la valeur moyenne de ∼ 1 km s^{−1} pc^{−1} observée dans les nuages moléculaires. Remarquons que des gradients de vitesse très important ont également été observés à petite échelle dans le gaz atomique neutre^{17}.

II.5.c Origine cinématique des structures à petite échelle

Il est tentant de voir dans ces cisaillements importants à petite échelle la signature de la dissipation intermittente de la turbulence (voir le chapitre III) [Falgarone & Phillips, 1990], qu’on les identifie à des chocs ou à des tourbillons. En effet, d’après [Lis et al., 1996], dans le contexte des écoulements turbulents, les extrema des gradients de vitesse^{18} observés sont des traceurs des grandes fluctuations non-gaussiennes de la vorticité, que cette dernière soit engendrée par les chocs ou les tourbillons. En étudiant les zones de plus forte divergence négative (les chocs) et de plus grande vorticité (les tourbillons) dans des simulations de turbulence compressible non magnétique [Porter et al., 1994], Pety et Falgarone [Pety & Falgarone, 2000] ont montré que chacun de ces sous-ensembles fournit effectivement des signatures semblables, à savoir des ailes fortement non-gaussiennes dans la distribution des incréments de centroïde à petite échelle. Dans un cas comme dans l’autre, on obtient également une morphologie très filamenteuse, ce qu’on rapproche des observations évoquées plus haut. On a donc affaire à des structures à très petite échelle dont l’origine est sans doute purement cinématique, car elles ne coïncident pas avec les pics de densité de colonne. Leur morphologie est essentiellement allongée et sans courbure, leurs épaisseurs transverses variant typiquement entre 0,01 pc et 0,03 pc, sachant que la limite inférieure est sans doute plus faible, car on atteint là la limite de résolution. �

16Voire de pression, comme le suggèrent les observations de [Jenkins & Tripp, 2001]. 17Observations de Carl Heiles non encore publiées.

18Techniquement, on mesure les incréments des centroïde de vitesse sur le plan du ciel [Pety & Falgarone, 2003]. On reparlera abondamment des centroïdes dans la troisième partie.

36 II.5: Quelques idées sur la structure à petite échelle des nuages moléculaires

CHAPITRE III

Mécanique des fluides et turbulence

III.1 Du laminaire au turbulent

Considérons un fluide s’écoulant autour d’un obstacle cylindrique à vitesse constante, ce qu’on peut obtenir en fixant le débit du fluide. On s’arrange pour visualiser les trajectoires des particules fluides, par exemple en introduisant ponctuellement un colorant. À faible vitesse, on voit que les trajectoires ainsi matérialisées sont régulières, bien définies, et surtout stationnaires, ce qui signifie notamment que si l’on venait à placer une sonde de vitesse en n’importe quel point de l’écoulement, la valeur qu’elle indiquerait ne varierait pas au cours du temps. On dit alors que l’écoulement est laminaire. Notons qu’un tel écoulement est parfaitement prévisible, en ce sens que deux particules fluides issues d’un même point suivent la même trajectoire.

Augmentons progressivement le débit, de sorte que la vitesse de l’écoulement augmente, la section étant fixée. On voit alors apparaître, en aval de l’obstacle, des vortex autour desquels circulent les particules fluides. L’écoulement n’est plus aussi simple qu’à faible vitesse, mais il est toujours stationnaire. En augmentant encore le débit, on voit que les vortex se détachent de l’obstacle, aussitôt remplacés par d’autres, lesquels se détachent à leur tour et ainsi de suite. Il se forme alors ce qu’on appelle une double allée de Bénard et von Karmann, qui est entraînée par l’écoulement. Ce dernier n’est alors plus stationnaire, mais on peut encore le décrire par un modèle périodique.

Si l’on augmente encore le débit, les trajectoires des particules fluides en aval de l’obstacle se brouillent, comme on peut le voir sur la figure III.1. Avec une sonde de vitesse, on pourrait montrer que la vitesse varie de manière chaotique à la fois spatialement et temporellement, cela sans que les conditions extérieures imposées varient. On ne peut plus du tout prédire les détails de l’écoulement, du fait d’une succession “infinie” d’instabilités qui annihilent notre capacité prédictive. L’écoulement est devenu turbulent, et la seule approche possible pour le caractériser est alors de nature statistique. Le but des théories de la turbulence est de parvenir à cette description statistique à partir des seules équations du mouvement^1.

Fig. III.1 – Illustration de la transition laminaire-turbulent. Un jet d’air issu d’un cylindre d’ouverture circulaire s’écoule de la gauche vers la droite avec un nombre de Reynolds de l’ordre de 10000 (voir le III.2.c) et est rendu visible par l’injection de fumée. On voit la fin, à l’extrême gauche, du régime laminaire, puis le développement d’instabilités, de tourbillons formant une double allée de Bénard et von Karmann, puis l’installation abrupte du régime turbulent, à droite. Image issue de [van Dyke, 1982].

1On remarque là une analogie certaine avec la démarche de la mécanique statistique et de la thermodynamique.

38 III.2: Rappels élémentaires de mécanique des fluides

III.2 Rappels élémentaires de mécanique des fluides

III.2.a Approches lagrangienne et eulérienne

La mécanique des fluides, ou plus généralement la mécanique des milieux continus, se fonde sur une description mésoscopique des phénomènes. On considèrera ainsi des particules fluides de taille très inférieure à la taille caractéristique des écoulements, mais très supérieure à l’échelle atomique. Cette description est justifiée par le fait que les forces de cohésion au sein d’un fluide ont une portée finie, dont la valeur est néanmoins plus grande dans un liquide que dans un gaz. Si l’on veut schématiser, la taille caractéristique des particules fluides devra être de l’ordre de cette portée des forces de cohésion. À partir de là, la dérivation des équations de la mécanique des fluides se fait en suivant les principes de la mécanique des points matériels. On doit cependant remarquer que, contrairement à la mécanique des systèmes de points matériels isolés, la corrélation entre les mouvements des diverses particules de fluide, du fait de ces forces à grande distance, implique que l’étude d’un écoulement peut se faire suivant deux approches sensiblement différentes. L’une consiste à se placer en un point fixe et à observer la vitesse des éléments de fluide se succédant à cette position au cours du temps. Cette approche constitue le point de vue eulérien, et elle correspond aux conditions expérimentales des mesures par sonde de vitesse. Alternativement, on peut s’intéresser au mouvement d’une particule fluide particulière, ce qui constitue l’approche lagrangienne, mise à profit lorsqu’on visualise les trajectoires grâce à un colorant. À ces deux approches correspondent deux dérivées du champ de vitesse v(x, t) par rapport au temps. ∂v ∂t pour l’approche eulérienne et dv dt = ∂v ∂t + (v.∇)v pour l’approche lagrangienne,

où le vecteur “nabla” ∇ a pour composantes les opérateurs de dérivation partielle par rapport aux trois coordonnées d’espace. Le terme (v.∇)v correspond à la variation de la vitesse du fait de l’advection dans l’écoulement. La dérivée de la vitesse apparaissant dans l’équation du mouvement d’une particule fluide est la dérivée totale correspondant à l’approche lagrangienne. Tous les champs emportés par l’écoulement peuvent être traités de l’une ou l’autre manière, notamment la densité ρ, dρ dt = ∂ρ ∂t + (v.∇)ρ = −(∇.v)ρ du fait de l’équation de continuité ∂ρ ∂t + ∇.(ρv) = 0.

L’équation de continuité traduit la conservation de la masse de fluide. La quantité ∇.v détermine alors le taux de compression ou d’expansion d’une particule fluide.

III.2.b Forces exercées sur une particule fluide

L’écriture du second membre de la relation fondamentale de la dynamique nécessite de connaître les forces exercées sur les éléments du fluide. Dans la limite du continu, on montre que ces derniers sont soumis à des forces de pression normales à leur surface et à des forces visqueuses tangentielles. Plus précisément, en considérant une surface dS orientée par un vecteur unitaire n qui lui est normal, la force exercée par le fluide sur cet élément de surface s’écrit dF = σ.ndS, où σ est un tenseur d’ordre deux symétrique, appelé tenseur des contraintes. On en déduit la force sur une particule fluide,

dF = � dSσ.n d’où dF_i = � j � dSσ_{ij} n_j = � j � dSα_j n_j = � dτdivα = � dτ � j ∂σ_{ij} ∂x_j , où dF_i désigne la composante i de la force cherchée. La dernière égalité fait apparaître la densité volumique de force à l’intérieur du fluide. Le tenseur des contraintes peut se décomposer en deux parties, de sorte que σ_{ij} = −pδ_{ij} + τ_{ij} , où p désigne la pression scalaire, δ_{ij} est le symbole de Kronecker, et τ est le tenseur des contraintes visqueuses. Sa forme particulière dépend du fluide et des conditions de l’écoulement mais un cas simple est celui des fluides newtoniens^2 incompressibles, pour lesquels le tenseur des contraintes visqueuses est proportionnel au tenseur du taux de cisaillement e,

τ_{ij} = ηe_{ij} = η 2 � ∂v_i ∂x_j + ∂v_j ∂x_i � , 2Un fluide est dit newtonien si la relation entre le tenseur des contraintes et celui du taux de cisaillement est linéaire.

la constante de proportionnalité η étant la viscosité dynamique. La densité volumique de force s’écrit alors vectoriellement, et permet d’écrire l’équation de Navier-Stokes régissant l’évolution de v, ∂v ∂t + (v.∇)v = − 1 ρ ∇p + η ρ Δv + f = − 1 ρ ∇p + μΔv + f (1)

où f représente la densité massique de l’ensemble des autres forces exercées sur les particules fluides^3. Le symbole Δ représente l’opérateur laplacien, et μ est appelée viscosité cinématique. Lorsque le terme μΔv est négligeable devant les autres, l’équation de Navier-Stokes devient l’équation d’Euler ∂v ∂t + (v.∇)v = − 1 ρ ∇p + f, (2)

qu’on utilisera plus bas.

III.2.c Le nombre de Reynolds

Reprenons l’exemple introductif de l’obstacle cylindrique placé dans un écoulement. On note L la taille caractéristique de ce cylindre, à savoir essentiellement son diamètre, et U la vitesse de l’écoulement loin en amont de l’obstacle. On suppose en outre qu’il n’existe pas d’autre force que celles modélisées par le tenseur des contraintes, c’est-à-dire qu’on suppose f = 0. L’équation de Navier-Stokes (1) montre qu’alors la variation de la vitesse est déterminée^4 par la compétition entre les effets du terme advectif (v.∇)v et ceux du terme diffusif^5 μΔv. Chacun de ces deux termes peut être écrit en ordre de grandeur en utilisant les valeurs caractéristiques U et L, de sorte qu’on peut les comparer en formant le nombre sans dimension

Re =

U^2 L × L^2 μU = UL μ , dit nombre de Reynolds.

Celui-ci exprime le rapport entre le temps caractéristique de diffusion et le temps caractéristique d’advection, et quantifie la compétition entre les effets de l’une, tendant à homogénéiser l’écoulement, et de l’autre, tendant à accentuer les hétérogénéités^6. Qualitativement, on comprend que si le nombre de Reynolds est très inférieur à 1, par exemple parce que la vitesse U est faible, les effets de la diffusion sont beaucoup plus rapides à se mettre en place que ceux de l’advection, et il en résulte que ce régime correspond à celui des écoulements laminaires. En revanche, si le nombre de Reynolds devient très grand devant 1, les effets non linéaires de l’advection deviennent prépondérants, et on passe dans le régime turbulent. En fait, on peut énoncer le principe de similarité, selon lequel, pour un fluide incompressible, le nombre de Reynolds est le seul paramètre de contrôle de l’écoulement, à géométrie fixée, de sorte que des considérations simples de dimensionnalité peuvent fournir des résultats utiles.

III.2.d Instabilités et transition vers la turbulence

Pour un écoulement donné, les solutions de l’équation de Navier-Stokes (ou de l’équation d’Euler, qui est sa limite à viscosité nulle) sont très souvent instables. Pour l’équation de Navier-Stokes, c’est d’autant plus vrai que le nombre de Reynolds est grand. Toute perturbation de l’écoulement, inévitable en pratique, envoie le système vers un état complètement différent de celui décrit par la solution. Comme on l’a déjà dit, le moteur principal de ces instabilités est le terme d’advection (v.∇)v, mais il ne faut pas oublier le rôle éventuellement joué par les forces extérieures^7. Au delà d’un certain seuil caractéristique, l’écoulement forme une structure dont la périodicité est fixée par les ordres de grandeur des forces, et cette structure primaire peut elle-même être soumise à de nouvelles instabilités, amenant une transition brusque ou graduelle vers le chaos.

3On pense par exemple à la gravité, à la force de Lorentz, etc... 4On néglige la variation linéaire due aux hétérogénéités de pression.

5On parle de terme diffusif par analogie avec l’équation de diffusion particulaire et l’équation de la chaleur, notamment. La quantité transportée ici est la quantité de mouvement et son coefficient de diffusion associé est la viscosité.

6Ceci du fait de son caractère non-linéaire.

7Par exemple celui de la gravité dans l’instabilité de l’interface entre deux fluides de densités différentes, le fluide le plus dense étant au-dessus du fuide le moins dense. L’instabilité survenant alors est dite de Rayleigh-Taylor.

40 III.3: La théorie de Kolmogorov (1941)

À ce titre, l’exemple de l’instabilité de Kelvin-Helmholtz est particulièrement intéressant. On considère, sur la figure III.2, deux fluides séparés par une interface plane à l’instant t = 0. On les met en mouvement avec des vitesses parallèlles à cette interface, égales en module mais de sens opposés. Lorsqu’une perturbation de longueur d’onde appropriée apparaît à l’interface entre les deux fluides, elle est accentuée du fait de la relation de Bernoulli^8, mais atteint un état stable par les effets de capillarité. Par la suite, la différence de vitesse entre les deux fluides au voisinage des ventres de la perturbation déplace ces derniers dans des sens opposés, et on aboutit à la formation de tourbillons de Kelvin-Helmholtz à l’interface.

Fluide 1 Fluide 2 v_2 v_1

v_2 v_1 v_2 v_1

v_2 v_1

Fig. III.2 – Instabilité de Kelvin-Helmholtz

La transition vers le chaos turbulent peut se faire suivant plusieurs scénarii. D’une part la transition par intermittence, dont on reparlera, qui se caractérise par des “bouffées” chaotiques au sein d’un comportement régulier. On distingue ensuite les transitions graduelles soit par doublement de période, soit par le modèle quasipériodique de Ruelle-Takens, pour lequel la fréquence de l’instabilité secondaire est incommensurable à celle de l’instabilité primaire. Il est possible de modéliser ces bifurcations en fonction de la dimension de l’espace, en analysant les solutions d’équations différentielles simples. On peut notamment visualiser ces solutions dans l’espace des phases, ce qui permet d’exhiber la notion de cycle limite. Les systèmes chaotiques sont alors caractérisés par des cycles limites extrêmement complexes, fractals, appelés “attracteurs étranges”. En particulier, il devient impossible de prédire le comportement du système, faute de connaître les conditions initiales de son évolution avec une précision infinie^9.

III.3 La théorie de Kolmogorov (1941)

III.3.a La cascade turbulente

Le désordre à la fois spatial et temporel qui caractérise la turbulence suggère que l’on ne peut pas déduire complètement une théorie de la turbulence à partir des équations du mouvement de type Navier-Stokes. En l’état actuel des connaissances, c’est effectivement le cas. Cependant, on peut, à partir d’hypothèses simples, compatibles avec l’équation de Navier-Stokes, construire une théorie phénoménologique de la turbulence incompressible. C’est l’objet de la théorie de Kolmogorov, fondée sur les idées de Richardson [Richardson, 1922]. Ce dernier a pour la première fois décrit la turbulence comme une hiérarchie de tourbillons de différentes tailles, imbriqués les uns dans les autres, et permettant le transfert d’énergie cinétique des grandes échelles où elle est injectée par des processus macroscopiques divers, fixés par les conditions de l’écoulement, vers les petites échelles où elle est dissipée par viscosité. Kolmogorov [Kolmogorov, 1941] a par la suite quantifié cette approche, en particulier en identifiant la plus petite échelle turbulente, laquelle porte désormais son nom.

La description qui suit adopte la démarche de Pope [Pope, 2000]. Dans la vision de turbulence pleinement développée de Kolmogorov, les tourbillons sont caractérisés par une certaine taille l, une vitesse typique v(l) et un temps de retournement τ(l) = l/v(l). La notion de tourbillon doit être prise au sens large, c’està-dire comme une région de taille l sur laquelle les mouvements du fluide sont plus ou moins cohérents. Les tourbillons les plus grands sont de taille caractéristique sensiblement identique à l’échelle L de l’écoulement global, et de vitesse caractéristique ∼ U. Le nombre de Reynolds qui les caractérise est donc le même que celui de l’écoulement global, supposé très grand devant 1. Ils sont donc susceptibles d’être déstabilisés. Selon

8La relation de Bernoulli exprime la conservation de l’énergie le long d’une ligne de courant dans un écoulement parfait incompressible. Ici, elle permet d’affirmer que si la vitesse augmente, la pression diminue.

9Pour plus de précisions sur l’approche de la turbulence en termes de systèmes dynamiques, le lecteur pourra utilement se reporter à l’ouvrage de Manneville [Manneville, 1990].

Richardson, c’est exactement ce qui se passe, les grands tourbillons donnant naissance à des tourbillons plus petits, auxquels ils transfèrent une partie de leur énergie. Ces tourbillons plus petits sont eux-mêmes instables, et on assiste donc à une cascade d’énergie turbulente des grandes échelles vers les petites, au travers d’un couplage des échelles. Le caractère local de ce couplage dans l’espace de Fourier^{10} n’est pas formellement démontré mais nous n’entrerons pas ici dans ce débat. Les échelles ainsi couplées forment un domaine dit inertiel, car il n’y pas de gain net d’énergie pour les tourbillons à ces échelles, et le transfert d’énergie d’une échelle à l’autre se fait à un taux constant noté ϵ. Celui-ci est déterminé de manière dimensionnelle aux grandes échelles, en écrivant qu’il est proportionnel au rapport de l’énergie cinétique v(L)^2 = U^2 au temps de retournement τ(L) = L/U, soit ϵ ∼ U^3/L.

III.3.b Les hypothèses de Kolmogorov

Comment se fait la cascade d’énergie vers les petites échelles ? En particulier, comment se comportent la vitesse v(l) et le temps de retournement τ(l) lorsque l’échelle l diminue ? Le fait qu’on suppose implicitement que le nombre de Reynolds diminue aux petites échelles^{11} ne permet pas de répondre directement à ces questions. C’est en posant trois hypothèses que Kolmogorov a établi une théorie résolvant ces problèmes, et montrant que τ et v décroissent tous deux lorsque l’échelle l diminue. Les hypothèses de Kolmogorov sont les suivantes :

▷ Aux grands nombres de Reynolds, les mouvements turbulents à petite échelle l ≪ l_0 sont statistiquement isotropes, ▷ Dans tout écoulement turbulent à suffisamment grand nombre de Reynolds, les statistiques des mouvements à petite échelle l ≪ l_0 ont une forme universelle uniquement déterminée par ϵ et ν, ▷ À la limite d’un nombre de Reynolds infini, les statistiques de ces mêmes mouvements à petite échelle l dans le domaine inertiel (l_d ≪ l ≪ l_0) ont une forme universelle uniquement déterminée par la valeur de ϵ.

La première hypothèse, dite d’isotropie locale, sous-entend que les biais anisotropes aux grandes échelles, dûs à la géométrie particulière des conditions aux limites, deviennent négligeables dès qu’on se place à une échelle l petite devant une taille caractéristique l_0 qui est de l’ordre de L. On peut imaginer que cette perte d’information sur la géométrie de l’écoulement aux grandes échelles est en fait générale, et que les mouvements turbulents aux échelles plus petites que l_0 sont en un certain sens universels, c’est-à-dire indépendants des conditions particulières à grande échelle.

Les processus qui dominent les propriétés de l’écoulement aux échelles inertielles sont alors le transfert d’énergie à un taux ϵ et la dissipation visqueuse, fixée par ν, ce qui amène la seconde hypothèse. Étant donnés ϵ et ν, on peut construire d’uniques grandeurs caractéristiques de longueur l_d, de vitesse v_d et de temps τ_d, qui sont les grandeurs de Kolmogorov. Le nombre de Reynolds construit avec ces échelles est égal à 1, ce qui indique que l’échelle l_d est celle pour laquelle la dissipation par viscosité commence à dominer l’advection.

Par ailleurs, ces grandeurs caractéristiques peuvent être rapportées aux valeurs typiques des grandes échelles, les rapports obtenus étant in fine exprimés par des puissances du nombre de Reynolds,

l_d L ∼ Re^{−3/4} v_d U ∼ Re^{−1/4} et τ_d τ(L)

∼ Re^{−1/2}

À la limite d’un nombre de Reynolds infini, les rapports l_d/L et l_d/l_0 deviennent nuls, et il existe donc une plage d’échelles l à la fois très grandes devant l_d et très petites devant l_0. Les tourbillons à cette échelle étant très grands devant ceux de l’échelle dissipative, on peut supposer que leur comportement ne dépend pas de la viscosité, ce qui constitue la troisième et dernière hypothèse.

III.3.c Les lois d’échelle

À partir de ces hypothèses, on peut déduire des lois d’échelle décrivant le comportement des tourbillons dans le domaine inertiel. Il est en effet possible de construire des échelles de vitesse et de temps à partir des

10Ce qui signifie qu’une échelle donnée interagit essentiellement avec les échelles qui lui sont sensiblement égales. 11Ceci parce que dans cette approche, la dissipation aux petites échelles est due à la viscosité, ce qui implique un nombre de Reynolds petit.

seules données de ϵ et de l, ainsi v(l) = (ϵl)^{1/3} et τ(l) = (l^2/ϵ)^{1/3}. Ces relations permettent de déduire que le taux de transfert d’énergie à une échelle l, noté ϵ(l) et calculé comme le rapport de l’énergie cinétique E(l) ∼ v(l)^2 au temps de retournement τ(l), est en fait égal à ϵ. Il n’y a par conséquent ni accumulation ni dissipation d’énergie aux échelles inertielles, ce qui est cohérent avec l’image qu’on s’est faite plus haut de la cascade turbulente.

La distribution de l’énergie cinétique des tourbillons en fonction de l’échelle est donnée, on vient de le dire, par la loi d’échelle E(l) ∼ (ϵl)^{2/3}. Comme on le verra plus bas, il est commun de se placer dans l’espace de Fourier, de sorte que les échelles spatiales sont repérées par un nombre d’onde k inversement proportionnel à l. En termes des nombres d’onde, la densité d’énergie cinétique dépend de l’échelle suivant une loi en k^{−5/3}. En effet, partant de l’égalité définissant la densité E(k),

E(k)dk = E(l)dl et en notant que dk ∝ dl l^2 on a E(k) ∼ E(l)l^2 ∼ ϵ^{2/3}l^{5/3} ∼ ϵ^{2/3}k^{−5/3}.

Cet exposant du spectre d’énergie E(k) implique la convergence des intégrales exprimant les quantités d’énergie contenues respectivement aux grandes et aux petites échelles du domaine inertiel. On peut notamment montrer que l’essentiel de l’énergie se trouve aux grandes échelles [Pope, 2000].

III.3.d Reformulation des hypothèses de Kolmogorov

Le point de vue moderne est un peu différent de celui de Kolmogorov. On le formule également au travers de trois hypothèses, qui viennent remplacer celles précédemment énoncées.

▷ Dans le régime turbulent à la limite des nombres de Reynolds infinis, et loin des sources de la turbulence (typiquement les bords de l’écoulement), les mouvements aux échelles inertielles et dissipatives présentent statistiquement les mêmes symétries que l’équation de Navier-Stokes, ▷ L’écoulement est autosimilaire dans le domaine inertiel, ▷ Le taux de dissipation de l’énergie reste en moyenne fini lorsque la viscosité tend vers zéro.

Ces hypothèses appellent quelques commentaires. Tout d’abord, les symétries des équations du mouvement (invariances par translation, par changement de l’origine des temps, par changement de référentiel Galiléen, par parité et par rotation) y jouent un rôle central. Ces symétries sont souvent brisées par les instabilités apparaissant au cours de la transition vers le chaos [Manneville, 1990], mais elles sont restaurées de manière statistique, dans le régime turbulent, aux échelles suffisamment petites pour ne pas être influencées par la géométrie globale du système. Cette hypothèse se comprend par exemple en observant des représentations d’écoulements turbulents. Sans information supplémentaire, il est impossible de dire quelles sont leurs orientations, tant l’aspect est homogène et isotrope, en un certain sens statistique. Pour illustrer cette idée, on pourra considérer le régime turbulent visible à droite de la figure III.1. En isolant une région suffisamment petite de cette image^{12}, on serait bien en peine de donner la direction de l’écoulement. De même, il est souvent impossible de déterminer, sans autre information, l’échelle de l’image étudiée. Dans le domaine inertiel, les propriétés des écoulements turbulents localement isotropes sont déterminées uniquement par la viscosité ν et le taux de dissipation ϵ. La dernière hypothèse est essentiellement d’ordre expérimental, et elle permet de conserver un taux de dissipation non négligeable, même pour les nombres de Reynolds infinis, correspondant à une viscosité nulle.

III.4 Description statistique de la turbulence

III.4.a Présentation rapide de la méthode

Les écoulements turbulents à grand nombre de Reynolds, on l’a dit, ne peuvent être correctement décrits que de manière statistique. Il faut donc considérer que la vitesse tridimensionnelle v(x, t) ainsi que les autres champs, par exemple ceux de densité ρ(x, t), de température T (x, t) ou de pression p(x, t), sont des champs aléatoires, qu’il convient de décrire à l’aide des outils statistiques étudiés au chapitre V. En prenant de l’avance sur ce qui sera dit plus tard, on définit ainsi des densités de probabilité notées W_p telles que la

12C’est-à-dire plus petite que la largeur de l’écoulement.

quantité W_p(v_1, . . . , v_p; x_1, . . . , x_p; t_1, . . . , t_p)dv_1 . . . dv_p représente la probabilité que la vitesse prenne la valeur v_i à dv_i prés à la position x_i et à l’instant t_i.

Toutes les propriétés statistiques du champ de vitesse d’un écoulement turbulent sont contenues dans la connaissance des diverses fonctions W_p. De même, on définit des densités de probabilité associées aux autres variables de l’écoulement, ainsi qu’aux combinaisons de plusieurs variables. On va se concentrer sur le seul champ de vitesse dans la suite de ce chapitre, mais on considérera ultérieurement des quantités dépendant également de la densité, notamment aux chapitres X, XI et XX.

Les différentes hypothèses sur l’écoulement turbulent, faites de manière statistique, portent sur les propriétés de ces densités de probabilité. L’hypothèse de stationnarité, par exemple, implique que toutes sont inchangées par translation de l’origine des temps. Quant aux hypothèses d’homogénéité et d’isotropie statistiques exprimées dans le cadre de la théorie de Kolmogorov, elles reviennent à écrire que les fonctions W_p sont invariantes respectivement par changement de l’origine des coordonnées et par rotation du système d’axes.

Cependant, dans la pratique, les densités de probabilité ne sont pas facilement accessibles, et il faut recourir au calcul de grandeurs moyennes sur l’écoulement, dont on montre^{13} qu’elles peuvent s’exprimer comme des intégrales sur des expressions contenant les fonctions W_p. On a de cette manière indirectement accès aux propriétés des densités de probabilité.

Parmi les grandeurs moyennes couramment utilisées, on notera en particulier les fonctions de corrélation à n points, définies ici en rendant implicite la dépendance en temps^{14}, par

A_{vi1 ,...,vip} (x_1, . . . , x_p) = E{v_{i1} (x_1) . . . v_{ip} (x_p)},

et donnant la moyenne^{15} des produits de n composantes de la vitesse prises en n points. Si l’on se place dans le cas où toutes les composantes considérées sont les mêmes, on parlera de fonctions d’autocorrélation à n points. D’autre part, en supposant l’écoulement homogène, ces fonctions ne peuvent dépendre que des n − 1 séparations r_i = x_i − x_1 pour 2 � i � n. En particulier, on utilisera la fonction de corrélation à deux points A_{vi,vj} (x_1, x_2) = E{v_i(x_1)v_j (x_2)}, qu’on écrira le plus souvent sous la forme A_{vi ,vj} (r), où r est égal à la séparation x_2 − x_1. Enfin, on considérera souvent la fonction d’autocorrélation à deux points, qu’on écrira avec un seul indice A_{vi} (r) = A_{vi,vi} (r), et qu’on appellera abusivement fonction d’autocorrélation, sans plus de précision.

On se sert également des fonctions de structure, définies par la relation générale

S_{vi1 ,...,vip} (r) = E � [v_{i1} (x + r) − v_{i1} (x)] . . . � v_{ip} (x + r) − v_{ip} (x) � , où l’on a utilisé l’hypothèse d’homogénéité en ne faisant pas de x un argument de la fonction. Comme pour les fonctions de corrélation, on s’intéressera souvent au cas où les composantes de la vitesse sont toutes les mêmes, c’est-à-dire aux fonctions de structure d’ordre p se mettant sous la forme^{16},

S^{(p)}_{vi} (r) = S_{vi ,...,vi} (r) = E {[v_i(x + r) − v_i(x)]^p} .

D’autre part, dans ce dernier cas, il est intéressant de considérer l’orientation de la séparation r relativement à l’axe i. On définit ainsi les fonctions de structure d’ordre p longitudinale et transverse,

L^{(p)}_{vi} (r) = E {[v_i(x + ru_i) − v_i(x)]^p} et T^{(p)}_{vi} (r) = E {[v_i(x + ru_j ) − v_i(x)]^p} (i ≠ j).

Avec l’hypothèse d’isotropie, ces deux fonctions sont en fait indépendantes de la composante particulière de la vitesse qu’on considère, et on pourra omettre l’indice correspondant. La figure III.3 montre un schéma représentant les deux cas, longitudinal et transverse. Notons enfin que, dans le cas d’un champ de vitesse statistiquement homogène, il existe une relation linéaire simple entre la fonction de structure d’ordre deux d’une composante quelconque et la fonction d’autocorrélation de cette même composante, à savoir

S^{(2)}_{vi} (r) = 2 [A_{vi} (0) − A_{vi} (r)] ,

sur laquelle on reviendra au V.6.a et qu’on mettra à profit au chapitre X.

13Voir le chapitre IV.

14Toutes les vitesses sont supposées prises au même instant.

15La notation E désigne l’espérance mathématique, formalisation de la notion de moyenne (voir le chapitre IV). 16On peut également définir les fonctions de structure de ce type en prenant la racine p^{ème} de la fonction S^{(p)}_{vi} , de façon à conserver la dimension d’une vitesse.

Fig. III.3 – Composantes de la vitesse impliquées dans le calcul des fonctions de structure longitudinale (à gauche) et transverse (à droite).

Comme on l’a évoqué un peu plus haut, on peut effectuer une analyse du champ de vitesse en termes de composantes de Fourier^{17}. Les propriétés statistiques décrites dans l’espace direct par les fonctions de corrélation doivent avoir des équivalents en Fourier, ce qui amène à considérer les spectres en vitesse de l’écoulement, définis comme les transformées de Fourier des fonctions de corrélation à deux points,

P_{vi,vj} (k) = � A_{vi ,vj} (r)e^{−2iπk.r} dr où l’intégration est faite sur l’ensemble des échelles inertielles r.

Cette quantité est complexe et telle que P_{vi,vj} (k) = P^∗_{vj ,vi} (k) = P_{vj ,vi} (−k), en raison des propriétés de symétrie des fonctions de corrélation à deux points, et du fait que celles-ci sont réelles. De plus, la matrice constituée des divers spectres en vitesse est semi-définie positive, de sorte qu’en particulier ses éléments diagonaux sont des réels positifs ou nuls. On appelle couramment ces derniers spectres de puissance des composantes de la vitesse auxquelles ils se rapportent,

P_{vi} (k) = � A_{vi} (r)e^{−2iπk.r}dr pour chaque composante i.

Enfin, la trace P_v(k) de ce tenseur est égale à la transformée de Fourier de la quantité E {v(x + r).v(x)} et peut légitimement être appelée spectre de puissance de la vitesse, sans plus de précision. Remarquons cependant que, dans la suite, on n’aura accès qu’à une seule composante de la vitesse, à savoir celle parallèle à la ligne de visée, et on fera un abus de langage en parlant de spectre de puissance de la vitesse pour désigner le spectre de puissance de cette composante^{18}.

L’information contenue dans les spectres P_{vi,vj} (k), qui constituent un tenseur d’ordre deux dépendant d’un vecteur tridimensionnel, peut éventuellement être réduite à une fonction scalaire d’un scalaire, en éliminant toute information de direction. On définit ainsi le spectre en énergie de l’écoulement en considérant l’intégration du spectre de puissance de la vitesse sur toutes les directions possibles du vecteur d’onde k, lorsque la norme k de ce dernier est fixée, soit

E(k) = � P_v(k)δ(|k| − k)dk.

On a déjà évoqué cette quantité plus haut, en écrivant que, d’après Kolmogorov, son comportement dans le domaine inertiel suit une loi de la forme E(k) ∝ k^{−5/3}. En conséquence, le spectre de puissance de la vitesse suit la loi P_v(k) ∝ |k|^{1−n−5/3}, où n est la dimension de l’espace.

III.4.b Quelques résultats

De manière générale, les spectres en vitesse P_{vi,vj} (k) contiennent beaucoup plus d’information que le spectre en énergie E(k). Cependant, dans le cas de la turbulence isotrope, on montre que la connaissance de ce dernier est suffisante. En effet, étant donnée l’isotropie, l’information de direction contenue dans les spectres en vitesse ne peut dépendre que de k. Or, les seuls tenseurs d’ordre deux invariants par rotation

17Supposons que l’on cherche une solution harmonique à l’équation de Navier-Stokes, en notation complexe. Le terme non linéaire (v.∇)v se traduit alors en termes de vecteurs d’onde par un couplage des modes, correspondant au couplage des échelles décrit par la cascade turbulente [Pope, 2000].

18En supposant l’isotropie, on a de toutes les manières la relation P_v (k) = 3P_{vi} (k), quelle que soit la composante i.

que l’on peut former à partir du vecteur d’onde sont le tenseur unité 1 et le tenseur dont les éléments sont k_ik_j , d’où la forme nécessaire du tenseur des spectres en vitesse

P_{vi,vj} (k) = B(k)δ_{ij} + C(k)k_ik_j .

D’autre part, la traduction en Fourier de la condition d’incompressibilité de l’écoulement, ∇.v = 0, s’obtient en remarquant que la dérivation par rapport à une coordonnée d’espace x_j revient à multiplier par ik_j en Fourier^{19}. Il s’ensuit que la condition d’incompressibilité s’écrit k.v = 0, soit encore � i k_iP_{vi,vj} (k) = � j k_j P_{vi ,vj} (k) = 0, en multipliant par une composante de la vitesse.

À partir de ces équations et de la définition du spectre en énergie, on obtient les formes de B et C,

P_{vi,vj} (k) =

E(k) 4πk^2 � δ_{ij} − k_ik_j k^2 � . Des formes similaires sont obtenues dans l’espace direct, en appliquant les hypothèses de Kolmogorov aux fonctions de structure. Dans ce cas, l’hypothèse d’isotropie implique [Monin & Yaglom, 1975] que le tenseur d’ordre deux formé des fonctions S_{vi,vj} (r) est nécessairement une combinaison linéaire des deux seuls tenseurs invariants par rotation formés à partir du vecteur r, à savoir le tenseur unité et le tenseur dont les éléments sont r_ir_j . Utilisant les fonctions de structure d’ordre deux longitudinale et transverse, on a

S_{vi,vj} (r) = T^{(2)}(r)δ_{ij} + � L^{(2)}(r) − T^{(2)}(r)

� r_ir_j r^2 . En fait, dans le cadre d’une turbulence localement homogène et isotrope, on peut montrer [Pope, 2000] que S_{vi,vj} est entièrement déterminée par la fonction de structure d’ordre deux longitudinale. Or, d’après la deuxième hypothèse de Kolmogorov, on peut écrire une relation dimensionnelle donnant la forme de cette fonction aux grands nombres de Reynolds,

L^{(2)}(r) = (ϵr)^{2/3}f(r/l_d), en rappelant que l_d est l’échelle de Kolmogorov.

Dans la limite des nombres de Reynolds infinis, ce qui correspond à une viscosité et à une échelle de dissipation l_d nulles, la dernière hypothèse de Kolmogorov implique que f tend vers une constante C universelle et que dans ce cas on a finalement

S_{vi,vj} (r) = C(ϵr)^{2/3} � 4 3 δ_{ij} − 1 3 r_ir_j r^2 � . La forme de la fonction de structure longitudinale écrite plus haut se généralise aux ordres entiers p quelconques. En effet, dans le cadre des hypothèses de Kolmogorov, à la limite des nombres de Reynolds infinis, et si l’on se place dans le domaine inertiel, la fonction de structure longitudinale d’ordre p ne peut dépendre que de ϵ et de r, ce qui donne, dimensionnellement

L^{(p)}(r) = C_p(ϵr)^{p/3} où C_p est une constante universelle. (3)

En particulier, on a la loi dite “des quatre-cinquièmes” de Kolmogorov, L^{(3)}(r) = −(4/5)ϵr, exacte dans le cas de l’homogénéité et de l’isotropie locales à toutes les échelles, mais également très bien vérifiée expérimentalement.

III.4.c Les limites de la théorie de Kolmogorov

De nombreuses mesures expérimentales (voir par exemple [Anselmet et al., 1984]) montrent que les fonctions de structure longitudinales suivent effectivement des lois de puissance en fonction de l’échelle r, mais avec des exposants ζ_p différents de ceux prédits par Kolmogorov. On constate en effet que ζ_p < p/3 dès

19Ceci parce qu’on cherche des solutions du champ de vitesse sous la forme exp (ik.x).

46 III.5: La turbulence magnétohydrodynamique incompressible

qu’on dépasse l’ordre p = 4. On observe donc une déviation du comportement attendu dans le domaine inertiel. Dans le domaine dissipatif, c’est-à-dire aux petites échelles, on s’intéresse aux dérivées longitudinales de la vitesse^{20}. On observe alors expérimentalement que pour des ordres p � 4, les densités de probabilité de ces dérivées présentent des ailes non-gaussiennes fortement marquées. En fait, ces ailes apparaissent également dans les densités de probabilité des incréments de vitesse eux-mêmes, y compris aux échelles inertielles^{21}.

Ces diverses observations sont interprétées [Jimenez, 1998] comme des signatures d’un phénomène d’intermittence, ce qui signifie que les transferts d’énergie sont spatialement et temporellement hétérogènes. Ici, le mot “transfert” doit être pris dans un sens large, car il s’agit non seulement de la cascade énergétique aux échelles inertielles mais également de la dissipation. Dans la vision intermittente de la turbulence, les transferts d’énergie et la dissipation sont localisés dans l’espace et le temps, ce qui contredit l’hypothèse d’autosimilarité de Kolmogorov. Ce dernier [Kolmogorov, 1962], ainsi qu’Obukhov [Obukhov, 1962], a proposé de raffiner cette hypothèse en supposant que les incréments de vitesse dépendent d’un coefficient de dissipation local ϵ_r à une certaine échelle r, plutôt que du coefficient de dissipation global ϵ. L’hétérogénéité de la dissipation d’énergie dans les écoulements turbulents, qu’on vient de remarquer, suggère de s’interroger sur la structure des zones dissipatives. Expérimentalement, on observe des filaments de forte vorticité, auxquels sont associés des taux de dissipation élevés par rapport à leur environnement [Cadot et al., 1995]. On pense que ces structures filamenteuses cohérentes sont liées à l’intermittence de la dissipation [Porter et al., 1994].

Il convient cependant de remarquer, comme le fait Pope [Pope, 2000], que seules les statistiques d’ordre élevé, prises aux petites échelles, sont véritablement influencées par les défauts de la théorie de Kolmogorov. Dans le contexte de la cascade d’énergie au sein des écoulements turbulents, il est plus important de s’intéresser aux phénomènes déterminant le taux de transfert énergétique qu’à l’intermittence, ceci parce que les déviations expérimentales par rapport à la théorie de Kolmogorov sont faibles aux grandes échelles. Il faut néanmoins prendre garde au fait que, réciproquement, les mécanismes d’injection d’énergie à ces échelles dépendent a priori fortement du système étudié.

III.5 La turbulence magnétohydrodynamique incompressible

III.5.a Les équations de la magnétohydrodynamique incompressible idéale

La présence de champ magnétique dans un milieu partiellement ionisé, tel que le MIS, en modifie sensiblement le comportement dynamique, du fait des forces électromagnétiques qu’il est nécessaire de considérer dans l’équation du mouvement des ions. La présence d’espèces neutres, obéissant à une équation n’incluant pas ces forces, mais néanmoins couplées aux ions par des forces de friction, complique encore le problème. Il est cependant possible, au prix de certaines approximations^{22}, d’obtenir les équations régissant la magnétohydrodynamique (MHD) idéale à partir des équations de base de la mécanique des fluides et des équations de Maxwell, lesquelles s’écrivent

∇.E = ρ_e ϵ_0

, ∇.B = 0, ∇ ∧ E = − ∂B ∂t , ∇ ∧ B = μ_0j + 1 c^2 ∂E ∂t , où ρ_e est la densité de charges et j la densité de courant. Pour simplifier, on considère pour l’instant le cas d’un milieu entièrement ionisé. Dans tous les cas, on peut écrire la conservation de la charge, en prenant la divergence de la dernière équation de Maxwell^{23},

∇.(∇ ∧ B) = μ_0∇.j + 1 ϵ_0c^2

∂ρ_e ∂t = 0 ⇒

∂ρ_e ∂t + ∇.j = 0.

Si la conductivité électrique du milieu est suffisamment grande, les éventuelles concentrations de charges locales sont effacées très rapidement, de sorte qu’on a un milieu globalement neutre, ρ_e = 0. De plus, si

20À petite échelle, l’incrément de vitesse apparaissant dans l’expression des fonctions de structure longitudinales s’écrit comme le produit de cette dérivée par la séparation r, ce qui justifie l’intérêt qu’on leur porte.

21Elles disparaissent néanmois aux plus grandes échelles 22Pas toujours justifiées...

23Nous utiliserons uniquement le système MKS, comme il est recommandé.

l’on suppose que les mouvements du fluide sont non relativistes, il est possible de négliger le courant de déplacement, de sorte qu’on a ∇ ∧ B ≃ μ_0j, la densité de courant j étant proportionnelle, du fait de la neutralité globale du milieu, à la différence u_i −u_e des vitesses des ions et des électrons. Dans les conditions du milieu interstellaire et aux échelles observées, cette vitesse différentielle est largement négligeable devant les vitesses caractéristiques des écoulements.

Étant donné que les collisions entre ions et électrons se font avec un temps caractéristique τ_c plus court que toutes les autres échelles de temps de la dynamique, on peut considérer que les électrons ont à tout instant une vitesse d’équilibre par rapport aux ions donnée par la relation implicite

v^′_e = − eτ_c m_e � E^′ + v^′_e ∧ B^′ � où E^′ et B^′ représentent les champs dans le référentiel des ions.

On peut en déduire la densité de courant j = −n_eev^′_e puis, en utilisant les transformations des champs dans le cas non relativiste, soit B^′ = B et E^′ = E + v_i ∧ B, où v_i est la vitesse des ions dans le référentiel de l’observateur, on obtient finalement une équation d’évolution du champ magnétique ∂B ∂t + ∇ ∧ (B ∧ v_i) = ϖΔB où ϖ = m_e n_ee^2τ_cμ_0 est la résistivité électrique.

Cette équation, couplée à ∇.B = 0, décrit l’évolution du champ magnétique. Quant à l’évolution dynamique de la matière, on l’obtient en écrivant que les champs électrique et magnétique imposent des forces F_i et F_e aux ions et aux électrons, respectivement. Or, les électrons étant en équilibre, les autres actions exercées sur eux, par les ions, ont une résultante −F_e. Par le principe d’action-réaction, les électrons exercent donc sur les ions une force F_e, donc ces derniers sont mis en mouvement par une force totale F_m = F_i + F_e dont on peut montrer qu’elle s’écrit

F_m = j ∧ B = 1 μ_0

(∇ ∧ B) ∧ B = 1 μ_0

(B.∇) B − ∇. � B^2 2μ_0 � , le premier terme représentant la tension magnétique, s’opposant à la courbure des lignes de champ, et le second la pression magnétique, s’opposant aux gradients du champ. Introduisant cette forme dans l’équation de Navier-Stokes, on obtient l’équation d’évolution de la vitesse des ions

∂v_i ∂t + (v_i.∇)v_i = − 1 ρ ∇ � p + B^2 2μ_0 � + μΔv_i + 1 μ_0

(B.∇) B.

Avec l’équation d’incompressibilité ∇.v_i = 0, on obtient ainsi les quatre équations de la magnétohydrodynamique incompressible idéale.

III.5.b Quelques propriétés

Bien que nous ne traitions pas, dans la suite de ce travail, du cas de la magnétohydrodynamique, il n’en est pas moins intéressant de relever certains des résultats obtenus. Tout d’abord, les équations de la MHD possèdent trois types de mode de vibration autour de la situation d’équilibre triviale correspondant à un champ magnétique B_0 homogène et à une vitesse nulle. L’un de ces modes est incompressible, constitué d’ondes d’Alfvén se propageant le long du champ B_0 à une vitesse v_A proportionnelle à l’intensité du champ. La déviation en vitesse et celle en champ sont reliées linéairement, de telle sorte qu’on a équipartition entre les énergies cinétique et magnétique. Deux autres modes, l’un dit lent et l’autre rapide, sont compressibles, et ne sont donc pas abordés dans cette section.

Dans ces conditions, quelle peut être la nature d’une turbulence magnétohydrodynamique incompressible ? Si l’on fait l’hypothèse que, d’une part, les termes de dissipation visqueuse μΔv_i et résistive ϖΔB ne sont importants qu’aux petites échelles et que, d’autre part, l’injection d’énergie se fait presqu’exclusivement aux grandes échelles, on peut raisonnablement penser qu’il existera un domaine inertiel. Cependant, une différence fondamentale avec le cas purement hydrodynamique est que le champ magnétique moyen B_0 ne peut pas être ignoré dans le traitement des mouvements aux petites échelles, étant donné qu’il détermine en partie les propriétés des ondes d’Alfvén à ces échelles. En fait, on pense maintenant que la turbulence MHD incompressible est probablement le résultat des interactions non-linéaires de paquets

48 III.6: La turbulence compressible

d’ondes d’Alfvén se propageant dans des directions opposées le long des lignes du champ magnétique moyen [Goldreich & Sridhar, 1995, Goldreich & Sridhar, 1997].

Cette remarque montre que, même si l’on suppose que l’injection d’énergie aux grandes échelles est statistiquement stationnaire et isotrope, la cascade d’énergie dans le domaine inertiel peut néanmoins être fondamentalement anisotrope, si l’énergie cinétique n’excède pas de beaucoup l’énergie magnétique, la direction privilégiée du problème étant alors celle de B_0. Ceci suggère de considérer deux échelles, l’une transverse et l’autre parallèle, afin de décrire la cascade turbulente MHD.

À partir de là, les descriptions deviennent assez complexes et vont bien au-delà de ce qui pourrait nous être utile dans la suite. Le lecteur intéressé se reportera avec profit aux travaux de Goldreich et Sridhar [Sridhar & Goldreich, 1994, Goldreich & Sridhar, 1995, Goldreich & Sridhar, 1997]. Remarquons simplement qu’ils définissent trois grands types de cascades turbulentes en MHD, respectivement dites “forte”, “faible” et “intermédiaire”, dépendant du nombre et de l’amplitude des paquets d’ondes entrant en collision qui sont nécessaires pour que le transfert d’énergie vers les petites échelles soit efficace. Il semble que, dans le milieu interstellaire, la cascade forte soit la plus appropriée.

Le cas d’un milieu non entièrement ionisé doit être traité en considérant les espèces neutres à part, puisqu’elles ne sont pas soumises aux forces d’origine électromagnétique, mais qu’elles sont couplées aux espèces chargées par collisions. Comme dans le cas des électrons, précédemment, on peut supposer que les ions acquièrent instantanément une vitesse d’équilibre dans le référentiel des neutres par compensation de la force de friction et de la force de Lorentz. En appliquant cette hypothèse, on obtient une équation d’évolution du champ magnétique^{24} ∂B ∂t + ∇ ∧ (B ∧ v_n) = − 1 α ∇ ∧ � B ∧ � (∇ ∧ B) ∧ B ρ_nρ_i �

faisant intervenir un terme de diffusion (membre de droite), qu’on appelle diffusion ambipolaire, qu’on a déjà mentionnée au chapitre II et qui caractérise la migration des neutres à travers les lignes de champ magnétique. La diffusion ambipolaire est négligeable aux grandes échelles du milieu diffus, mais elle devient importante aux petites échelles, et certaines théories de la formation stellaire lui attribuent d’ailleurs un rôle prépondérant.

III.6 La turbulence compressible

Tout ce qui a été dit jusqu’à présent ne s’applique qu’au cas de la turbulence incompressible, c’est-à-dire sous l’hypothèse que la densité ρ est constante. Or, si cette condition est remplie par l’eau et tous les liquides en général, il n’en va pas de même des gaz, dont on sait pertinemment qu’il est possible de les comprimer. Notons cependant qu’on peut parfaitement envisager des écoulements dits incompressibles, même pour des fluides compressibles, si tant est que, dans ces écoulements, les variations relatives de la densité soient faibles. Ceci implique que les écoulements incompressibles ne doivent pas modifier sensiblement l’état thermodynamique du gaz, et on peut en déduire un critère simple, quoique non universel, permettant de déterminer qu’un écoulement est incompressible, δρ ρ ∼ � U c_s

�_2 ≪ 1 où U est une vitesse caractéristique de l’écoulement et c_s est la vitesse du son.

Dans le cas incompressible, le champ de pression est entièrement déterminé par le champ de vitesse et le champ de température est indéfini. En revanche, dans le cas compressible, il est indispensable de déterminer les champs de vitesse, de densité, de pression et de température simultanément, ce qui montre la complexité du problème posé.

La compréhension de ce type d’écoulements est cependant rendue nécessaire dans l’étude du milieu interstellaire, du fait de la hiérarchie des structures en densité qu’on y observe. C’est d’ailleurs au cas de la turbulence interstellaire qu’est consacrée la dernière section de ce chapitre.

24L’absence du terme de diffusion classique ϖΔB résulte d’une approximation selon laquelle la vitesse de dérive des électrons par rapport aux ions est négligeable. L’équation exacte contient en réalité les deux termes.

III.7 La turbulence dans le milieu interstellaire

III.7.a Un bref historique

Les premiers travaux sur le caractère turbulent du milieu interstellaire remontent à la théorie de von Weizsäcker [von Weizsäcker, 1951], dont les grandes lignes restent encore valables aujourd’hui. En résumé, le MIS peut être vu comme une hiérarchie de structures complexes résultant de l’interaction d’ondes de choc turbulentes et supersoniques, dont l’énergie provient, à grande échelle, de la rotation différentielle de la galaxie, et qui est dissipée de façon visqueuse aux petites échelles. L’observation, la même année [von Hoerner, 1951] d’une relation en loi de puissance entre la différence de vitesses rms et la séparation sur le plan du ciel, conformément aux idées de Kolmogorov [Kolmogorov, 1941], a été l’une des premières confirmations de cette théorie. L’exposant de cette loi étant différent de celui prédit par Kolmogorov, il a été interprété comme la signature d’une turbulence compressible. Pourtant, ces idées n’eurent pas un grand écho au sein d’une communauté qui se figurait le milieu interstellaire comme rempli d’un gaz chaud en équilibre de pression avec des nuages froids sans interaction entre eux et en simple mouvement ballistique. D’autre part, l’image classique de la turbulence était alors celle du cas incompressible, et on imaginait mal qu’elle pût s’appliquer au milieu interstellaire, dont les fluctuations de densité sont gigantesques. La découverte par Larson [Larson, 1981] de la loi d’échelle entre les largeurs de raies d’émission des nuages moléculaires et la taille de ces derniers a permis de rendre plus populaire l’idée d’un milieu interstellaire turbulent, au moins aux petites échelles. Les observations détaillées, par le satellite IRAS, de nuages interstellaires de plus grande taille [Low et al., 1984] ont finalement eu raison de l’image classique.

III.7.b Observations de la turbulence interstellaire

Il est maintenant acquis que les différentes composantes du MIS sont soumises à des mouvements turbulents. Ceux-ci ont été observés dans la phase neutre atomique (voir par exemple [Spicker & Feitzinger, 1988, Miville-Deschênes et al., 2003a]), dans le gaz ionisé [van Langevelde et al., 1992] et dans des régions Hii [O’Dell & Castaneda, 1987], mais ce sont les études concernant les nuages moléculaires qui sont les plus nombreuses [Kleiner & Dickman, 1985, Kitamura et al., 1993, Miesch & Bally, 1994]. Les observations permettant d’appuyer cette vision hautement dynamique du milieu interstellaire sont essentiellement les suivantes :

▷ Comme on l’a dit au chapitre II, les estimations du nombre de Reynolds à partir de la viscosité moléculaire donnent des valeurs de 10^8 à 10^{12}, cohérentes avec les écoulements turbulents [Chandrasekhar, 1949]. ▷ Les dispersions de vitesses - mesurées par exemple par la largeur des raies moléculaires - sont nettement suprathermiques sur une large plage d’échelles spatiales.

▷ Les structures en densité de colonne des nuages moléculaires forment une hiérarchie très complexe, et révèlent toujours plus de détails au fur et à mesure qu’on améliore la résolution. ▷ On observe une loi d’échelle entre la dispersion de vitesse et la taille des nuages, qui est bien établie sur près de quatre ordres de grandeur.

Les observations montrent d’ailleurs que de nombreuses propriétés des autres composantes suivent également des lois d’échelle. On a ainsi observé que les spectres de puissance de l’émission Hi galactique [Green, 1993, Miville-Deschênes et al., 2003a], de l’absorption du Hi [Deshpande et al., 2000], de l’émission du monoxyde de carbone [Stutzki et al., 1998, Bensch et al., 2001], et de l’émission IRAS des poussières à 100 μm [Gautier et al., 1992] se comportent en loi de puissance, avec des exposants compris entre −2, 8 et −3, 2. Ces valeurs sont plus grandes, en valeur absolue, que ce qu’on attendrait d’un spectre de Kolmogorov projeté, qui donnerait un exposant −8/3. Ceci suggère que la relation entre les spectres de puissance de la vitesse et ceux de l’intensité observée n’est pas encore bien maîtrisée.

III.7.c Quelle turbulence ?

Les observations semblent donc établir que le milieu interstellaire est le siège de mouvements aléatoires, mais il est moins évident d’en connaître l’origine. La détermination de la nature exacte de cette turbulence revient à en déterminer les sources d’énergie et les processus par lesquels cette énergie est transférée vers

50 III.7: La turbulence dans le milieu interstellaire

les petites échelles, puis dissipée. Cette tâche est évidemment très complexe, étant donnée la multitude de processus envisageables, qu’il s’agisse des chocs, de la gravitation imposée par un potentiel extérieur, de l’autogravité, du couplage avec le champ magnétique en fonction du degré d’ionisation, des effets de pression mécanique et de viscosité, des contraintes thermodynamiques de chauffage et de refroidissement du gaz, ou encore de la chimie des espèces présentes. L’analyse des processus dominants, permettant de simplifier les équations régissant la dynamique du milieu, quoiqu’essentielle pour l’étude de la physique de la turbulence interstellaire, ne nous sera pas utile dans la suite, le lecteur intéressé par un exemple se reportera à l’analyse dimensionnelle effectuée par Pety [Pety, 1999] dans le cas du milieu neutre froid. Il faut cependant noter quelques problèmes avec l’approche classique de la turbulence, même sous ses formes les plus complexes, de type compressible et magnétohydrodynamique, dans le cas du milieu interstellaire. D’une part, l’existence de densités très faibles autorise un couplage énergétique - par l’effet du rayonnement - entre des cellules de gaz interstellaire très éloignées, ce qui délocalise les interactions entre elles et complique sérieusement le traitement du problème. D’autre part, ces faibles densités impliquent que, dans certaines conditions, il est possible que le libre parcours moyen des particules du gaz (atomes ou molécules) devienne macroscopique, de sorte que l’approximation fluide pourrait ne plus être valable. Cette approximation repose sur la satisfaction de deux critères : l’existence d’échelles mésoscopiques, et l’interaction forte des particules dans une même cellule de fluide. S’il existe bien des échelles mésoscopiques dans le milieu interstellaire, y compris dans les régions turbulentes où l’échelle de Kolmogorov est macroscopique, on ne peut cependant pas affirmer que la seconde condition est remplie, si le nombre de Reynolds est petit et le nombre de Mach grand [Pety, 1999]. Notons cependant que l’approximation fluide est de fait vérifiée a posteriori par l’ensemble des résultats observationnels.

Pour conclure, nous allons évoquer les sources de l’énergie injectée dans la cascade turbulente. Il est difficile d’estimer l’apport des différentes contributions possibles, en raison essentiellement de l’hétérogénéité spatiale et temporelle de ces injections, et de celle du gaz qui reçoit cette énergie. On peut cependant distinguer les sources suivantes :

▷ La vitesse angulaire d’un disque autogravitant en rotation, tel que celui de la galaxie, décroît lorsque la distance au centre augmente, ce qui provoque un cisaillement à grande échelle des structures du milieu interstellaire et transforme ainsi une énergie cinétique ordonnée en énergie cinétique turbulente. ▷ Les interactions entre nuages permettent un transfert d’énergie et d’impulsion analogue au cas d’une viscosité entre particules fluides.

▷ Les ondes de densité dans le disque spiral de la galaxie transfèrent une certaine quantité d’énergie cinétique aux nuages interstellaires, à condition qu’il existe une asymétrie telle que la décompression lorsque l’onde est passée ne retire pas toute l’énergie injectée lors de la compression.

▷ La contraction des nuages moléculaires géants libère une partie de leur énergie potentielle de gravitation, qui peut être convertie en énergie cinétique turbulente.

▷ Les vents stellaires des étoiles en fin de vie se mêlent au milieu interstellaire et lui injectent de l’énergie par friction.

▷ Les flots bipolaires issus de certaines étoiles jeunes ou en formation contribuent de la même façon à l’injection d’énergie dans le milieu interstellaire. Il s’agit probablement de la source dominante dans les régions de formation d’étoiles.

▷ L’expansion des régions Hii , qui ne sont pas en équilibre de pression avec le milieu environnant, accélère le gaz interstellaire jusqu’à des vitesses comparables aux vitesses thermiques de l’hydrogène ionisé de ces régions.

▷ Les supernovæ éjectent une grande quantité de matière dans le milieu interstellaire, et lui transfèrent ainsi de l’énergie cinétique.

L’injection d’énergie aux échelles stellaires (de 100 pc pour les superbulles issues des restes de supernovæ à 0,1 pc pour les flots bipolaires) pourrait faire penser qu’il n’existe en fait pas de domaine inertiel pour la turbulence interstellaire. Cependant, les échelles dissipatives sont encore plus petites dans le milieu froid, d’après ce qui a été dit au chapitre II, ce qui assure l’existence d’un domaine inertiel sur plusieurs ordres de grandeurs, du moins loin des régions de formation stellaire. �

DEUXIÈME PARTIE

Éléments mathématiques et outils d’analyse

C-3PO : Sir, the possibility of successfully navigating an asteroid field is approximately 3,720 to 1. Han Solo : Never tell me the odds.

“Star Wars : The Empire strikes back” (George Lucas)

CHAPITRE IV

Éléments de théorie des probabilités

IV.1 Qu’est-ce qu’une probabilité ?

L’observation de nombreux phénomènes se produisant de façon apparemment désordonnée montre qu’en fait certaines moyennes tendent vers des valeurs bien définies quand le nombre d’évènements croît, et que ces valeurs ne dépendent pas du sous-ensemble particulier d’évènements considérés, pourvu que ces derniers soient en nombre suffisant. Ainsi, on sait intuitivement que si l’on joue à pile ou face un grand nombre de fois, et qu’on compte le nombre de fois qu’on obtient l’un ou l’autre résultat, il est très probable qu’on aura environ autant de pile que de face. Le but de la théorie des probabilités est de formaliser ce problème et de comprendre les propriétés des moyennes qui apparaissent. Pour cela on définit la probabilité P(E) d’un évènement E comme étant un nombre représentant grosso modo la fréquence relative d’apparition de cet évènement au cours d’une série d’expériences, ce qui semble raisonnable au vu de l’exemple du jeu de pile ou face. Pour fixer les idées, si on effectue un nombre N suffisamment grand d’expériences et que l’évènement E se produit N_E fois, on aura approximativement P(E) ≃ N_E /N.

Cette interprétation est floue, car on ne précise pas ce qu’on entend par “nombre suffisamment grand d’expériences” ou encore ce que signifie réellement cette approximation. Pour résoudre ce problème, il est d’usage de définir empiriquement la probabilité d’un évènement E comme la limite de la fréquence relative ci-dessus, pour un nombre d’expériences infini, soit

P(E) = lim_{N→∞}

N_E N . Cette définition, formalisée par von Mises [Von Mises, 1957], a l’avantage de fonder le concept mathématique de probabilité sur l’observation quotidienne. Cependant, elle a l’inconvénient de reposer sur l’hypothèse forte de l’existence même de ces limites, et ne saurait par conséquent être aussi prolifique qu’on pourrait le souhaiter en tant que point de départ de la théorie.

IV.2 Axiomatique de la théorie des probabilités

IV.2.a Introduction

L’approche la plus correcte formellement de la théorie des probabilités a été initiée par Kolmogorov au début des années 1930 [Kolmogorov, 1933]. Elle considère d’une part les évènements comme les parties d’un ensemble et d’autre part les probabilités comme des mesures sur ces parties. La théorie des probabilités est alors considérée d’un point de vue ensembliste.

On ne reviendra que brièvement ici sur les notions de base de la théorie des ensembles, et on le fera essentiellement dans l’optique de préciser la terminologie de la théorie des probabilités. Ainsi, on se donne un ensemble C qu’on appelle ensemble des possibles^1, et ses éléments sont appelés évènements élémentaires. Une partie E de C, moyennant certaines propriétés, sera appelée de manière générale un évènement. Dans chaque expérience, si le résultat x est un élément de E ⊂ C, on dit que l’évènement E se produit. On appelle d’ailleurs évènement certain un évènement qui se produit à chaque expérience, et celui-ci est confondu avec C. Quant à l’ensemble vide, noté ∅, il est appelé évènement impossible dans le langage des probabilités. À partir de deux évènements E_1 et E_2, on peut aussi en construire de nouveaux par union ou intersection. L’union de deux évènements E_1 et E_2, notée E_1 + E_2 ou E_1 ∪ E_2, est l’évènement qui se produit lorsque l’un ou l’autre se produisent, sans qu’il y ait nécessairement exclusion, tandis que l’intersection E_1 ∩ E_2, notée également E_1E_2, est l’évènement qui se produit lorsque l’un et l’autre se produisent. Les deux évènements

1On notera que les probabilités calculées dépendent de manière essentielle de la définition de C.

54 IV.2: Axiomatique de la théorie des probabilités

E_1 et E_2 sont mutuellement exclusifs si la réalisation de l’un empêche celle de l’autre, auquel cas E_1E_2 est l’ensemble vide. Cette notion conduit à celle de partition de C, comme étant une collection d’évènements E_i exclusifs deux à deux et dont l’union est égale à C. Enfin on notera que tout évènement E possède un évènement contraire, qui est le complémentaire de E dans C, défini par E = {x ; x ∈ C et x /∈ E}.

IV.2.b La notion de tribu de l’ensemble des possibles

Comme on l’a déjà mentionné, étant donné un ensemble des possibles C, on définira une mesure sur les évènements E ⊂ C, qu’on appellera probabilité. Cependant, on ne considérera pas tous les sous-ensembles de C comme étant des évènements. La raison en est que dans certains cas d’ensembles infinis, il n’est pas possible d’assigner des probabilités à toutes les parties de l’ensemble des possibles. On se limitera donc à une famille F de parties de C. Cette famille doit être non-vide et posséder les propriétés suivantes, lui conférant une structure dite de tribu (ou σ-algèbre) :

▷ Si E ∈ F alors il en va de même de son complémentaire, E ∈ F.

▷ Si on se donne une famille au plus dénombrable {E_i} d’éléments de F, leur union est également un élément de F, soit � i E_i ∈ F.

L’intersection des E_i est alors également un élément de F, car le passage au complémentaire intervertit les rôles de l’union et de l’intersection. On peut aussi en déduire que C et ∅ sont des éléments de F.

IV.2.c La notion d’espace probabilisé

Un espace probabilisé est un triplet (C, F, P) obtenu en se donnant, pour un espace des possibles C et une famille F de parties de C possédant une structure de tribu, une mesure particulière P sur F. Ceci signifie qu’on a une fonction P définie sur F et à valeurs dans [0, 1], appelée probabilité, qui doit

▷ Être positive, P(E) � 0 pour tout E ∈ F, ▷ Être normalisée de sorte que la probabilité de l’évènement certain est P(C) = 1, ▷ Posséder la propriété de σ-additivité pour des évènements incompatibles, c’est-à-dire que pour toute famille au plus dénombrable {E_i} d’évènements deux à deux exclusifs, on a

P � � i E_i � = � i P(E_i). (4)

IV.2.d Quelques propriétés simples

Évidemment, cette propriété de σ-additivité, appliquée à une partition de C, montre que la valeur maximale de P est 1, valeur atteinte pour l’évènement certain, comme il se doit. D’autre part, la probabilité de l’évènement complémentaire de E est P(E) = 1 − P(E), et par conséquent, la probabilité de l’évènement impossible, qui est le complémentaire de l’évènement certain, est nulle.

Il est également possible de montrer que les probabilités de l’union et de l’intersection de deux évènements quelconques E_1 et E_2 sont liées par la relation P(E_1 + E_2) = P(E_1) + P(E_2) − P(E_1E_2). Enfin, on dira que les deux évènements E_1 et E_2 sont indépendants si P(E_1E_2) = P(E_1)P(E_2). Cette définition peut se généraliser à tout ensemble de n évènements (E_1, . . . , E_n), dont on dira qu’il sont mutuellement indépendants si quelle que soit la suite (i_1, . . . , i_k) de k indices, avec 1 < k � n, on peut effectuer la factorisation P(E_{i1} . . . E_{ik} ) = P(E_{i1} ) . . . P(E_{ik} ).

IV.2.e Probabilités conditionnelles

Définition

Lorsqu’on connaît la probabilité P(A) d’un évènement donné A ∈ F et que celle-ci n’est pas nulle, il est possible de construire une nouvelle mesure de probabilité sur F, dite probabilité conditionnelle relativement à A et notée P(E|A) pour un évènement quelconque E, qu’on définit par la relation

∀E ∈ F P(E|A) =

P(EA) P(A) (5) On peut montrer sans difficulté que cette mesure satisfait aux axiomes de positivité, de normalisation, et de σ-additivité, qui en font une probabilité. En termes ensemblistes, cette nouvelle probabilité se comprend comme une mesure (renormalisée) de la partie de E incluse dans A. Cette interprétation éclaire le fait qu’en général P(E|A) ≠ P(E), ce qu’on nomme parfois effet de sélection.

Formule de Bayes

Considérant deux évènements A et B de probabilités non nulles, il est possible de construire les probabilités conditionnelles relativement à ces deux évènements. Appliquant la définition (5), on voit qu’on a la double égalité P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A), ce qui conduit à la formule de Bayes

P(B|A) =

P(A|B)P(B) P(A) . Cette formule est au cœur d’une des méthodes de déconvolution des images astronomiques, à savoir la méthode de maximum d’entropie, qu’on mentionnera au chapitre XIV.

IV.2.f Utilisation de la théorie des probabilités

La connaissance de la probabilité P(E) d’un évènement simple E donné doit permettre, pour que la théorie puisse s’appliquer de manière opératoire, le calcul des probabilités d’évènements plus complexes. Par exemple, si l’on considère un évènement dont la probabilité P(E) est connue, quelle prédiction peut on faire sur le résultat d’une seule expérience ?

Intuitivement, on peut distinguer deux cas : Si P(E) n’est proche ni de 0 ni de 1, par exemple P(E) = 0.6, on ne peut pas dire avec une confiance suffisante quel va être le résultat de l’expérience. En revanche, si par exemple P(E) = 0.999, alors on a peu de chances de se tromper en affirmant que l’évènement E va effectivement se produire, bien qu’on ne puisse pas exclure ici la possibilité qu’il ne se produise pas, puisqu’il n’est pas certain.

La frontière entre les deux cas est bien sûr arbitraire, mais la théorie permet de passer du premier au second, en autorisant le calcul des probabilités d’évènements complexes. En effet, si l’on se place dans le premier cas (P(E) = 0.6), et qu’on renouvelle l’expérience 1000 fois, alors l’évènement E va presque sûrement se produire entre 550 et 650 fois. Ceci parce que la théorie permet de montrer que la probabilité de l’évènement E^′ = {E se produit entre 550 et 650 fois} est égale à 0.999, c’est-à-dire qu’on s’est ramené au second cas, pour lequel la prédiction a effectivement un sens.

IV.3 Variables aléatoires : généralités

IV.3.a Introduction et définition

La notion de variable aléatoire permet de se donner une mesure sur un espace probabilisé (C, F, P) en créant une relation entre celui-ci et un espace mesurable, typiquement R. On peut ainsi, réciproquement, disposer d’une probabilité sur cet espace mesurable. L’intérêt de cette association, dans le cas où l’espace mesurable est R, ou même R^n, est qu’on peut ainsi assigner un nombre (ou un multiplet) au résultat souvent abstrait d’une expérience, tel que “pile” ou “face”, par exemple, ce qui permet de traiter, d’une façon mathématique et unifiée, des expériences similaires usant de terminologies différentes. Une variable aléatoire est donc une application X : C −→ R associant un réel X(ω) à tout évènement élémentaire ω ∈ C.

Cependant, toute application de C dans R n’est pas nécessairement une variable aléatoire. L’espace mesurable R étant muni d’une tribu contenant les intervalles I_x =] − ∞, x], il faut, pour que X soit une variable aléatoire, que les images réciproques E_x = X^{−1} (I_x) de ces intervalles soient des éléments de la tribu F. Il s’agit d’une condition nécessaire et suffisante exprimant la correspondance entre les éléments des tribus de C et de R.

56 IV.3: Variables aléatoires : généralités

IV.3.b Fonction de répartition

Définition

Cette correspondance permet, de manière très simple, et comme on le suggérait plus haut, de munir l’espace mesurable d’arrivée d’une probabilité, notée P_X , qui est la probabilité image de P par X, définie par P_X [X(E)] = P(E) pour tout E ∈ F. La notation P_X rappelle qu’elle dépend du choix de X. On l’appelle d’ailleurs loi de la variable aléatoire X. Cette notion, appliquée aux intervalles I_x de R définis plus haut, et considérée alors comme une fonction du réel x, fournit ce qu’on nomme la fonction de répartition F_X (x) de la variable aléatoire X, soit F_X (x) = P_X (I_x) = P(E_x). Il faut bien comprendre ce que signifie cette fonction de répartition : sa valeur en x est égale à la probabilité que le résultat ω d’une expérience donnée soit tel que X(ω) � x. Par abus de langage, et lorsque les résultats des expériences sont numériques, on assimilera les espaces de départ et d’arrivée de la variable aléatoire, de sorte qu’on dira, de manière équivalente, que F_X (x) est la probabilité que le résultat d’une expérience donnée soit inférieur ou égal à x. On poussera même souvent l’abus jusqu’à supprimer la référence à la variable aléatoire, en écrivant la fonction de répartition sous la forme F (x) = P(X � x).

Probabilités attachées aux intervalles de R

Notons que puisqu’on peut construire toute la tribu de R associée aux intervalles I_x à partir de ceuxci, la donnée de la fonction de répartition d’une variable aléatoire est équivalente à celle de sa loi. On peut d’ailleurs aisément calculer la probabilité attachée à un intervalle quelconque I de R, définie par la probabilité que X prenne une valeur tombant dans cet intervalle. On a, respectivement,

I = ]a, b] ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) I = [a, b] ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) + P (X = a) I = [a, b[ ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) + P (X = a) − P (X = b) I = ]a, b[ ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) − P (X = b),

relations qui peuvent se démontrer sans difficulté, et où l’on voit que la fonction de répartition peut éventuellement présenter des sauts aux points a et b. On verra plus loin que ces sauts sont liés au caractère discontinu de la variable aléatoire.

Propriétés de la fonction de répartition

De même que toutes les fonctions de l’espace des possibles dans R ne sont pas des variables aléatoires, une fonction quelconque sur R et à valeurs dans R n’est en général pas une fonction de répartition. Elle ne l’est que si et seulement si elle est monotone croissante, continue à droite et ayant les limites 0 en −∞ et 1 en +∞. De toutes ces propriétés, la seule qui mérite une explication un peu plus détaillée est celle concernant la continuité à droite. En effet, si l’on se donne x ∈ R et ϵ > 0, on a

P(x < X � x + ϵ) = F (x + ϵ) − F (x) d’où 0 = P(∅) = F (x^+) − F (x),

en passant à la limite ϵ → 0. Le même calcul de continuité, mais à gauche, montre qu’on a alors la relation P(X = x) = F (x) − F (x^−) = F (x^+) − F (x^−), où l’on voit à nouveau que la fonction de répartition peut subir des discontinuités, ce dont on va parler maintenant.

Différents types de fonctions de répartition

En fait, il existe trois type de fonctions de répartitions possibles, mais on n’en considérera que deux^2. Les fonctions discontinues en escalier, associées aux variables aléatoires à valeurs discrètes, et les fonctions absolument continues, qu’on appellera simplement fonctions continues, associées aux variables aléatoires continues.

Les variables aléatoires discrètes sont telles que la probabilité attachée à un point quelconque est nulle sauf en certains points, correspondant aux points de discontinuités de la fonction de répartition associée, qui est alors en escalier. Ces points forment un ensemble au plus dénombrable.

2Les fonctions singulièrement continues sont exclues car sans grand intérêt pratique [Pelat, 1998].

Une fonction de répartition est absolument continue si et seulement si elle est presque partout dérivable et égale à l’intégrale indéfinie de sa dérivée. Pour nous, il suffira qu’elle soit “suffisamment régulière”. En particulier, une fonction C^1 est absolument continue. Les variables aléatoires qui sont associées à de telles fonctions de répartition peuvent prendre un ensemble continu de valeurs et sont dites continues. Dans ce cas, le résultat P(X = x) = F (x^+)−F (x^−) montre que la probabilité que X prenne une valeur particulière est nulle. Ce qui nous amène à définir la densité de probabilité, de manière à obtenir une estimation de la probabilité que le résultat d’une expérience soit “proche” de x. La figure IV.1 montre deux exemples de fonctions de répartition, l’une en escalier, l’autre continue.

F (x) x x Fig. IV.1 – Exemples de fonctions de répartition en escalier (à gauche) et absolument continue (à droite). L’exemple de gauche correspond à une variable aléatoire discrète suivant une loi de Poisson de paramètre μ = 5. L’exemple de droite correspond au cas d’une variable aléatoire continue suivant une loi exponentielle de paramètre λ = 1. Courbes reproduites d’après [Pelat, 1998].

IV.3.c Densité de probabilité

Lorsqu’on a affaire à une variable aléatoire continue X, on peut définir, aux points où sa fonction de répartition F est dérivable, la densité de probabilité f de la variable aléatoire, également appelée distribution, comme étant justement égale à cette dérivée, f(x) = F^′(x). Ainsi, en un point x où cette densité de probabilité est définie, et pour un petit intervalle δx, on peut écrire que la probabilité pour que la variable aléatoire soit comprise entre x et x+δx est égale à P(x < X � x+δx) = F (x+δx)−F (x) ≃ f(x)δx. Cette forme justifie l’appellation de “densité de probabilité” choisie pour f. Remarquons que certains auteurs étendent cette notion aux variables aléatoires discrètes, auquel cas la densité de probabilité est une somme de distributions de Dirac.

Il est évident que la densité de probabilité f d’une variable aléatoire X est positive en tant que dérivée d’une fonction croissante, et normalisée, puisque son intégrale sur R est égale à F (∞) = 1 par définition. Réciproquement, toute fonction mesurable, positive et normalisée à 1 est la densité de probabilité d’une variable aléatoire continue.

IV.3.d Variables aléatoires à plusieurs dimensions

Introduction

Certaines mesures physiques fournissent des résultats sous forme vectorielle et non simplement scalaire. D’autre part, on peut vouloir étudier les propriétés de combinaisons de différentes grandeurs scalaires aléatoires, comme ce sera le cas au chapitre XX. Il est donc nécessaire de généraliser les notions introduites pour une variable aléatoire scalaire unique X au cas d’un vecteur aléatoire à n dimensions, qu’on peut écrire X = (X_1, . . . , X_n).

58 IV.4: Changement de variable aléatoire

Fonction de répartition et densité de probabilité

Cette généralisation ne pose pas de difficulté majeure. On définit pour commencer la fonction de répartition F de X sur R^n par F (x_1, . . . , x_n) = P(X_1 � x_1, . . . X_n � x_n). Cette fonction est à valeurs dans [0, 1], croissante et continue à droite en chacune des variables. Elle vaut 0 si l’une quelconque des variables vaut −∞ et 1 si toutes les variables valent +∞.

Quand elle existe, la densité de probabilité f de la variable aléatoire X est définie par

f(x_1, . . . , x_n) =

∂^n ∂x_1 . . . ∂x_n

F (x_1, . . . , x_n) ⇐⇒ F (x_1, . . . , x_n) = � I_{x1}

. . . � I_{xn}

f(u_1, . . . , u_n)du_1 . . . du_n.

La densité de probabilité n-dimensionnelle est positive et son intégrale sur tout l’espace R^n est 1.

Lois marginales

Si l’on connaît la fonction de répartition F du vecteur aléatoire X, on peut en déduire la fonction de répartition de chacune des variables aléatoires qui le composent. On peut ainsi connaître les lois, dites lois marginales, suivies par ces composantes. En effet, il suffit de remarquer que la probabilité que X_k soit inférieure à un réel x_k, indépendamment des valeurs prises par les autres variables aléatoires, est égale à F (∞, . . . , ∞, x_k, ∞, . . . , ∞). De manière générale, la fonction de répartition marginale d’un ensemble de k variables, avec k < n, s’obtient par passage à la limite +∞ des n − k variables restantes dans la fonction de répartition F . Quant aux densités de probabilités marginales, elles s’expriment à partir de la densité de probabilité f, lorsque celle-ci existe, par intégration sur les n − k variables non concernées.

Variables aléatoires indépendantes

Un cas particulier important à mentionner est celui des variables aléatoires indépendantes dans leur ensemble^3, pour lequel la fonction de répartition F peut être mise sous la forme du produit des fonctions de répartition marginales, soit F (x_1, . . . , x_n) = F_1(x_1) . . . F_n(X_n). On peut remarquer que les variables aléatoires sont alors deux à deux indépendantes, mais que la réciproque n’est pas vraie.

IV.4 Changement de variable aléatoire

Il est fréquent que le résultat direct d’une expérience ne donne pas directement la grandeur à laquelle on souhaite s’intéresser. Dans ce cas, on a généralement une fonction permettant de déduire cette dernière des mesures effectuées. Cependant, on ne désire pas pour autant oublier que la grandeur physique obtenue in fine est incertaine, du fait même que les mesures sont entachées d’erreur. On doit donc considérer que la grandeur intéressante est elle-même une variable aléatoire Y , fonction de la variable aléatoire X mesurée dans l’expérience. La question qui se pose à nous est de trouver la fonction de répartition G de Y à partir de la fonction de répartition F de X et de la relation Y = h(X), ou encore de déterminer la densité de probabilité g de Y à partir de celle de X, notée f. Dans le cas général, on peut montrer que les densités de probabilités sont reliées par

g(y) = � k f(x_k) |h^′(x_k )| où les x_k sont les solutions de h(x) = y.

En réalité, il faut également considérer le cas du passage d’une variable aléatoire n-dimensionnelle X à une nouvelle variable n-dimensionnelle Y , par le biais d’une transformation h : R^n −→ R^n. On a alors une relation similaire à la précédente, avec des notations généralisées,

g(y_1, . . . , y_n) = � k f(x^{(k)}_1 , . . . , x^{(k)}_n ) � � � � ∂(y_1, . . . , y_n) ∂(x_1, . . . , x_n) � � � � −1 x_i=x^{(k)}_i

avec (y_1, . . . , y_n) = h(x^{(k)}_1 , . . . , x^{(k)}_n )

Cette expression, on le voit, fait intervenir le Jacobien du changement de variable h.

3On dira souvent simplement, et abusivement, qu’elles sont indépendantes.

IV.5 Nombres et fonctions caractéristiques

IV.5.a L’espérance mathématique

Définition

L’espérance mathématique est une manière pratique de formaliser l’idée de moyenne, ce dernier terme étant entendu au sens large suggéré au tout début de ce chapitre. On commence par la définir pour une variable aléatoire X discrète ne pouvant prendre qu’un ensemble au plus dénombrable de valeurs {x_i} avec des probabilités respectives {p_i}. L’espérance de la variable X est alors donnée par

E(X) = � i x_ip_i à la condition que � i |x_i|p_i < ∞. (6)

Cette condition de convergence absolue est nécessaire et suffisante pour assurer, avec des ensembles infinis, que l’espérance ne dépende pas de la numérotation choisie.

Pour généraliser cette notion à une variable aléatoire continue X, on va considérer celle-ci comme la limite d’une variable discrète associée. Plus précisément, on se donne δ > 0 et on découpe l’axe réel de définition de X en cellules identiques de taille δ. On dira alors que les issues de deux expériences sont identiques si elles tombent dans la même cellule. Cela revient à dégrader la résolution de la mesure, en quelque sorte. On a alors une variable discrète X_δ, dont l’espérance mathématique E(X_δ) a un sens précis, et on définira l’espérance mathématique de X notée E(X) comme étant la limite, si elle existe, de E(X_δ) pour δ → 0. En fait, cette définition coïncide d’une part avec l’intégrale de Lebesgue de la fonction X : C −→ R où la mesure choisie est P, sous la condition de convergence absolue, et d’autre part avec une intégrale de Stieltjes mesurée par la fonction de répartition F ,

E(X) = � C X(ω)dP = � R xdF pour � C |X(ω)|dP < ∞ et � R |x|dF < ∞.

Cette forme (intégrale de Stieltjes) recouvre le cas des variables aléatoire discrètes, car elle redonne alors l’expression (6). Dans le cas des variables aléatoires continues admettant une densité de probabilité f, elle se réduit à l’intégrale de Riemann classique

E(X) = � R xf(x)dx pour � R |x|f(x)dx < ∞.

Notons qu’en physique, on appelle souvent “moyenne d’ensemble” l’espérance mathématique d’une variable aléatoire. On pourra la noter ⟨X⟩, ou encore X quand il n’y aura pas de confusion possible avec la notion d’ensemble complémentaire.

Propriétés

Les propriétés de l’espérance mathématique découlent de celles de l’intégrale de Lebesgue. En particulier, elle est linéaire, c’est à dire que pour un ensemble de n variables aléatoires {X_i} et n réels {λ_i}, on a E(λ_1X_1 + . . . + λ_nX_n) = λ_1E(X_1) + . . . + λ_nE(X_n), à condition que les diverses espérances existent, ce qu’on supposera toujours vrai lorsqu’on en écrira une, dans la suite.

En revanche, l’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires X et Y n’est en général pas égale au produit des espérances mathématiques respectives de chacune des variables, sauf si ces dernières sont indépendantes l’une de l’autre, auquel cas on a bien E(XY ) = E(X)E(Y ). Cependant, on dispose d’un résultat général, valable que les variables aléatoires soient indépendantes ou non, sous la forme d’une inégalité de Cauchy-Schwarz selon laquelle on a toujours E(XY )^2 � E(X^2)E(Y^2). Dans un changement de variables aléatoire Y = h(X), on peut montrer que

E {Y } = E {h(X)} = � R h(x)f(x)dx = � C h[X(ω)]dP, ce qui implique qu’il n’est pas nécessaire, pour calculer l’espérance de Y , de connaître sa loi, ni sa fonction de répartition, ou encore sa densité de probabilité si celle-ci existe. Étant donné le changement de variable h, il suffit en fait de connaître la loi suivie par X. Ce résultat très important se généralise au cas où Y est fonction de n variables aléatoires, et on a alors E {Y } = E {h(X_1, . . . , X_n)}. On voit d’ailleurs là l’importance pratique de la densité de probabilité, qui réside dans le fait que la valeur moyenne de toute fonction h(X) de la variable aléatoire X peut se calculer simplement dès lors qu’on connaît la distribution f(x). En fait, l’équation ci-dessus montre bien que la statistique de X est entièrement déterminée par la connaissance de f.

IV.5.b Les moments

Définitions

Les moments sont des nombres permettant de caractériser la loi suivie par une variable aléatoire X, à défaut de connaître cette loi. En fait, on va voir que la connaissance de l’ensemble des moments est équivalente à celle de la loi. Les moments d’une loi de probabilité sont de deux types, appelés respectivement non centrés et centrés, qu’on peut facilement relier l’un à l’autre.

Étant donnée une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est notée F , le moment non centré μ^′_k d’ordre k est défini par différentes expressions équivalentes

μ^′_k = E(X^k) = � C X(ω)^kdP = � R x^kdF = � R x^kf(x)dx,

où la dernière égalité suppose l’existence de la densité de probabilité f de la variable aléatoire X. Le moment centré μ_k d’ordre k est quant à lui obtenu par les expressions suivantes

μ_k = E � [X − E(X)]^k � = � C [X(ω) − m]^kdP = � R (x − m)^kdF = � R (x − m)^kf(x)dx en posant m = μ^′_1.

Pour que le moment centré ou non centré d’ordre k existe, il faut et il suffit que l’espérance E(|X|^k) existe, et dans ce cas, tous les moments d’ordre inférieur existent.

Moyenne, variance et écart-type

Parmi les différents moments, il convient de souligner l’importance que prennent certains d’entre eux. En particulier, on appelle moyenne de la variable aléatoire X le moment non centré d’ordre un m = μ^′_1. La moyenne ainsi définie correspond à l’idée intuitive que l’on s’en fait pour des variables aléatoires discrètes. De même, on appelle variance le moment centré d’ordre deux, μ_2. Il s’agit d’une quantité positive notée généralement σ^2, ce qui permet d’introduire l’écart-type σ, lequel est également toujours positif, ceci par définition. L’écart-type et la variance caractérisent grosso modo la plage de valeurs sur laquelle il est raisonnable de penser qu’on va trouver X. Pour préciser encore plus la loi de la variable aléatoire, on utilise aussi les moments centrés d’ordre trois et quatre, μ_3 et μ_4, pour définir le coefficient d’asymétrie γ_1 et le coefficient d’aplatissement γ_2 de la distribution en posant

γ_1 = μ_3 μ^{3/2}_2 et γ_2 = μ_4 μ^2 − 3 Comme leurs noms l’indiquent, les coefficients γ_1 et γ_2 caractérisent respectivement l’asymétrie de la loi par rapport à la moyenne et l’aplatissement du graphe de la loi. Ainsi défini, le coefficient d’aplatissement est nul pour la loi normale (gaussienne), positif pour les lois plus piquées que la loi normale, et négatif pour les lois moins piquées.

Cas de n variables aléatoires

On considère n variables aléatoires {X_i}, et on suppose qu’il existe une densité de probabilité jointe f(x_1, . . . , x_n) telle que définie au IV.3.d. On définit les moments non centrés de la loi suivie par la variable aléatoire n-dimensionnelle X = (X_1, . . . , X_n) en écrivant

μ^′_{k1,...,kn} = � R^n

x^{k1}_1 . . . x^{kn}_n f(x_1, . . . , x_n)dx_1 . . . dx_n,

où l’ordre du moment est donné par la somme des k_i. D’après les remarques faites au sujet des lois marginales, on voit que ces moments sont liés à ceux des variables aléatoires X_i prises individuellement. Par exemple, on a μ^′_{1,0,...,0} = E {X_1}. D’autre part, on définit les moments centrés par

μ_{k1,...,kn} = � R^n

(x_1 − m_1)^{k1} . . . (x_n − m_n)^{kn} f(x_1, . . . , x_n)dx_1 . . . dx_n,

avec la notation m_i = E {X_i}. Comme pour les moments non centrés, on peut montrer que les moments centrés ainsi définis redonnent, lorsque certains indices k_i sont nuls, les moments centrés des lois suivies par les variables aléatoires individuelles. Par exemple, μ_{2,0,...,0} est la variance de la loi de X_1.

IV.5.c La fonction caractéristique

Dans les situations les plus courantes, on ne dispose pas simplement de la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire X. En revanche, on peut plus facilement en connaître les moments, par des approches variées. Or, on peut montrer qu’il est possible, connaissant l’ensemble des moments centrés μ_k ou non centrés μ^′_k, de remonter à la loi de la variable aléatoire considérée.

Pour simplifier, nous allons supposer qu’on a calculé, par des moyens appropriés, les moments non centrés μ^′_k = E{X^k}, et qu’on sait qu’il existe une densité de probabilité f. On peut alors définir la fonction caractéristique Z comme étant l’espérance des complexes de module unité,

Z(u) = E � e^{iuX} � = � R e^{iux}f(x)dx.

La fonction caractéristique et la densité de probabilité sont transformées de Fourier l’une de l’autre. Plus exactement, la formule réciproque doit tenir compte du fait que la densité de probabilité n’est pas nécessairement continue, et la forme générale de la relation inverse est donc 1 2 � f � x^+ � + f � x^− � = 1 2π � R e^{−iux}Z(u)du qui redonne f(x) aux points où f est continue.

On peut montrer que la fonction caractéristique est majorée par 1, puisque

|Z(u)| � � R � �e^{iux}f(x) � � dx = � R f(x)dx = 1 avec Z(0) = 1.

Remarquons d’autre part que la fonction caractéristique est hermitienne. Le lien qu’elle entretient avec les moments non centrés de la loi suivie par X est assez simple à mettre en évidence, puisque, si le moment d’ordre n existe, on a Z^{(n)}(0) = i^nE (X^n), où Z^{(n)} désigne la dérivée n^{ème} de Z. En écrivant le développement de Taylor de la fonction caractéristique,

Z(u) = � k⩾0 Z^{(k)}(0) k! u^k = � k⩾0 i^kE � X^k � k! u^k = � k⩾0 i^ku^k k! μ^′_k, (7)

on peut donc, à partir des moments non centrés, retrouver Z, puis la densité de probabilité f par transformée de Fourier. On peut généraliser cette approche au cas d’une variable aléatoire n-dimensionnelle X = (X_1, . . . , X_n) possédant une densité de probabilité f(x_1, . . . , x_n). On définit alors la fonction caractéristique sur l’espace de Fourier réciproque de R^n par

Z(u) = Z(u_1, . . . , u_n) = � R^n

e^{i(u1 x1+...+unxn)}f(x_1, . . . , x_n)dx_1 . . . dx_n = � R^n

e^{iu.x}f(x)dx.

Les dérivées partielles de cette fonction caractéristique, prises en u = 0, redonnent les moments non centrés

μ^′_{k1,...,kn} = D_k[Z](0) avec D_k = � j 1 i^{kj}

∂^{kj} ∂u^{kj}_j d’où Z(u_1, . . . , u_n) = � k μ^′_{k1 ,...,kn} � j (iu_j )^{kj} k_j ! .

Cette méthode permettant de déduire la densité de probabilité à partir des moments sera évoquée dans le chapitre X et mise à contribution dans le chapitre XX. �

CHAPITRE V

Champs stochastiques et outils d’analyse

V.1 Processus stochastiques et modélisation

Le chapitre IV a permis de dégager la notion de variable aléatoire, associant un nombre réel X(ω) au résultat ω d’une expérience, qu’on appelle parfois réalisation. Or, les champs que l’on utilisera dans la suite, par exemple pour modéliser la densité et la vitesse du gaz dans le milieu interstellaire, devront présenter un caractère aléatoire, puisque, comme on l’a vu au chapitre II, les champs véritablement observés sont très chaotiques. Il s’agira donc là de construire non plus seulement des nombres aléatoires, mais de véritables fonctions aléatoires de la position. Ainsi, de manière générale, on appellera processus stochastique, ou simplement processus^1, une application de l’ensemble des possibles C vers l’espace des fonctions définies sur R^n. Alternativement, on peut voir les champs stochastiques comme une fonction associant une variable aléatoire à une position r de R^n, la variable aléatoire étant prise ici au sens d’application de C dans R. Un processus stochastique peut donc être interprété soit comme une fonction aléatoire prise dans son ensemble, soit comme une suite de variables aléatoires indexée par la position [Papoulis, 1984]. Pour simplifier, on pourra même directement écrire que le champ X : R^n −→ R associe un réel à une position, ce qui revient à assimiler le champ stochastique avec ses réalisations. C’est d’ailleurs cette approche qui sera le plus souvent utilisée, puisqu’elle correspond naturellement au problème de la modélisation des champs physiques. Ayant construit, par des moyens qu’on précisera aux chapitres VII et VIII, des champs stochastiques modélisant les champs physiques du milieu interstellaire, il se pose la question de les comparer aux observations. Or, les modèles étant par définition aléatoires, la caractérisation de leurs propriétés ne peut se faire que de manière statistique, c’est-à-dire en termes de probabilités. En ce qui concerne les champs réels, il est de même évident que l’apparence exacte d’un champ, par exemple un champ de densité, est issue de conditions très particulières, qu’on ne peut pas reproduire in extenso, tout comme on ne peut pas prédire l’apparence d’une réalisation donnée d’un champ stochastique. Cependant, l’exemple de la turbulence, étudiée brièvement au chapitre III, montre que les outils permettant de caractériser des champs physiques, de densité et de vitesse, sont justement de nature statistique.

Ainsi, il faut aborder le problème en posant qu’un champ stochastique donné représente certaines conditions physiques du milieu interstellaire, et qu’une réalisation de ce champ aléatoire est équivalente à l’observation d’un champ réel où règnent ces conditions. Dès lors, il convient de déterminer les caractéristiques statistiques pertinentes, c’est-à-dire trouver des nombres ne dépendant pas de la réalisation particulière du champ stochastique. Si cette approche est correcte, les outils de caractérisation ainsi développés doivent par construction, lorsqu’ils sont appliqués à des champs réels, donner des résultats indépendants du champ particulier observé, puisque les conditions physiques sont alors les mêmes. En réalité, cette méthode est validée en montrant par exemple que les outils statistiques développés donnent effectivement le même résultat sur différentes réalisations d’un même champ stochastique.

Comme on l’a indiqué plus haut, l’étude du phénomène de turbulence a déjà permis de citer certains de ces outils statistiques, que nous allons considérer plus en détail ici, à savoir les fonctions de structure, la fonction d’autocorrélation et le spectre de puissance. On étudiera également brièvement les propriétés de la variance d’Allan et de la Δ-variance. Ces outils permettront de caractériser les propriétés de champs aléatoires définis sur des espaces de dimension n quelconque, sachant que, dans la pratique, on aura bien sûr n � 3. Notons que dans le cas où n = 1 on parlera souvent en termes temporels, tandis que pour n > 1 on parlera plutôt en termes spatiaux.

1Comme l’indique le titre du chapitre, on parlera de processus stochastique lorsque n = 1 et plus généralement de champ stochastique lorsque n est quelconque.

64 V.2: Statistique des processus stochastiques

V.2 Statistique des processus stochastiques

V.2.a Fonctions de répartition et densités de probabilité

On considère ici un champ stochastique X comme application de R^n vers l’espace des variables aléatoires, c’est-à-dire l’espace des fonctions définies sur C et à valeurs dans R. Ainsi, pour r ∈ R^n, la notation X(r) désigne une variable aléatoire sur l’espace des possibles C. On peut donc lui associer une fonction de répartition, ce qui amène tout naturellement à définir, pour le champ X, une fonction, dite fonction de répartition du premier ordre, notée F et définie par F (x, r) = P{X(r) � x}. Si cette fonction est dérivable par rapport à x, ce qu’on supposera toujours, on peut en déduire la densité de probabilité du premier ordre du champ stochastique X, notée f, avec

f(x; r) =

∂F (x; r) ∂x . Plus généralement, on définit la fonction de répartition d’ordre p et la densité de probabilité d’ordre p du champ X respectivement par F_p(x_1, . . . , x_p; r_1, . . . , r_p) = P{X(r_1) � x_1, . . . , X(r_p) � x_p} et

f_p(x_1, . . . , x_p; r_1, . . . , r_p) =

∂^pF_p(x_1, . . . , x_p; r_1, . . . , r_p) ∂x_1 . . . ∂x_p , lorsque ces dérivées partielles existent.

V.2.b Moyenne et autocorrélation

Ceci étant posé, on se souvient que la connaissance de la fonction de répartition ou de la densité de probabilité d’une variable aléatoire permettait de connaître exactement les propriétés statistiques de cette dernière. De même, la connaissance exacte d’un champ aléatoire équivaut à celle de toutes ses fonctions de répartition, quels que soient l’ordre p et les familles {x_i} et {r_i}. Cependant, on a vu également qu’à défaut de la loi exacte d’une variable aléatoire, on pouvait se contenter de ses premiers moments. Il en va de même pour les champs stochastiques, et l’on utilisera en particulier la moyenne m(r) et la fonction d’autocorrélation A_X (r_1, r_2) définies respectivement par^2

m(r) = E{X(r)} et A_X (r_1, r_2) = E{X(r_1)X(r_2)}.

On remarque en particulier que la moyenne ainsi définie dépend de r, ce qui suggère la possibilité que le champ X ne soit pas statistiquement invariant par translation de l’espace de départ, et amène à introduire la notion de champ stationnaire.

V.2.c Champs stationnaires

Il existe deux définitions possibles de la stationnarité d’un champ stochastique X. Celui-ci est dit stationnaire au sens strict si, précisément, ses propriétés statistiques sont invariantes par translation. Ses fonctions de répartition satisfont alors à

F_p(x_1, . . . , x_p; r_1, . . . , r_p) = F_p(x_1, . . . , x_p; r_1 + δ, . . . , r_p + δ) quel que soit le déplacement δ.

Par conséquent, on en déduit que la densité de probabilité d’ordre un est indépendante de la position de l’origine, et qu’il en va donc de même de la moyenne m(r) = m. Quand à f(x_1, x_2; r_1, r_2), densité de probabilité d’ordre deux, elle ne dépend en fait que de x_1, x_2, et de la séparation r_2 − r_1. D’un autre côté, on dit que X est un champ stationnaire au sens large si sa moyenne ne dépend pas de la position et si sa fonction d’autocorrélation ne dépend que de l’intervalle r_2 − r_1. Dans ce cas, on écrira d’ailleurs celle ci A_X (r_2 − r_1) et non plus A_X (r_1, r_2). Il est évident qu’un champ stationnaire au sens strict l’est également au sens large.

2En toute rigueur, la fonction d’autocorrélation est définie par A_X (r_1, r_2) = E {X(r_1)X^∗(r_2)} où l’étoile indique la conjugaison complexe. Cependant, comme on ne considérera que des champs réels, on ne s’en servira pas.

V.2.d L’hypothèse ergodique

Le début d’approche très général exposé ci-dessus suppose qu’on puisse se donner un nombre suffisamment grand de réalisations d’un champ stochastique X, de manière à en calculer les propriétés statistiques telles que moyenne et fonction d’autocorrélation. Or, si cette méthode est envisageable pour ces champs modèles, comme on en construira aux chapitres VII et VIII, elle s’avère inadaptée aux champs réels observés, puisqu’on ne dispose a priori que d’une seule réalisation. Quant aux simulations numériques d’écoulements turbulents, la lourdeur des calculs nécessaires pour obtenir une précision raisonnable n’autorise généralement qu’un nombre très restreint de réalisations.

Idéalement, il faudrait donc pouvoir caractériser les champs stochastiques à partir d’une seule réalisation. L’astuce consiste à remarquer qu’on peut, par la pensée, découper un champ observé en plusieurs souschamps. En supposant que ceux-ci sont soumis aux mêmes conditions physiques que le champ global, chacun d’eux peut être, à la limite, considéré comme une réalisation particulière du champ stochastique modélisant le champ entier. En conséquence, les moyennes d’ensemble peuvent alors être assimilées à des moyennes spatiales sur une seule réalisation. Notons cependant qu’en pratique on n’est pas toujours limité par la difficulté de calculer une moyenne d’ensemble, mais parfois par celle de calculer une moyenne spatiale ou temporelle. Imaginons par exemple qu’on s’intéresse à l’énergie cinétique moyenne des molécules d’un gaz. Chacune d’elles est équivalente aux autres, et la vitesse moyenne à laquelle on peut avoir accès à chaque instant t, au travers de la température, est la moyenne d’ensemble E{e_c(t)}. Si les conditions appliquées au système ne changent pas au cours du temps, on peut supposer que chaque particule passe par tous les états possibles avec une probabilité égale aux poids statistiques de ces états.

Cette dernière proposition constitue une hypothèse ergodique, ou principe ergodique^3. On remarque notamment qu’elle ne peut s’appliquer que si la moyenne m(r) est indépendante de la position. On trouvera des conditions nécessaires et suffisantes d’ergodicité dans [Papoulis, 1984]. Dans toute la suite, on supposera implicitement que les champs considérés sont ergodiques^4.

V.3 Moyenne locale et moyenne globale

V.3.a Définition de la moyenne locale

Étant donné un champ stochastique X, on considère l’une de ses réalisations, que l’on notera également X sans risque de confusion. Il s’agit alors d’une application de R^n dans R, qu’on va supposer bornée et continue, et dont les variations sont aléatoires. Un exemple d’une telle application, dans le cas où n = 1, est donné sur la figure V.1. En supposant la continuité de X, on peut construire une moyenne locale μ_ρ(r)

t

X(t)

Fig. V.1 – Exemple de signal aléatoire unidimensionnel X(t) (trait continu). Les unités sont arbitraires et le signal est de moyenne nulle (indiquée par les tirets) et de variance unité (les deux traits en pointillés représentent les valeurs E{X} ± σ_X ).

en chaque point, comme une intégrale sur la boule n-dimensionnelle de centre r et de rayon ρ, dont on

3Il existe en fait plusieurs principes ergodiques, suivant la statistique considérée. Ici il s’agit de l’ergodicité en moyenne, car on suppose l’égalité de la moyenne d’ensemble de X et de la moyenne spatiale d’une de ses réalisations. Les autres possibilités qu’on peut considérer sont notamment les ergodicités en distribution et en autocorrélation.

4Il s’agira d’ergodicité en moyenne, en distribution ou en autocorrélation, étant donné le contexte.

66 V.3: Moyenne locale et moyenne globale

rappelle qu’il s’agit de l’ensemble des points u tels que |r − u| � ρ. Plus précisément,

μ_ρ(r) = 1 V_ρ � B_ρ (r)

X(u)du où V_ρ = V_n [B_ρ(r)] est le volume d’une boule de rayon ρ en dimension n. (8)

V.3.b Définition et unicité de la moyenne globale

Supposons que la moyenne locale μ_ρ(r) tende, pour ρ → ∞, vers une constante finie notée μ(r), qu’on peut considérer comme étant une moyenne globale de X dépendant a priori de la position,

μ(r) = lim_{ρ→∞} μ_ρ(r)

On peut en fait montrer sans difficulté que cette limite ne dépend pas de r. En effet, si on prend deux positions r_1 et r_2, et qu’on se place dans le cas où ρ � |r_2 − r_1|, alors la différence entre les deux moyennes locales est majorée simplement et brutalement par

|μ_ρ(r_1) − μ_ρ(r_2)| �

V_n [B_ρ(r_1) ∪ B_ρ(r_2)] − V_n [B_ρ(r_1) ∩ B_ρ(r_2)] V_ρ

||X||_∞,

où l’on a utilisé le fait que, X étant supposé borné, sa norme infinie ||X||_∞ = sup{|X(r)| ; r ∈ R^n} existe, et que l’intégrale de X sur une région E est inférieure, en valeur absolue, au produit de ||X||_∞ par le volume V_n(E) de cette région. Le volume V_ρ d’une boule quelconque de rayon ρ est identique quel que soit le centre de la boule. Quant au numérateur, il s’agit du volume de l’ensemble des points qui sont dans l’union exclusive des boules B_ρ(r_1) et B_ρ(r_2).

La forme de cette majoration se comprend aisément à l’aide de la figure V.2, qui suppose n = 2 pour simplifier. La contribution à la différence μ_ρ(r_1)−μ_ρ(r_2) d’un élément de volume contenu dans l’intersection des deux boules étant évidemment nulle, seules comptent les régions de l’espace R^n contenues dans une boule et pas dans l’autre, ce que traduit le numérateur de l’équation précédente. Faisant tendre ρ vers

r_1 r_2

B_ρ(r_1) B_ρ(r_2)

Fig. V.2 – Représentation schématique de la démonstration de l’unicité de la moyenne globale. Les boules de rayon ρ et de centres respectifs r_1 et r_2 se recouvrent d’autant plus que ρ est grand. La figure de gauche montre le cas |r_2 − r_1| � ρ, et celle de droite le cas |r_2 − r_1| � ρ.

l’infini, les deux boules se recouvrent de plus en plus, de sorte que le volume de leur union exclusive, rapporté à celui d’une boule, tend vers 0. On en déduit que, si l’une des deux moyennes globales μ(r_1) ou μ(r_2) existe, alors l’autre existe également et elles ont la même valeur μ. Si cette valeur est égale à la moyenne d’ensemble m, le processus est ergodique. Dans toute la suite, on supposera que les champs considérés possèdent tous une unique moyenne globale.

Il est par ailleurs intéressant d’introduire ici, dans l’optique de ce qui va suivre, un champ stochastique tronqué qu’on définit comme X_ρ(r) = X(r)⊓_ρ(r) où la fonction ⊓_ρ est donnée par

⊓_ρ(r) = � 1 si |r| � ρ 0 si |r| > ρ avec |r| le module de r dans l’espace euclidien R^n.

On peut alors écrire la moyenne globale sous la forme m = lim_{ρ→∞} μ_ρ(0) = lim_{ρ→∞} � 1 V_ρ � X_ρ(r)dr � .

V.4 Fonction d’autocorrélation

V.4.a Définition

Les précautions précédentes étant prises quant à la définition de la moyenne d’une réalisation d’un champ stochastique X, il convient de s’intéresser à ses fluctuations, puisque ce sont elles qui doivent nous permettre de caractériser effectivement les propriétés statistiques de X, dans l’optique de les comparer à celles des champs observés. On peut sans perte de généralité faire l’hypothèse que μ = 0, ce qui ne change évidemment rien au problème de la caractérisation des fluctuations. Étant donné un champ stochastique X stationnaire, sa fonction d’autocorrélation A_X est donnée par

A_X (δ) = E {X(r)X(r + δ)} indépendamment de la position r.

Supposant que le champ X satisfait à l’hypothèse ergodique au sens de l’autocorrélation, il est possible d’assimiler A_X (δ) à une intégrale sur l’espace R^n de définition, soit

A_X (δ) = lim_{ρ→∞} � � � 1 V_ρ � B_ρ(r)

X(u)X(u + δ)du � � � indépendamment du centre r de la boule.

La valeur de la fonction d’autocorrélation pour un déplacement δ = 0 est bien évidemment égale à la variance du champ stochastique σ^2_X = A_X (0) = E � X^2(r) � , qu’on peut calculer comme

σ^2_X = lim_{ρ→∞} � � � 1 V_ρ � B_ρ(r)

X^2(u)du � � � avec la même remarque que précédemment.

Définissant la fonction d’autocorrélation A_{Xρ} du champ tronqué introduit plus haut par l’intégrale suivante^5, évidemment convergente puisque portant sur une fonction à support borné,

A_{Xρ} (δ) = � X_ρ(u)X_ρ(u + δ)du et en posant σ^2_{Xρ} = � X^2_ρ (u)du

on peut réutiliser la remarque faite précédemment sur l’unicité de la moyenne globale sous réserve d’existence, pour écrire que A_X est la limite de A_{Xρ} /V_ρ, quand ρ tend vers l’infini. En particulier, σ^2_X est la limite de σ^2_{Xρ} /V_ρ. Il est également possible de considérer une version normalisée de la fonction d’autocorrélation du champ tronqué, qu’on écrira comme a_{Xρ} (δ) = A_{Xρ} (δ)/σ^2_{Xρ} . Or on a A_{Xρ} (δ) ∼ V_ρA_X (δ) et σ^2_{Xρ} ∼ V_ρσ^2_X quand ρ tend vers l’infini. La limite de a_{Xρ} est donc égale à ce qu’on peut considérer légitimement comme la fonction d’autocorrélation normalisée a_X du champ stochastique complet, soit

lim_{ρ→∞} a_{Xρ} (δ) =

A_X (δ) σ^2_X

≡ a_X (δ).

V.4.b Propriétés

Il est évident que la fonction d’autocorrélation est réelle et paire, puisque A_X (−δ) = A_X (δ), le champ X étant supposé stationnaire. On peut également montrer qu’elle est définie positive, c’est-à dire que � i,j a_ia^∗_j A_X (δ_i − δ_j ) � 0 quels que soient les nombres complexes (a_k) et les déplacements (δ_k).

On notera que cette propriété se transmet au spectre de puissance de X. On a d’autre part vu, dans la section IV.5.a, qu’il existait une inégalité de Cauchy-Schwarz entre les espérances mathématiques impliquant

5On ne normalise pas ici par un volume, car le volume approprié dépendrait de δ, ce qui n’est pas souhaitable.

68 V.5: Spectre de puissance

deux variables aléatoires, inégalité qu’on peut réécrire pour un champ stochastique X et son translaté de δ selon

A^2_X (δ) � E{X^2(r)}E{X^2(r + δ)} = σ^4_X et par conséquent A_X (δ) � A_X (0).

La fonction d’autocorrélation atteint donc nécessairement son maximum absolu en δ = 0. On peut d’ailleurs le montrer en considérant la fonction de structure d’ordre deux, comme on le verra plus bas. Ce résultat montre également que la fonction d’autocorrélation normalisée est toujours inférieure ou égale à 1, valeur qu’elle atteint en δ = 0.

V.5 Spectre de puissance

V.5.a Problèmes de définition

Le spectre de puissance d’un champ stochastique X est a priori défini comme la transformée de Fourier de sa fonction d’autocorrélation. Cependant, avant de pouvoir écrire brutalement une relation le définissant explicitement, il convient de se pencher sur le problème de la convergence des intégrales de Fourier. En particulier, la transformée de Fourier de X(r) n’existe pas nécessairement, l’intégrale

^X(k) = � X(r)e^{−2iπk.r}dr n’ayant aucune raison de converger a priori.

Pour contourner cette difficulté on considère le champ stochastique tronqué X_ρ qu’on a défini plus haut. La convergence de l’intégrale définissant la transformée de Fourier de ce champ tronqué est évidente, puisqu’il s’agit en fait d’une intégrale sur un domaine fini de l’espace,

^X_ρ(k) = � X_ρ(r)e^{−2iπk.r}dr = � X(r)⊓_ρ(r)e^{−2iπk.r}dr avec ⊓_ρ nulle en dehors de la boule B_ρ(0).

Si l’on suppose que la transformée de Fourier ^X du signal complet existe, ^X_ρ s’écrit alors [Bracewell, 2000] comme le produit de convolution de celle-ci par la transformée de Fourier de ⊓_ρ. Cette dernière est une fonction de Bessel dont l’ordre dépend de la dimension n de l’espace et dont l’argument dépend du module de k. En particulier, dans le cas où l’on considère des processus unidimensionnels, elle prend la forme d’un sinus cardinal. Dans tous les cas, elle tend vers une distribution de Dirac quand le rayon ρ tend vers l’infini, étant donné que ⊓_ρ s’approche d’une fonction uniforme partout égale à un, d’où

lim_{ρ→∞} ^X_ρ = lim_{ρ→∞}( ^X ∗ ^⊓_ρ) = ^X ∗ lim_{ρ→∞} ^⊓_ρ = ^X ∗ δ = ^X.

Afin d’approcher le spectre de puissance de X, on peut commencer par écrire la transformée de Fourier P_{Xρ} de la fonction d’autocorrélation A_{Xρ} du champ tronqué X_ρ. Or celle-ci peut s’écrire comme le produit de convolution de X_ρ par un champ stochastique miroir, noté Y_ρ et défini par Y_ρ(r) = X_ρ(−r). Sa transformée de Fourier P_{Xρ} est donc égale au produit simple des transformées de Fourier respectives de X_ρ et de Y_ρ, qui sont en fait complexes conjuguées l’une de l’autre. Par conséquent,

P_{Xρ} (k) = | ^X_ρ(k)|^2 soit, en passant à la limite infinie lim_{ρ→∞} P_{Xρ} (k) = | ^X(k)|^2.

On peut alors légitimement considérer que cette limite constitue le spectre de puissance P_X (k) du champ stochastique complet, bien que [Papoulis, 1984] fasse remarquer qu’en fait, si l’on dispose du spectre de puissance P_X défini par une transformation de Fourier directe de la fonction d’autocorrélation A_X , le passage à la limite n’est rigoureusement vrai que pour l’espérance,

lim_{ρ→∞} E � P_{Xρ} (k) � = P_X (k), la variance E � P^2_{Xρ} (k) � ne tendant pas vers zéro.

En cas de difficulté, on peut également passer à la limite en partant de la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation normalisée du champ tronqué. Quoi qu’il en soit, on ne se posera plus ces problèmes de définition, et on écrira

P_X (k) = � A_X (δ)e^{−2iπk.δ} dδ et inversement A_X (δ) = � P_X (k)e^{2iπk.δ}dk, (9) en notant, comme le fait Bracewell [Bracewell, 2000], qu’on s’arrangera toujours pour que le spectre de puissance soit la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation, quitte à modifier quelque peu les définitions de ces deux quantités.

V.5.b Propriétés

La parité de la fonction d’autocorrélation pour un champ stochastique X réel entraîne celle du spectre de puissance, puisque le domaine d’intégration est symétrique. On peut donc considérer, comme on le fait effectivement couramment, que ce qu’on conviendra d’appeler spectre de puissance est la quantité

P_X (k) = P_X (k) + P_X (−k) = 2P_X (k) définie sur un demi-espace uniquement.

Remarquons également que le fait de partir d’un champ X réel permet d’écrire les définitions (9) sous la forme de transformations de Fourier en cosinus, du fait de la parité des fonctions A_X et P_X . L’expression alternative du spectre de puissance écrite plus haut, P_X (k) = | ^X(k)|^2, directement reliée au champ stochastique X, nous servira de façon essentielle au chapitre VII, lorsqu’on voudra construire des champs stochastiques ayant un spectre de puissance spécifié à l’avance. En particulier, prenant la valeur à l’origine de l’espace de Fourier, P_X (0) = | ^X(0)|^2 = E{X(r)}^2, on voit qu’elle est égale au carré de la moyenne du champ X. Dans le même ordre d’idées, l’intégrale du spectre de puissance sur tout l’espace de Fourier est en fait la variance σ^2_X du champ, puisque � P_X (k)dk = A_X (0) = E{X^2(r)} ce qui peut également se montrer par le théorème de Rayleigh.

V.5.c Calcul pratique

L’expression du spectre de puissance d’un champ quelconque X comme carré du module de la transformée de Fourier de ce champ permet de le calculer très simplement, les méthodes de transformation de Fourier numériques étant déjà connues et disponibles. C’est toujours par ce biais que l’on calculera les spectres de puissance des observables discutées aux chapitres XII et XIII, et non en passant par la fonction d’autocorrélation. On aurait même plutôt tendance à faire le chemin inverse et à calculer cette dernière à partir du spectre de puissance^6.

V.6 Les fonctions de structure

V.6.a Définition et relation avec la fonction d’autocorrélation

Il est possible de construire d’autres mesures des fluctuations d’un champ stochastique. Parmi elles, on note les fonctions de structure, dont on a déjà parlé au chapitre III au sujet de la caractérisation des écoulements turbulents. De manière générale, et étant donné un champ stochastique scalaire et stationnaire X, on définit sa fonction de structure d’ordre p par^7

S^{(p)}_X (δ) = E {[X(r + δ) − X(r)]^p} quelle que soit la position r.

Remarquons qu’au chapitre III, le caractère vectoriel du champ de vitesse nous avait incité à considérer des formes plus complexes, impliquant les différentes composantes de la vitesse. On utilisera peu les fonctions de structure dans ce travail, si ce n’est celle d’ordre deux, car elle est intimement liée à la fonction d’autocorrélation. En effet, en développant simplement l’expression ci dessus, on obtient

S^{(2)}_X (δ) = E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � = E � X^2(r + δ) + X^2(r) − 2X(r)X(r + δ) � = 2 � σ^2_X − A_X (δ) � , relation qu’on utilisera notamment aux chapitres X et XI et qui permet de montrer également que la fonction d’autocorrélation est toujours inférieure à σ^2_X . Comme il n’y aura pas de risque de confusion, on notera simplement S_X pour désigner la fonction de structure d’ordre deux.

6Notons tout de même que c’est à partir du calcul des fonctions d’autocorrélation qu’on déduira des propriétés du spectre de puissance des cartes de centroïdes aux chapitres X et XI.

7L’ordre p est a priori quelconque, mais si on le choisit non entier, la définition correcte des fonctions de structure doit faire intervenir une valeur absolue.

V.6.b Calcul pratique

D’un point de vue pratique, le calcul des fonctions de structure est ardu, pour plusieurs raisons. Tout d’abord parce qu’il faut a priori se donner un grand nombre de réalisations d’un même champ stochastique, ce qui n’est possible que dans le cas des modèles synthétiques qu’on introduira dans les chapitres suivants. Dans le cas contraire, il est nécessaire de s’appuyer sur le principe ergodique et de calculer la moyenne sur la position r des puissances des incréments du champ donnés par X(r + δ) − X(r), et ce pour toutes les séparations δ possibles, ce qui représente un temps de calcul de l’ordre du nombre de pixels du champ et peut devenir extrêmement long dans certains cas.

Afin de contourner ce problème, on peut calculer des fonctions de structure grossières (coarse structure functions), décrites par [Brunt et al., 2003], en procédant comme suit. On commence par découper le champ en un certain nombre de sous-ensembles disjoints, en utilisant une grille orthogonale dont les cellules ont toutes la même taille caractéristique L. On calcule ensuite, dans chacune de ces cellules, la moyenne locale du champ, puis les incréments du champ grossier résultant, le long des différentes directions principales. On élève ces incréments à la puissance p et on en fait la moyenne, ce qui donne une estimation de la fonction de structure d’ordre p pour les séparations de module L. La fiabilité de cette méthode approchée sera testée au chapitre VII dans le cadre de champs synthétiques dont la fonction de structure d’ordre deux est connue.

V.7 La Δ-variance

V.7.a Introduction : la variance d’Allan

Dans le cadre de l’étude de la stabilité des horloges atomiques, Allan [Allan, 1966] a introduit un autre outil statistique, adapté à l’analyse de signaux aléatoires unidimensionnels. Cet outil, la variance d’Allan, représente, pour une échelle de temps τ donnée, la variance des différences entre deux moyennes successives sur des durées τ. Présentée ainsi, on comprend pourquoi elle permet de caractériser les dérives de séries temporelles.

Plus précisément, et reprenant les notations de la section V.3, on écrit les moyennes locales du signal unidimensionnel X(t) sur une durée 2τ sous la forme de produits de convolution^8,

μ_τ = 1 2τ (X ∗ ⊓_τ ) , ce qui est immédiat d’après la définition de μ_τ .

La différence entre deux de ces moyennes locales successives peut également se mettre sous la forme d’une convolution, cette fois par des différences de distributions de Dirac, puisque

Δμ_τ (t) = μ_τ (t + τ) − μ_τ (t − τ) et donc Δμ_τ = μ_τ ∗ (δ_{−τ} − δ_τ ) avec δ_τ (t) = δ(t − τ).

On peut donc écrire Δμ_τ comme le produit de convolution de X par une fonction F_τ qu’on appellera down-up à la manière de [Stutzki et al., 1998], ce qui exprime bien sa forme, représentée sur la figure V.3. La variance d’un signal quelconque étant l’intégrale du spectre de puissance sur l’ensemble de l’espace de Fourier, et puisque la convolution se traduit par la multiplication des spectres de puissance^9, la variance d’Allan apparaît comme une moyenne filtrée du spectre de puissance du signal de départ,

σ^2_A(2τ ) = 1 2 � P_X (ν)P_{Fτ} (ν)dν où le facteur 1 2 est introduit pour des raisons historiques.

La fonction de filtrage se met sous la forme P_{Fτ} (ν) ∝ sin^4(2πντ)/(2πντ)^2 , donnée par [Stutzki et al., 1998]. En faisant varier la durée τ, on peut alors suivre l’évolution du spectre de puissance du signal X avec la fréquence ν, tout en améliorant la statistique par le biais d’une moyenne sur l’ensemble du spectre, ce qui différencie nettement cette méthode de celles fondées sur la simple transformation de Fourier.

8On choisit de considérer une durée 2τ uniquement pour alléger les notations, les formes correspondantes pour la durée τ étant triviales à écrire a posteriori.

9Ce qui est immédiat à partir du théorème de convolution, et en utilisant le fait que le spectre de puissance est égal au carré du module de la transformée de Fourier.

−2τ 2τ

1/2τ

−1/2τ t

F_τ

Fig. V.3 – Représentation graphique de la fonction down-up F_τ

Il est possible de choisir d’autres différences entre moyennes locales, de façon à jouer sur la fonction filtre dans l’expression de la variance d’Allan en Fourier. On obtient ainsi d’autres mesures statistiques sur le signal, faisant intervenir une fonction filtre différente. C’est l’idée à la base de l’introduction de la Δvariance, dont la nécessité devient évidente dès lors que l’on souhaite considérer des champs stochastiques en dimension supérieure. En effet, comme il n’existe pas de relation d’ordre sur R^n avec n > 1, la notion de moyennes “successives “ n’a pas de sens et il faut donc trouver une alternative. Assez naturellement, on va considérer des différences symétrisées, en commencant par le cas unidimensionnel.

V.7.b Cas des signaux unidimensionnels

Étant donné le processus stochastique X(t), on construit les doubles différences

Δ^sμ_τ (t) = μ_τ (t) − 1 2 [μ_τ (t − 2τ) + μ_τ (t + 2τ)] de sorte que la symétrie temporelle soit conservée.

Cette expression peut se voir comme la différence entre deux moyennes locales au même point, mais sur des échelles différentes. On utilisera justement cette approche dans la suite. Pour l’instant, et pour faire le lien avec ce qui précède, remarquons que Δ^sμ_τ peut se mettre sous la forme d’un produit de convolution, soit Δ^sμ_τ = X ∗ G_τ , où G_τ est la fonction down-up-down représentée sur la figure V.4. En prenant la variance de ces différences, qui forment un signal unidimensionnel, on obtient alors, de manière tout à fait semblable au cas précédent, une mesure statistique sur le signal X analogue à la variance d’Allan et qu’on nomme Δ-variance. Son expression en terme de spectres de puissance est semblable à celle écrite pour la variance d’Allan,

σ^2_Δ(2τ) = 1 2 � P_X (ν)P_{Gτ} (ν)dν avec P_{Gτ} (ν) = 4 sin^6 (2πντ) (2πντ)^2 . Les remarques faites précédemment au sujet de la variance d’Allan s’appliquent également à la Δ-variance, mais la différence principale entre les deux, on l’a souligné, est le fait qu’on puisse généraliser cette dernière au cas des champs stochastiques en dimension supérieure.

V.7.c Cas des dimensions supérieures

Considérant un champ stochastique X(r) défini sur un espace R^n avec n � 2, on construit, à la manière de ce qui a été fait en dimension un, la différence entre des moyennes locales prises au même point, mais portant sur des régions de l’espace de tailles différentes,

Δ^sμ_ρ(r) = q^n q^n − 1

[μ_ρ(r) − μ_{qρ}(r)] où le réel q > 1 donne le rapport des tailles considérées.

Habituellement, et pour maintenir la cohérence avec le cas unidimensionnel, on prend q = 3. On peut montrer [Stutzki et al., 1998] que cette différence revient à prendre le produit de convolution du champ

−3τ −τ τ 3τ

1/2τ

−1/4τ t

G_τ

Fig. V.4 – Représentation graphique de la fonction down-up-down G_τ

X avec une fonction généralisant la fonction down-up-down du cas unidimensionnel, qu’on notera G_{n,ρ}, et qu’on a représentée sur la figure V.5 dans le cas où n = 2. La variance du champ Δ^sμ_ρ est par définition la Δ-variance associée au champ stochastique X, qu’on peut écrire comme une moyenne filtrée du spectre de puissance de ce dernier sur l’espace de Fourier,

σ^2_Δ(2ρ) = 1 Σ_n � P_X (k)P_{Gn,ρ} (k)dk, (10)

le facteur de normalisation Σ_n étant la surface de la sphère unité en dimension n. Comme le montre Stutzki [Stutzki et al., 1998], la fonction filtre s’écrit à l’aide des fonctions de Bessel J_α et de la fonction Γ d’Euler,

P_{Gn,ρ} (k) = � 3^n 3^n − 1 Γ � n 2 + 1 � � 1 πkρ �n J_{n/2}(2πkρ) − � 1 3πkρ �n J_{n/2}(6πkρ)

�_2

, (11)

où k est bien évidemment le module du vecteur d’onde k. Les conclusions tirées du cas de la variance d’Allan restent valables ici. En particulier, on peut voir la Δ-variance à une échelle ρ comme une façon d’isoler le comportement du champ stochastique X à cette échelle, du fait que la fonction filtre présente un maximum pour un nombre d’onde k ≃ 1/(2πρ).

1/πρ^2

−1/8πρ^2 0 ρ �

3ρ �

Fig. V.5 – Représentation en perspective de la fonction down-up-down G_{2,ρ}.

V.7.d Mise en pratique

Le calcul pratique de la Δ-variance d’un champ X aux différentes séparations L souffre d’une difficulté semblable à celle affectant le calcul des fonctions de structure, dès lors qu’on souhaite la calculer dans l’espace direct et non en passant par le spectre de puissance. En effet, il faut procéder à la convolution du champ par un ensemble de noyaux de toutes les tailles possibles, en prenant d’autre part garde au problème des bords du champ. De même qu’il est possible de s’affranchir du problème posé par les fonctions de

Fig. V.6 – Illustration des algorithmes “POINT” (à gauche) et “PIX” (à droite). Sur chaque sous-figure, les deux cercles concentriques indiquent les rayons ρ et 3ρ. Sur la figure de gauche, les centres des pixels sont symbolisés par des croix, tandis que, sur la figure de droite, on représente leurs bords.

structure en en introduisant des versions grossières, on peut contourner la difficulté du calcul de la Δvariance en ne faisant ce dernier que pour certaines tailles ρ du noyau de convolution. Dans le cas particulier des champs bidimensionnels, on peut suivre la démarche de [Bensch et al., 2001], qu’on résume ici brièvement. Pour effectuer un produit de convolution d’images qui sont échantillonnées et non pas continues, il faut procéder à des approximations numériques. L’image convoluée Y = G_{2,ρ} ∗ X peut s’écrire alors en chaque pixel (i, j) comme

Y (i, j) = � k,l w(i − k, j − l)X(k, l) où w représente le noyau de convolution, centré sur le pixel (i, j).

La notation w plutôt que G_{2,ρ} dans cette forme s’explique par la discrétisation. En effet, idéalement, la fonction filtre devrait, à l’intérieur du disque et de l’anneau qu’on peut voir sur la figure V.5, prendre deux valeurs constantes et distinctes. Or tous les pixels ne sont pas équivalents vis-à-vis de ces régions particulières de l’espace bidimensionnel : certains sont plus ou moins recouverts par telle ou telle partie de la fonction filtre, comme le montre la partie droite de la figure V.6. Il y a donc ambiguïté quant au fait de savoir si un pixel donné fait partie de telle ou telle région et donc sur la valeur du noyau de convolution en ce point. Par conséquent, w est a priori différent de la fonction G_{2,ρ}. Parmi les choix possibles pour les poids w, on note les deux suivants : soit tous les pixels dont le centre est inclus dans une région donnée de la fonction filtre ont le même poids (algorithme “POINT”), soit ce poids est proportionnel à la fraction du pixel recouverte par le filtre (algorithme “PIX”). La contrainte supplémentaire étant que les sommes des poids, respectivement dans l’anneau et dans le disque, doivent être égales à l’unité, de sorte que pour une image plate, la convolution donne un résultat nul, comme attendu analytiquement. On verra au chapitre VII ce que donne cette méthode sur des champs stochastiques pour lesquels la Δ-variance est connue.

Il est possible de calculer la Δ-variance en passant par l’espace de Fourier, mais cette approche est sujette à caution lorsque les champs considérés ne sont pas périodiques, car les effets de bord affectant le spectre de puissance se retrouvent alors nécessairement dans l’équation (10).

En conclusion, que l’on utilise le spectre de puissance, la fonction d’autocorrélation, les fonctions de structure ou la Δ-variance, le problème de la caractérisation des champs stochastiques est ainsi mis en lumière sous une forme qu’on pourrait résumer par la question suivante : comment décrire les fluctuations d’un tel champ, en fonction de l’échelle à laquelle on les considère ? C’est cette approche qui est à la base de la géométrie fractale, objet du prochain chapitre. �

74 V.7: La Δ-variance

CHAPITRE VI

Géométrie fractale

VI.1 Introduction

La géométrie des systèmes physiques, depuis les échelles microscopiques jusqu’aux échelles astronomiques, joue un rôle central dans la compréhension et la modélisation de la nature. Qu’il s’agisse de cristaux, d’écoulements, de molécules, de galaxies, ou encore des structures du milieu interstellaire, la description des objets de la physique passe inévitablement par une étape géométrique. Ainsi, les figures classiques de la géométrie héritée de la Grèce antique ont occupé une place centrale dans le développement de la physique moderne. On peut citer la modélisation des orbites planétaires par des ellipses, celles des trajectoires de mobiles isolés par des droites, ou encore l’interprétation des figures de diffraction de rayons X par des cristaux réguliers. Plus frappante encore est l’application réussie d’une géométrie alternative, en l’occurrence la géométrie riemannienne, à une théorie physique, la relativité générale d’Einstein. Pourtant, de nombreux systèmes physiques échappent à ces modélisations simples, et requièrent une géométrie plus appropriée et plus sophistiquée. Il est difficilement concevable, par exemple, de se contenter de modéliser un nuage atmosphérique par une sphère, tant un tel système peut prendre de formes diverses. On peut également penser aux avalanches, dont la compréhension nécessite une modélisation adéquate des surfaces complexes sur lesquelles elles ont lieu. On peut encore évoquer la croissance de certains cristaux, dont les formes sont trop spécifiques pour pouvoir être correctement modélisées par des figures simples. C’est le rôle de la géométrie fractale que de fournir les outils adaptés à la description de ces systèmes complexes. Le concept de “fractal” a été introduit par le mathématicien français Benoît Mandelbrot au cours des années 1960-1970 [Mandelbrot, 1967] et cette nouvelle branche des mathématiques ainsi que le champ de ses applications ont connu depuis un essor prodigieux. Mandelbrot a ainsi écrit de nombreux ouvrages (voir par exemple [Mandelbrot, 1982]) traitant de la géométrie fractale de phénomènes issus de domaines aussi divers que la biologie, la turbulence, ou encore l’économie. Cependant, l’existence de “fractals naturels” tels que les frontières de nuages ou les surfaces topographiques ne doit pas autoriser à les confondre arbitrairement, à toutes les échelles, avec les fractals mathématiques, qui sont leur modélisation^1. Mandelbrot évite de donner une définition trop précise de ce qu’est un ensemble fractal, et ce parce que, quelle que soit la définition adoptée, il existe toujours des objets échappant à celle-ci et qu’il est pourtant impossible de ne pas qualifier de fractal. C’est pourquoi il est plus judicieux de considérer une liste de propriétés assez générales et de décider, sur cette base, si un ensemble est fractal ou non. Suivant [Falconer, 1990], on parlera d’un ensemble fractal F si, typiquement :

▷ F possède de la structure à des échelles arbitrairement petites.

▷ F est trop irrégulier pour pouvoir être décrit en termes de figures géométriques traditionnelles, que ce soit localement ou globalement.

▷ F possède, d’une certaine manière, une propriété d’autosimilarité.

▷ On peut assigner à F une “dimension fractale”, habituellement plus grande que sa dimension topologique, laquelle est un entier dont la valeur est en générale évidente^2.

La dimension fractale permet de caractériser l’irrégularité d’un ensemble fractal. Il en existe diverses définitions, qui ne sont pas toutes applicables à tous les types d’ensembles^3, mais on va s’intéresser ici plus

1Cette remarque vaut également dans le cadre de la géométrie classique : il n’existe pas de ligne droite ou de sphère parfaite dans la nature.

2Par exemple, la dimension topologique d’un ensemble de points discrets est nulle. Elle vaut 1 si chaque point de l’ensemble possède des voisinages arbitrairement petits dont l’intersection avec l’ensemble n’est pas réduite au point considéré et si la frontière de l’ensemble est de dimension topologique 0.

3On pense en particulier à la dimension de similitude, qui n’a de sens que pour une classe très particulière d’ensembles strictement autosimilaires.

76 VI.2: Mesure et dimension de Hausdorff

particulièrement aux dimensions de Hausdorff et de boîte.

VI.2 Mesure et dimension de Hausdorff

VI.2.a Mesure de Hausdorff

Définition

La mesure de Hausdorff d’un ensemble consiste à donner une idée de la taille de cet ensemble en le recouvrant par toute une série de parties “étalons”. Grossièrement, il s’agit donc de formaliser à des ensembles complexes l’idée simple selon laquelle, pour mesurer une distance par exemple, on reporte une règle ou tout autre instrument de mesure un certain nombre de fois, et que ce nombre caractérise la taille de l’ensemble étudié. Cette idée a été introduite par Carathéodory en 1914 puis appliquée par Hausdorff en 1919. On considère donc un sous ensemble F de R^n, et on se donne un réel r > 0. On suppose qu’il existe un ensemble au plus dénombrable de parties U_i de R^n dont le diamètre^4 est |U_i| � r, et tel que F soit contenu dans l’union des U_i. La famille {U_i} est alors un r-recouvrement de F . Il est par ailleurs évident que si r^′ � r, alors {U_i} est aussi un r^′-recouvrement de F .

Si maintenant on se donne un réel s � 0, on peut définir le nombre suivant

H^s_r(F ) = inf � � i |U_i|^s ; {U_i} est un r-recouvrement de F � . On peut comprendre que lorsque r décroît, H^s_r(F ) diminue. Or H^s_r(F ) � 0, donc il existe une limite à H^s_r(F ) pour r tendant vers 0, notée H^s(F ) et qu’on appelle mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de F .

r

Fig. VI.1 – Exemple de r-recouvrement d’un ensemble de points du plan par des parties de R^2. Ce recouvrement n’est de toute évidence pas optimal.

Propriétés

On peut montrer que H^s(F ) est effectivement une mesure, mais cela ne nous concernera pas ici. Il est cependant utile de remarquer que la mesure de Hausdorff généralise les idées familières de longueur, d’aire et de volume. Plus précisément, si F est un borélien^5 de R^n, alors H^n(F ) = c_nV_n(F ), où V_n(F ) désigne le volume classique de F en dimension n, et c_n est une constante égale à l’inverse du volume de la boule unité en dimension n.

De même, si F est un sous ensemble “régulier” de R^n de dimension topologique m strictement inférieure à n, on a H^m(F ) = c_mV_m(F ). En particulier, si F est un ensemble fini de points, H^0(F ) est égal au cardinal de F , et si F est une courbe lisse, H^1(F ) en donne la longueur.

4On rappelle que le diamètre d’un ensemble E est la plus grande distance séparant deux points de cet ensemble, ce qu’on peut écrire mathématiquement sous la forme |E| = sup ˘ |x − y| ; (x, y) ∈ E^2 ¯ . 5Les boréliens de R^n sont les éléments de la plus petite tribu de R^n contenant les ouverts.

La mesure de Hausdorff étant donc une généralisation des concepts de longueur, d’aire et de volume, elle possède des propriétés similaires dans les changements d’échelles. En effet, si on se donne λ > 0, alors H^s(λF ) = λ^sH^s(F ), avec la notation évidente λF = {λx ; x ∈ F }. La démonstration est sans difficulté et on la trouvera dans [Falconer, 1990]. De manière plus générale, on peut considérer le cas d’une transformation g de F dans R^n satisfaisant à une condition de Hölder d’exposant α,

(x, y) ∈ F^2 ⇒ |g(x) − g(y)| � c|x − y|^α avec c > 0.

Dans ce cas, on a une relation entre les mesures de Hausdorff de g(F ) et de F , sous la forme

H^{s/α} [g(F )] � c^{s/α}H^s(F ) (12)

En effet, si {U_i} est un r-recouvrement de F , et puisque |g(F ∩ U_i)| � c|U_i|^α, alors {g(F ∩ U_i)} est un ϵ-recouvrement de g(F ) avec ϵ = cr^α. Ainsi, on a � i |g(F ∩ U_i)|^{s/α} � c^{s/α} � i |U_i|^s de sorte que H^{s/α}_ϵ [g(F )] � c^{s/α}H^s(F ),

ce qui donne bien le résultat annoncé dans la limite ϵ → 0. L’intérêt des transformations satisfaisant à la condition de Hölder - qui implique par ailleurs la continuité de ces fonctions - apparaîtra clairement lorsque l’on parlera des mouvements browniens fractionnaires, au chapitre VII. Pour α = 1, on dit que g est lipschitzienne et on a une relation portant sur les mesures de Hausdorff de même dimension, à savoir H^s [g(F )] � c^sH^s(F ). En particulier les isométries (translations, rotations, symétries) font partie de cette classe de fonctions, et plus spécifiquement, puisqu’alors |g(x) − g(y)| = |x − y|, on a H^s [g(F )] = H^s(F ), comme on pouvait s’y attendre.

VI.2.b Dimension de Hausdorff

Définition

La dépendance en s de la mesure de Hausdorff telle que définie ci-dessus permet de définir la dimension fractale dite “dimension de Hausdorff” d’un ensemble F de points. Pour cela remarquons d’abord que si {U_i} est un r-recouvrement de F et si on a s^′ > s, alors � i |U_i|^{s′} � r^{s′−s} � i |U_i|^s ⇒ H^{s′}_r (F ) � r^{s′−s}H^s_r(F ).

Par conséquent, si la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de F est finie, sa mesure s^′-dimensionnelle est nulle, en passant à la limite r → 0. Le même raisonnement permet de montrer que si s^′ < s, la mesure s^′-dimensionnelle de F est infinie. Il existe donc une valeur critique de s, appelée dimension de Hausdorff de F , pour laquelle la mesure de Hausdorff passe d’une valeur infinie à 0,

D_h(F ) = inf {s | H^s(F ) = 0} = sup {s | H^s(F ) = ∞} .

Il est important de noter que la valeur de la mesure de Hausdorff pour s = D_h(F ) n’est pas nécessairement finie non nulle.

Propriétés

La dimension de Hausdorff possède les propriétés qu’on est en droit d’attendre d’une dimension. En particulier, si F est un ouvert de R^n, il contient une boule non réduite à son centre, et sa dimension de Hausdorff est bien n. De même, si F est une variété de dimension topologique m plongée dans R^n, on a D_h(F ) = m. La dimension de Hausdorff est également monotone, car si E ⊂ F , alors D_h(E) � D_h(F ). Enfin, si l’on considère un ensemble au plus dénombrable de parties de R^n, la dimension de Hausdorff de leur union est égale à la borne supérieure des dimensions de Hausdorff de chacune des parties. Par exemple, la dimension de Hausdorff d’un ensemble dénombrable de points est nulle.

78 VI.3: Dimension de boîte

D’autre part, les propriétés de la mesure de Hausdorff vis-à-vis des transformations se transposent au cas de la dimension de Hausdorff. En particulier, si g est une fonction définie sur F et à valeurs dans R^m satisfaisant une condition de Hölder d’exposant α,

(x, y) ∈ F^2 ⇒ |f(x) − f(y)| � c|x − y|^α alors D_h[g(F )] � 1 α D_h(F ), (13)

ce qu’on peut montrer sans difficulté [Falconer, 1990] à partir de la relation (12). En particulier, pour une transformation bi-lipschitzienne, pour laquelle on a une double inégalité,

(x, y) ∈ F^2 ⇒ c_2|x − y| � |f(x) − f(y)| � c_1|x − y|,

la dimension de Hausdorff est conservée, ce qui constitue une invariance fondamentale, en ce sens qu’il n’existe donc pas de correspondance bi-lipschitzienne entre ensembles de dimensions de Hausdorff différentes, ce qui permet une classification des ensembles. Une approche de la géométrie fractale est ainsi de considérer comme identiques des ensembles possédant une telle correspondance, et étant donc de même dimension de Hausdorff.

Il convient cependant de remarquer que le calcul analytique direct de la dimension de Hausdorff d’un ensemble peut se révéler très difficile, voire impossible, et c’est en partie pour cette raison que d’autres dimensions fractales ont été introduites, comme la dimension de boîte.

VI.3 Dimension de boîte

VI.3.a Définitions alternatives d’une dimension fractale

La remarque faite au début de la section VI.2, selon laquelle la mesure de Hausdorff est une formalisation de la manière empirique de “mesurer” un objet, est au centre des diverses définitions de dimension fractale. On se donne une échelle r et on mesure un ensemble F à cette échelle, sans se soucier des irrégularités plus petites que r. C’est en observant le comportement de cette “mesure” M_r(F ) lorsque r tend vers 0 qu’on peut en déduire un nombre caractérisant la dimension de l’ensemble, typiquement comme exposant d’une loi de puissance de la forme M_r(F ) ∼ cr^{−d}. La dimension d est alors par exemple calculée par extrapolation d’un ensemble de points en coordonnées logarithmiques,

d = lim_{r→0} ln M_r(F )

− ln r . La définition de la “mesure” M_r(F ) laisse une grande latitude permettant de construire des dimensions fractales variées, de sorte qu’il ne faut pas s’attendre à ce qu’elles donnent toutes les mêmes valeurs, même pour des ensembles simples. Ce qu’on demandera en revanche à une dimension, c’est de posséder certaines des propriétés de la dimension de Hausdorff, telles que décrites plus haut [Falconer, 1990].

VI.3.b Dimension de boîte

La dimension de boîte (box-counting dimension ou box dimension) est l’une des définitions alternatives les plus utilisées, en raison de la facilité relative avec laquelle elle peut être calculée, directement ou empiriquement. Son origine historique est difficile à retracer, et on pourra la retrouver sous les noms de dimension de Kolmogorov, dimension d’entropie ou encore dimension d’information. Soit F une partie bornée de R^n. On considère les r-recouvrements de F . Il est clair qu’il en existe de cardinal fini^6, puisque F est bornée. On peut donc sans difficulté définir N_r(F ) comme étant le nombre minimum de parties de R^n de diamètre au plus r nécessaires pour recouvrir F . On définit alors la dimension de boîte de F par

D_b(F ) = lim_{r→0} ln N_r(F ) − ln r . On peut montrer, en ce qui concerne les parties recouvrant F , qu’il est possible de se limiter à des boules disjointes de diamètre r centrées sur des points de F , ou encore aux pavés n-dimensionnels de côté r, sans

6Voir la figure VI.1.

que la dimension de boîte en soit affectée. Ce dernier choix facilite d’ailleurs considérablement le calcul pratique. En effet, il suffit de construire un ensemble de grilles de taille décroissante sur R^n, et pour chaque taille de compter combien de boîtes contiennent au moins un point de l’ensemble F . Le comportement de ce nombre en fonction de la taille fournit la dimension de boîte de F .

Les propriétés de la dimension de boîte sont semblables à celles de la dimension de Hausdorff. En particulier, si F est une variété “régulière” de R^n, de dimension topologique m, alors D_b(F ) = m. D’autre part la propriété de monotonie s’applique aussi à la dimension de boîte. Enfin, celle-ci se comporte exactement comme la dimension de Hausdorff vis-à-vis des transformations bi-lipschitziennes ou Hölder. D’autres propriétés, plus ou moins désirables, de la dimension de boîte sont étudiées dans [Falconer, 1990].

VI.4 Techniques analytiques de calcul des dimensions fractales

VI.4.a Estimation directe

Le calcul des dimensions fractales d’ensembles de points de R^n, en particulier de la dimension de Hausdorff, est en général difficile de manière directe, mais on peut souvent assez facilement en obtenir un majorant “évident”, qui se révèle également souvent être la valeur correcte de la dimension, bien que la démonstration de cette égalité puisse être particulièrement ardue.

Pour obtenir un tel majorant de la dimension de Hausdorff, il suffit d’évaluer, pour des r-recouvrements {U_i} particuliers de F , les sommes de leurs diamètres élevés à la puissance s. Réciproquement, si l’on souhaite obtenir un minorant, il faut impérativement considérer tous les recouvrements possibles de F , pour lesquels les différentes parties n’ont pas nécessairement toutes le même diamètre. Il est possible de contourner ce problème en faisant remarquer que si un seul U_i recouvre une grande partie de F , sa contribution mesurée par |U_i|^s ne peut être petite, et donc ce recouvrement ne s’approche pas de la borne inférieure qu’est la mesure de Hausdorff de F . En fait, les méthodes de calcul de la dimension de Hausdorff reposent beaucoup sur un compromis entre la “taille” |U|^s d’une partie et le recouvrement de F qu’elle permet, mesuré par μ(U) où μ est une distribution de masse^7 sur F .

Ainsi, si l’on suppose qu’il existe deux réels c > 0 et r > 0 tels que pour toute partie U de R^n

|U| � r ⇒ μ(U) � c|U|^s alors H^s(F ) � 1 c μ(F ) et s � D_h(F ) � D_b(F ),

ce qui fournit théoriquement assez simplement un minorant s de la dimension de Hausdorff de F .

VI.4.b Méthodes potentielles

L’inconvénient de la méthode directe décrite ci-dessus est qu’il est vite nécessaire de calculer les masses d’un grand nombre de petites parties U, ce qui peut se révéler fastidieux. On introduit donc une méthode permettant de remplacer ces évaluations par celle de la convergence d’une seule intégrale. On définit ainsi, pour s � 0, le s−potentiel V_s(x) en un point x de R^n dû à la distribution de masse μ, et la s-énergie E_s(μ) associée, par les relations

V_s(x) = � dμ(y) |x − y|^s et E_s(μ) = � V_s(x)dμ(x) = � dμ(x)dμ(y) |x − y|^s . On peut alors montrer [Falconer, 1990] que s’il existe une distribution de masse μ sur F telle que la sénergie E_s(μ) < ∞, alors H^s(F ) = ∞ et D_h(F ) � s, ce qui fournit un minorant de la dimension de Hausdorff de F .

VI.5 Projection d’ensembles fractals

La nécessité d’étudier les propriétés des projections orthogonales d’ensembles fractals sur des sous-espaces est soulignée, dans le contexte des structures complexes du milieu interstellaire, par le fait que nous ne pouvons évidemment n’en observer qu’une projection sur le plan du ciel, bien qu’il s’agisse de structures

7Par définition, une distribution de masse sur une partie E de R^n est une mesure sur R^n dont le support est contenu dans E et telle que 0 < μ(E) < ∞.

80 VI.6: Fractals autosimilaires et autoaffines

tridimensionnelles. Si l’on se réfère aux ensembles réguliers de R^3, on voit que dans le cas le plus général, la projection d’une courbe de dimension 1 est également de dimension 1, tandis que les projections d’ensembles de dimension 2 et 3 sont toutes de dimension 2. Qu’en est-il si l’on considère un ensemble F de dimension de Hausdorff D_h(F ) non entière ?

On se place d’abord dans le cas d’un borélien F du plan R^2, et l’on considère sa projection p_θ(F ) sur la droite L_θ passant par l’origine et faisant un angle θ avec l’axe horizontal. On dispose alors d’un théorème de projection comportant deux parties :

Si D_h(F ) � 1 alors D_h[p_θ(F )] = D_h(F ) et si D_h(F ) > 1 alors D_h[p_θ(F )] = 1.

Dans les deux cas, le résultat est valable pour presque tous les angles θ ∈ [0, 2π[, c’est-à-dire qu’il n’est pris en défaut que pour un ensemble de valeurs de θ de mesure nulle, et en pratique on ne s’en souciera donc pas. Une démonstration de ce résultat, donnée par [Falconer, 1990], repose sur une méthode potentielle, mais on ne la détaillera pas ici.

Ces propositions peuvent se généraliser sans difficulté au cas d’une partie F de R^n avec n > 2. On se donne 0 < k < n et on note G_{n,k} l’ensemble des “plans” de R^n de dimension k passant par l’origine. Soit π un tel plan et p_π(F ) la projection orthogonale de F sur celui-ci. On a alors le résultat suivant

Si D_h(F ) � k alors D_h[p_π(F )] = D_h(F ) et si D_h(F ) > k alors D_h[p_π(F )] = k,

dans les deux cas pour presque tous les plans π ∈ G_{n,k}, c’est-à-dire que pour chacun de ces deux résultats, l’ensemble des plans pour lesquels il n’est pas valable est de mesure nulle. En particulier, si une structure de l’espace tridimensionnel possède une projection sur le plan du ciel de dimension de Hausdorff inférieure à 2, alors on peut sans crainte supposer que la structure initiale est de même dimension. D’autre part, il existe un résultat qui, bien que sans lien direct avec ce qui nous intéresse, montre bien la complexité de l’étude des fractals. En effet, il est possible de montrer que si l’on se donne un espace R^n et qu’à chaque plan π ∈ G_{n,k} (avec 0 < k < n) on affecte un ensemble donné U_π ⊂ π alors il existe un ensemble F ⊂ R^n tel que presque toutes les projections p_π(F ) ne diffèrent de U_π que par un ensemble de points de mesure nulle. Grossièrement, cela signifie qu’on peut - théoriquement - construire un fractal F ayant toutes les projections que l’on veut. Falconer [Falconer, 1990] illustre cette idée en imaginant un cadran solaire tel que l’ombre du fractal change au fur et à mesure de la course du Soleil en indiquant constamment l’heure sous forme numérique.

VI.6 Fractals autosimilaires et autoaffines

VI.6.a Méthode de construction

De nombreux ensembles fractals sont faits de parties qui, en un certain sens, sont identiques au tout. Ces propriétés permettent en fait bien souvent de définir un fractal, comme on l’a d’ailleurs suggéré au chapitre II. Plus précisément, on les définit comme étant des ensembles invariants par des transformations particulières appelées contractions. Une contraction S n’est rien d’autre qu’une transformation lipschtizienne définie sur un fermé D de R^n réduisant la distance entre les points,

(x, y) ∈ D^2 ⇒ |S(x) − S(y)| � c|x − y| avec 0 < c < 1.

Dans le cas où il y a égalité, on dit que S est une similitude. Si on se donne un ensemble fini (S_1, . . . , S_m) de similitudes sur D, alors un ensemble F ⊂ D invariant par celles-ci, tel que F = m� i=1 S_i(F ) est souvent un fractal. (14)

On dit que F est autosimilaire. Un exemple typique est celui de l’ensemble classique de Cantor, dont la construction est illustrée sur la figure VI.2 et qui est invariant pour les transformations

S_1 : x −→ x 3 et S_2 : x −→ x 3 + 2 3 .

p = 0

p = 1

p = 2

p = 3

p = 4

Fig. VI.2 – Construction de l’ensemble de Cantor classique par application successive de l’ensemble des deux transformations S_1 et S_2. Un fractal est obtenu après un nombre infini de transformations.

En fait on peut montrer qu’il existe une unique partie F , non vide et compacte, invariante sous un ensemble de similitudes. Et cette partie est en fait l’intersection de tous les itérés de n’importe quel sous-ensemble E de R^n, ce qui donne à F un caractère de limite d’une suite d’ensembles appelés préfractals, dont on voit d’ailleurs quelques exemples sur la figure VI.2.

VI.6.b Dimension des fractals autosimilaires

La méthode de construction décrite ci-dessus est assez simple pour qu’on puisse supposer que la dimension fractale de l’ensemble F obtenu in fine soit calculable en principe. Cette idée provient du fait que les premières dimensions fractales ont précisément été calculées sur de tels ensembles, en utilisant la notion de dimension de similitude, reliant l’évolution du nombre de petites répliques d’une figure génératrice - le premier préfractal - au rapport des tailles d’une étape à l’autre. C’est ainsi qu’on trouve que la dimension de l’ensemble classique de Cantor est de ln 2/ln 3.

On dispose en effet d’un résultat en ce sens. Si l’on se donne m similitudes S_i caractérisées par des constantes c_i, telles que les composantes S_i(F ), où F est l’invariant au sens de l’équation (14), ne se recouvrent pas trop^8, alors on peut affirmer que

D_h(F ) = D_b(F ) = s avec s solution de m� i c^s_i = 1.

Notons que dans le cas où l’on a affaire à des contractions qui ne sont pas des similitudes, on peut écrire les majorations D_h(F ) � s et D_b(F ) � s, où s est toujours la solution de l’équation précédente. Cette méthode permet de calculer les dimensions de Hausdorff et de boîte d’un grand nombre d’ensembles fractals construits par la méthode du VI.6.a.

VI.6.c Ensembles autoaffines

Il s’agit d’une surclasse des ensembles autosimilaires, et leur définition est analogue, à ceci près que les transformations (S_1, . . . , S_m) sont maintenant supposées être des transformations affines,

∀x ∈ R^n S_i(x) = T_i(x) + b_i avec b_i ∈ R^n et T_i : R^n −→ R^n une transformation linéaire.

Ainsi les transformation S_i sont des combinaisons de translations, de rotations, de contractions, de dilatations, et de symétries. Notons que la différence essentielle avec les similitudes est que les rapports de distance sont différents suivant la direction. Par ailleurs, il est beaucoup moins aisé de trouver la dimension fractale d’ensembles autoaffines, bien qu’il existe un résultat valable dans certains cas particuliers, dont on ne parlera pas ici.

L’importance des notions d’autosimilarité et d’autoaffinité est mise en évidence par la facilité avec laquelle elles peuvent être mises à profit pour modéliser des systèmes naturels tels que fougères, arbres, ou encore nuages [Falconer, 1990], mais il est en revanche généralement difficile, étant donnée une image naturelle, de trouver les transformations S_i et l’invariant F modélisant “au mieux” l’image.

8C’est-à-dire qu’il existe un ouvert V borné et non vide contenant l’union disjointe de ses images S_i(V ).

82 VI.7: Graphes de fonctions

VI.6.d Notions d’autosimilarité et d’autoaffinité statistiques

L’ensemble classique de Cantor, tel que représenté sur la figure VI.2, est autosimilaire au sens strict. De nombreux autres ensembles fractals, égalements construits de manière récursive et parfaitement déterministe, présentent cette propriété d’autosimilarité, ou celle d’autoaffinité. Cependant, il est souvent nécessaire de recourir à des fractals aléatoires pour modéliser un système physique, comme on le verra dans la suite, auquel cas on ne peut pas utiliser ces propriétés telles quelles. On introduit alors les notions d’autosimilarité et d’autoaffinité statistiques, définies par analogie avec leurs versions “strictes”. Prenons l’exemple d’un ensemble fractal F autosimilaire. Il existe donc une similitude S telle que F = S(F ), c’est-à-dire que chaque partie de F est identique strictement au tout. Pour un fractal aléatoire F , le versant “statistique” de cette propriété est de dire que chaque partie de F est équivalente, statistiquement parlant à l’ensemble F entier, c’est-à-dire que les nombres caractéristiques tels que moyenne ou variance ont un comportement simple dans les changements d’échelle. Plus généralement, F est statistiquement autosimilaire (respectivement statistiquement autoaffine) si on peut l’écrire comme une union finie disjointe de parties, chacune d’entre elles étant statistiquement équivalente à la transformée de F par une similitude (respectivement, par une affinité) [Feder, 1988]. On verra cela en particulier dans le contexte des mouvements browniens au chapitre VII.

VI.7 Graphes de fonctions

VI.7.a Dimensions des graphes

Une classe particulièrement importante d’ensembles fractals est celle constituée des graphes de fonctions. En effet, on s’aperçoit que les évolutions d’un grand nombre de quantités enregistrées au cours du temps^9 présentent des propriétés fractales. Il en va ainsi par exemple des courbes de température ou de hauteur d’eau dans un fleuve. C’est d’ailleurs en étudiant ce dernier problème à propos du Nil que Hurst a introduit l’exposant qui porte son nom et dont on reparlera au chapitre suivant [Feder, 1988]. Étant donnée une fonction X de [a, b] dans R, on définit le graphe de X comme étant l’ensemble

G_X = {(t, X(t)) ; a � t � b} , (15)

qui définit donc un ensemble de points dans R^2. Si une fonction C^1 possède nécessairement un graphe de dimension 1, il est cependant possible de construire des fonctions continues variant de manière suffisamment irrégulière pour que D_h(G_X ) > 1. C’est le cas de la fonction de Weierstrass, définie sur [0, 1] par

W : t −→ � k⩾1 λ^{(s−2)k} sin � λ^kt � pour λ > 1 et 1 < s < 2.

Si λ est assez grand, on montre que D_b(G_W ) = s. On ne sait en revanche pas prouver que sa dimension de Hausdorff est aussi s, bien qu’on ait des raisons de le supposer.

Dans ce contexte, une propriété utile à remarquer pour la suite est que si X est une fonction continue de [0, 1] dans R telle qu’il existe deux réels c > 0 et s ∈ [1, 2] avec

(t, u) ∈ [0, 1]^2 ⇒ |X(t) − X(u)| � c|t_u|^{2−s} alors D_h(G_X ) � D_b(G_X ) � s. (16)

On a également une propriété symétrique, toujours avec c > 0 et s ∈ [1, 2], et un réel r_0 tel que pour tout t et pour tout r � r_0 on puisse trouver un point u satisfaisant |t − u| � r et |X(t) − X(u)| � cr^{2−s}, alors s � D_b(G_X ). Cette double propriété nous servira au VI.7.b.

On peut également construire des ensembles autoaffines en imposant une condition de continuité entre les images de l’invariant F par les différentes transformations S_i de sorte que F peut être vu comme un graphe d’une fonction continue. La dimension de boîte est alors reliée simplement aux coefficients des transformations affines. Cette approche est utile dans le cas où l’on veut construire une interpolation fractale, c’est-à-dire une courbe fractale de dimension choisie à l’avance passant par des points spécifiés à l’avance. On s’en sert par exemple pour simuler des paysages.

9Si l’on dispose évidemment de données sur une durée assez longue.

VI.7.b Dimension fractale, fonction de structure et spectre de puissance

Dans l’optique des champs modèles que nous utiliserons dans la suite, il est essentiel de s’intéresser aux propriétés de corrélation des fonctions fractales telles que définies plus haut. Soit donc une fonction fractale continue, définie sur R et à valeurs dans R. On va supposer que cette fonction satisfait des inégalités de la forme de celle introduite dans l’équation (16), à savoir qu’il existe des constantes c_1 et c_2 telles que, pour h “petit”, la fonction de structure est encadrée de la façon suivante

c_1h^{4−2s} � S_X (h) = lim_{τ →∞} 1 2τ �_τ −τ [X(t + h) − X(t)]^2 dt � c_2h^{4−2s}.

Si l’on peut obtenir cet encadrement, on en déduira que la dimension de boîte du graphe de X est égale à s. On peut d’ailleurs en déduire une propriété du spectre de puissance P_X , qui est la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation, aux grands nombres d’onde k. En effet, si dans ce domaine, le spectre de puissance se comporte comme P_X (ω) ∼ cω^{−α}, alors on peut montrer que S_X (h) est proportionnelle à h^{α−1}, ce qui implique que

4 − 2D_b(G_X ) = α − 1 d’où D_b(G_X ) =

5 − α 2 . Comme on le verra au chapitre suivant, cette méthode est particulièrement efficace pour construire des fonctions dont le graphe possède une dimension de boîte donnée.

VI.8 Relation périmètre-surface

On a vu dans la section précédente le cas de graphes de fonctions fractales, qui forment par définition des courbes non fermées de R^2. Or il est assez courant de devoir caractériser les propriétés fractales d’une courbe fermée, comme par exemple lorsqu’on considère, comme l’a fait à l’origine Mandelbrot [Mandelbrot, 1967], la longueur de la côte de Grande-Bretagne, ou encore les propriétés des courbes isocontours de reliefs fractals, comme les frontières de nuages.

Évidemment, il est tout à fait possible de calculer une dimension fractale de Hausdorff ou de boîte pour de telles courbes, mais il existe une méthode un peu différente faisant appel à une relation entre la longueur de la courbe et la surface qu’elle entoure. En effet, on remarque sans difficulté que pour une courbe fermée régulière de R^2 - telle qu’un cercle ou un polygône - le rapport ρ = P √ A où P est le périmètre et A l’aire entourée, est invariant dans n’importe quelle similitude.

Bien entendu, ce rapport dépend néanmoins du type de courbe, et on obtient deux valeurs différentes de ρ si l’on considère l’ensemble des cercles ou l’ensemble des carrés, par exemple.

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

Fig. VI.3 – Quatre premiers préfractals d’une courbe de von Koch fermée. La dimension fractale de l’ensemble limite obtenu est ln 4/ln 3. Son périmètre est infini mais la surface incluse est finie.

Prenons maintenant l’exemple de la courbe de von Koch fermée de la figure VI.3. On peut calculer que la longueur P_n et l’aire entourée A_n du n^{ème} préfractal sont données par

P_n = 3 � 4 3 �_n

et A_n = √ 3 4 � 1 + n−1� k=0 4^k3^{−2k−1} � = √ 3 20 � 8 − 3 � 2 3 �_{2n}� .

84 VI.8: Relation périmètre-surface

On voit donc que A_n tend vers une valeur finie pour n → ∞ tandis que P_n diverge. Le rapport ρ qu’on pourrait définir de la même façon que précédemment n’aurait alors pas de sens. Pour contourner ce problème, Mandelbrot propose un rapport modifié qui possède une limite finie

ρ^′ =

P^x √ A = lim_{n→∞}

P^x_n √ A_n , de sorte qu’on doit choisir x comme étant l’inverse de la dimension fractale de la courbe. Pour étudier des ensembles fractals plus compliqués, on remarque que le rang n du préfractal dans le cas de la courbe de von Koch fermée peut être relié à la taille caractéristique r d’une “règle” avec laquelle on mesure l’ensemble fractal. Clairement, on a ici r = 3^{−n} mais on peut écrire, dans le cas général, qu’on mesure le périmètre P (r) et la surface A(r) d’une “île” fractale avec une précision r, et on peut montrer alors [Mandelbrot, 1967] qu’on a la relation dite “périmètre-surface” suivante,

P (r) = C � A(r)^D r^{1−D} où C est une constante.

Ainsi deux îles fractales transformées l’une de l’autre par une similitude partagent la même relation avec la même constante. Cette formule a par exemple permis à Lovejoy [Lovejoy, 1982] de déterminer la dimension fractale des nuages atmosphériques, en ajustant une loi de puissance sur des données réparties sur six ordres de grandeur^{10}. Il trouve ainsi D = 1, 35 ± 0, 05, valeur compatible avec la théorie de Hentschel et Procaccia [Hentschel & Procaccia, 1984] de turbulence homogène entièrement développée. En fait, il semble que les nuages sont proches de fractals autoaffines.

Ce chapitre a permis d’aborder très brièvement certaines notions mathématiques, essentielles à l’étude des structures complexes, autosimilaires sur plusieurs ordres de grandeur en taille, qu’on rencontre dans le milieu interstellaire. Il s’agit maintenant de se donner les modèles qui nous permettront de simuler les champs de densité et de vitesse du MIS. C’est l’objectif des chapitres VII et VIII. �

10Notons que les îles fractales considérées ici ne sont pas a priori transformées l’une de l’autre par une similitude. Le fait que les données expérimentales des aires et des périmètres des nuages observés se placent sur une droite en coordonnées logarithmiques doit s’interpréter de manière statistique. En d’autres termes, les nuages ne sont pas tous identiques à une similitude près, mais leurs formes suivent statistiquement les mêmes lois d’échelle. D’ailleurs, lorsqu’on voudra calculer la dimension fractale d’une surface bidimensionnelle, on pourra simplement la calculer de cette manière, en se donnant comme nuages les isocontours de la carte étudiée. C’est ce qu’on fera au chapitre VII.

CHAPITRE VII

Les mouvements browniens fractionnaires

VII.1 Les mouvements browniens

VII.1.a Introduction

Le mouvement désordonné de petites particules, telles que des grains de pollen, en suspension dans un fluide fut observé pour la première fois par le physiologiste hollandais Jan Ingenhousz en 1785, puis redécouvert par le botaniste britannique Robert Brown en 1828 [Brown, 1828]. Celui-ci rejeta l’hypothèse qu’une “force vitale” puisse être à l’origine du phénomène, en montrant que des particules minérales étaient également affectées. Par la suite, on comprit que ces mouvements étaient dûs aux collisions des molécules du fluide sur les particules en suspension. Einstein [Einstein, 1905] formalisa le premier cette idée, et Perrin [Perrin, 1913] en déduisit la constante de Boltzmann k.

En 1923, Wiener proposa un modèle mathématique présentant un comportement aléatoire très semblable à celui du mouvement brownien. En particulier, les trajectoires suivies par ces “processus de Wiener” sont très irrégulières, et peuvent tout à fait être vues comme des marches aléatoires dans le plan. La figure VII.1 montre deux exemples de mouvements browniens d’une particule, simulés à l’aide d’un algorithme dont on reparlera dans la suite.

y x y x Fig. VII.1 – Trajectoires d’une particule brownienne au cours du temps, dans le plan R^2. Dans les deux cas, la particule part de l’origine des coordonnées à t = 0 et effectue un déplacement aléatoire à chaque pas de temps. La différence entre les deux simulations est que celle de gauche comprend 500 pas de temps, tandis que celle de droite en comprend 2000.

Il s’est avéré par la suite que les mouvements browniens, ainsi que leur généralisation, les mouvements browniens fractionnaires, pouvaient modéliser simplement, et de manière réaliste, des champs aléatoires possédant des propriétés statistiques rencontrées habituellement dans la nature. En particulier, ils nous serviront comme modèles de champs de densité et de vitesse du milieu interstellaire.

VII.1.b Modélisation mathématique

Construction empirique

De la manière la plus générale possible, on peut décrire les mouvements browniens en se donnant une fonction X définie sur R et à valeurs dans R^n telle que X(t) soit la position de la particule brownienne à

86 VII.1: Les mouvements browniens

l’instant t. On peut étudier X de deux points de vue, soit en considérant les chemins

X ([t_1, t_2]) = {X(t) ; t_1 � t � t_2} ,

qui sont des sous-ensembles de R^n, soit en tant que graphes, parties de l’espace R^{n+1} définies par

G_X = {(t, X(t)) ; t_1 � t � t_2} de manière analogue à l’équation (15).

Les chemins comme les graphes des processus de Wiener sont, de façon générale, des ensembles fractals. On se place pour l’instant dans le cas unidimensionnel, pour lequel X est à valeurs dans R. Considérons donc une particule effectuant une marche aléatoire sur la droite réelle, et imaginons qu’à des intervalles de temps réguliers τ petits, elle “saute” d’une distance δ dans un sens ou dans l’autre. On note X_τ (t) la position de la particule à l’instant t. Dès lors, en faisant l’hypothèse que la particule part de 0 à t = 0, sa position X_τ (t) peut s’écrire, pour t > 0, en fonction d’une somme de variables aléatoires indépendantes

X_τ (t) = δ � Y_1 + . . . + Y_{[t/τ ]} � , (17)

où les variables Y_i ne peuvent prendre que les valeurs 1 et -1, et ce de manière équiprobable. La notation [t/τ] fait référence à la partie entière de t/τ. En introduisant la variable normalisée

X^′_τ (t) = 1 δ � τ t X_τ (t) = � τ t � Y_1 + . . . + Y_{[t/τ ]} � , le théorème central limite dans sa forme de Lévy-Lindeberg indique [Pelat, 1998] qu’à t fixé, lorsque τ → 0, la variable aléatoire X^′_τ (t) converge en loi vers une loi normale de moyenne nulle et de variance 1. On renormalise alors X_τ (t) en faisant la transformation

X_τ (t) −→ √ τ δ X_τ (t),

de sorte que dans la limite τ → 0, X_τ (t) soit sensiblement distribué selon une loi normale de moyenne nulle et de variance t. De même, toujours dans cette limite, l’incrément X_τ (t + τ) − X_τ (t) est distribué selon une loi normale de moyenne nulle et de variance τ. Il suffit pour s’en convaincre de faire la différence de X_τ (t + τ) et X_τ (t) écrits sous la forme (17).

Définition formelle

Cet exemple permet de formaliser la définition des mouvements browniens au sens mathématique. On dit qu’un processus X : [0, ∞[−→ R est un mouvement brownien ou processus de Wiener si

▷ X(0) = 0 avec une probabilité égale à 1.

▷ Quels que soient t � 0 et τ > 0, l’incrément X(t + τ) − X(t) est distribué selon une loi normale de moyenne nulle et de variance τ.

L’existence de tels processus est démontrée mathématiquement, mais est difficile à prouver. En revanche, il est facile de généraliser cette définition à des mouvements browniens dans un espace R^n. Un processus X : [0, ∞[−→ R^n défini pour tout t � 0 par un ensemble de n variables aléatoires X_i(t) est ainsi un mouvement brownien si les processus X_i sont eux-mêmes des mouvements browniens unidimensionnels et que quels que soients les instants (t_1, . . . , t_n), les variables aléatoires X_i(t_i) sont indépendantes. On peut démontrer à partir de cette définition que d’une part toute projection d’un mouvement brownien à n dimensions sur une droite de l’espace R^n est un mouvement brownien unidimensionnel, et que d’autre part, pour une suite d’instants (t_i) avec 0 � t_1 � . . . � t_{2m}, les incréments X(t_{2i}) − X(t_{2i−1}) sont indépendants les uns des autres.

VII.1.c Propriétés

Autosimilarité et autoaffinité Le fait que, pour un mouvement brownien X unidimensionnel, l’incrément X(t + τ) − X(t) soit distribué selon une loi normale de moyenne nulle et de variance τ peut s’écrire en termes de probabilités,

P [X(t + τ) − X(t) � x] = (2πτ)^{−1/2}

�_x −∞ exp � − u^2 2τ � du. À partir de cette relation fondamentale, on peut mettre en évidence une propriété d’autosimilarité. En posant γ > 0, on remarque que

P [X(γt + γτ) − X(γt) � √ γx] = P [X(t + τ) − X(t) � x],

puisqu’on peut changer t en γt sans problème étant donné la stationnarité de X. Le changement de τ en γτ impose alors celui de x en γ^{1/2}x de manière à laisser le membre de droite invariant. Ceci montre que X(t) et X(γt)γ^{−1/2} ont la même distribution, et que par conséquent, les chemins X(t) sont statistiquement autosimilaires et les graphes G_X statistiquement autoaffines.

Propriété de Hölder Supposons que X = (X_1, . . . , X_n) soit un mouvement brownien à n dimensions. Il découle tout naturellement des propriétés de base que si l’on se donne un domaine E = [a_1, b_1] × . . . × [a_n, b_n] de l’espace R^n, alors la probabilité qu’un incrément se trouve dans E est donnée par

P [X(t + τ) − X(t) ∈ E] = � i P [a_i � X_i(t + τ) − X_i(t) � b_i] = (2πτ)^{−n/2} � E exp � − x^2 2τ � dx,

où x désigne la norme du vecteur n-dimensionnel x. Cette forme peut se généraliser à tous les boréliens^1 E de R^n, de sorte qu’en particulier, si l’on considère la boule B_r(0) de rayon r centrée en 0, on a

P [|X(t + τ) − X(t)| � r] = Σ_n(2πτ)^{−n/2}

�_r 0 exp � − u^2 2τ � u^{n−1}du, (18)

ce qui fournit l’expression de la fonction de répartition de l’incrément |X(t + τ) − X(t)|. On peut alors montrer que X satisfait à une condition de Hölder d’exposant λ < 1/2. Plus précisément, si on se donne un mouvement brownien X de [0, 1] dans R^n, on peut montrer que pour 0 < λ < 1/2 il existe un réel H_0 > 0 et une constante b_λ > 0 tels que pour tout τ avec 0 < τ < H_0, on a

|X(t + τ) − X(t)| � b_λτ^λ avec une probabilité 1.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [Falconer, 1990].

Dimension fractale On montre que les dimensions fractales de Hausdorff et de boîte de l’image d’un mouvement brownien dans R^n avec n � 2 sont égales à 2. On prend un mouvement brownien X : [0, 1] −→ R^n. Pour λ < 1/2, on a la propriété Hölder énoncée précédemment. Alors, d’après la relation (13),

D_h {X([0, 1])} � 1 λ D_h {[0, 1]} = 1 λ , ce qui montre que la dimension de Hausdorff du brownien est au plus égale à 2. La détermination de la limite inférieure est plus technique, mais on peut en donner une démonstration utilisant la méthode potentielle décrite au VI.4.b. En effet, pour s strictement compris entre 1 et 2, et d’après (18), E � |X(t + τ) − X(t)|^{−s} � = Σ_n(2πτ)^{−n/2}

�_∞ 0 exp � − u^2 2τ � u^{−s+n−1}du = d_nτ^{−s/2},

1Voir la note 5 du chapitre VI.

88 VII.2: Les mouvements browniens fractionnaires

en utilisant un simple changement de variable. Dans cette dernière expression, la constante d_n ne dépendant pas de t ou de τ, on peut intégrer sur les deux arguments, en posant u = t + τ, E � � |X(t) − X(u)|^{−s} dtdu � = � E � |X(t) − X(u)|^{−s} � dtdu = d_n � � |t − u|^{−s/2}dtdu < ∞,

puisque s < 2. Or le membre de gauche peut s’interpréter comme la s-énergie associée à une distribution de masse μ sur X([0, 1]) définie en posant que μ(A) est la mesure de Lebesgue de l’ensemble des points t tels que X(t) ∈ A. Alors, d’après la conclusion du VI.4.b, on a D_h {X([0, 1])} � s et donc, finalement, D_h {X([0, 1])} = 2. Le résultat est également valable pour la dimension de boîte.

VII.2 Les mouvements browniens fractionnaires

VII.2.a De la nécessité d’aller plus loin

Les mouvements browniens, bien que constituant un modèle théorique essentiel des fonctions aléatoires, peuvent à bien des égards sembler limités. En particulier, le graphe d’un mouvement brownien unidimensionnel est de dimension fractale 3/2 presque sûrement, alors que de nombreux phénomènes naturels exhibent des dimensions fractales différentes, ce qui suggère de se doter de modèles plus généraux. On peut par ailleurs montrer que les mouvements browniens sont les seuls et uniques processus à posséder des incréments indépendants, stationnaires et de variance finie. Il faut donc, pour les généraliser, relâcher au moins l’une de ces contraintes.

Les processus stables sont une généralisation possible : ils n’imposent plus que la variance des incréments soit finie, de sorte qu’ils peuvent être discontinus. Comme cette dernière propriété est contraire à ce qu’on est en droit d’attendre d’un modèle physique, on ne s’en servira donc pas et ils ne seront plus évoqués ici. En revanche, les mouvements browniens fractionnaires (ou fBm, pour fractional Brownian motion) sont continus, mais leurs incréments ne sont plus indépendants, bien que distribués selon une loi normale. Cette propriété est particulièrement efficace dans la modélisation de nombreux phénomènes physiques, en particulier s’il est nécessaire d’inclure des effets de mémoire.

VII.2.b Définition

On va commencer par traiter le cas d’un processus unidimensionnel, puis on généralisera à n dimensions. Étant donné un réel H dans ]0, 1[, on définit un mouvement brownien fractionnaire X : [0, ∞[−→ R comme étant un processus tel que

▷ Avec une probabilité 1, X(t) est continu et X(0) = 0, ▷ Quels que soient t � 0 et τ > 0, l’incrément X(t + τ) − X(t) est distribué selon une loi normale de moyenne nulle et de variance τ^{2H} .

L’exposant H est appelé exposant de Hurst. On remarque par ailleurs que les mouvements browniens usuels correspondent à la valeur H = 0, 5 ce qui montre bien que browniens fractionnaires en sont une généralisation. La deuxième propriété ci-dessus peut se mettre sous la forme

P[X(t + τ) − X(t) � x] = 1 √ 2πτ^H

�_x −∞ exp � − u^2 2τ^{2H} � du, (19)

ce qui permet de trouver la fonction de répartition et la fonction de distribution de X.

VII.2.c Propriétés

Corrélation des incréments

Il est implicite dans cette définition que les incréments X(t + τ) − X(t) sont stationnaires. En revanche, ils ne peuvent en général pas être indépendants. On a en effet, en utilisant la relation (19), E � [X(t + τ) − X(t)]^2 � = τ^{2H} donc E {X(t) [X(t + τ) − X(t)]} = 1 2 � (t + τ)^{2H} − t^{2H} − τ^{2H} � , qu’on obtient en écrivant l’espérance du carré de X(t + τ) − X(0) = X(t + τ) − X(t) + X(t) − X(0), et en se souvenant que X(0) = 0. L’expression obtenue n’est nulle que pour H = 0, 5 et les incréments X(t + τ) − X(t) et X(t) − X(0) ne sont donc pas indépendants. Plus précisément, on remarque que si H < 0, 5 alors le membre de droite est négatif et les incréments ont donc tendance à être de signe opposés. X(t) tend par conséquent à avoir une mémoire négative. Réciproquement, si H > 0, 5 les incréments sont préférentiellement de même signe, et X(t) tend à avoir une mémoire positive. On peut également montrer que les chemins γ^{−H} X(γt) ont la même distribution en probabilité que X(t) d’où une propriété d’autosimilarité statistique des mouvements browniens fractionnaires.

Propriété de Hölder

On peut montrer que pour 0 < λ < H, un mouvement brownien fractionnaire d’exposant de Hurst H satisfait une condition de Hölder d’exposant λ,

|X(t + τ) − X(t)| � b_λτ^λ pour 0 < τ < τ_0 avec τ_0 > 0 et b_λ > 0. (20)

La démonstration est identique au cas des mouvements browniens dans le cas où λ < 1/2, mais dans le cas contraire, il est nécessaire de faire appel à des techniques plus sophistiquées pour démontrer que la condition de Hölder (20) est valide uniformément quel que soit t. On ne le fera pas ici.

Dimension fractale

On montre également qu’avec une probabilité 1, le graphe d’un mouvement brownien fractionnaire unidimensionnel d’exposant de Hurst H possède une dimension fractale de boîte et de Hausdorff égale à 2 − H. On peut d’abord montrer que cette valeur constitue un majorant des dimensions fractales en utilisant la condition de Hölder ci-dessus ainsi que la relation (16). Le fait qu’elle soit également un minorant est obtenu de manière plus technique, en utilisant la distribution (19).

Propriétés en termes d’autocorrélation

On peut parfaitement appliquer les méthodes introduites au VI.7.b pour étudier les propriétés d’autocorrélation des mouvements browniens fractionnaires. Pour cela, il est utile de supposer que X est défini sur la droite réelle complète, ce qui ne change rien de fondamental. On peut alors écrire

E � 1 2T �_T −T [X(t + τ) − X(t)]^2 dt � = 1 2T �_T −T E � [X(t + τ) − X(t)]^2 � dt = τ^{2H} , (21)

ce qui montre que la fonction de structure d’ordre deux d’un mouvement brownien fractionnaire est une loi de puissance en τ^{2H} . Par conséquent, on peut également en déduire que le spectre de puissance d’un tel processus se comporte comme P_X (k) ∝ k^{−2H−1}.

Δ-variance

Étant donné le lien qui existe entre le spectre de puissance et la Δ-variance, comme on l’a vu au chapitre V, il devrait être envisageable de relier le comportement en loi de puissance du spectre de puissance des mouvements browniens fractionnaires à une propriété de ces processus stochastiques vis-à-vis de la Δvariance. En effet, on peut montrer [Stutzki et al., 1998] que pour un spectre de puissance P_X (k) ∝ k^{−β} la Δ-variance du processus X se comporte en fonction de l’échelle τ selon

σ^2_Δ(τ) ∝ τ^{β−1} pour β � 5 et σ^2_Δ(τ) ∝ τ^4 pour β � 5.

Dans le cas des mouvements browniens fractionnaires unidimensionnels, l’indice spectral β = 2H + 1 est au plus égal à 3, de sorte qu’on sera toujours dans le premier cas de figure.

90 VII.3: Browniens fractionnaires en dimension supérieure

VII.3 Browniens fractionnaires en dimension supérieure

VII.3.a Définition

La nécessité de construire, dans la suite, des champs aléatoires et “réalistes” de densité et de vitesse dans l’espace usuel à trois dimensions requiert qu’on puisse définir un champ brownien fractionnaire sur un espace à n dimensions. Remarquons qu’il ne s’agit pas du tout du même problème que lorsque nous avons étudié, au VII.1.b, le cas de champs browniens à n dimensions, puisqu’il s’agissait alors de processus sur [0, 1] à valeurs dans R^n, alors qu’on veut ici se donner un champ X défini sur un espace à n dimensions, à valeurs dans R. Étant donné un réel H dans ]0, 1[, ceci est possible si l’on peut trouver X tel que

▷ Avec une probabilité 1, X(r) est une fonction continue de la position r ∈ R^n et X(0) = 0, ▷ Pour r ∈ R^n et δ ∈ R^n, les incréments X(r + δ) − X(r) sont des variables aléatoires distribuées selon une loi normale de moyenne nulle et de variance |δ|^{2H} , où |.| désigne la norme canonique sur R^n.

L’existence de tels champs n’est pas facilement démontrable en général, mais la facilité avec laquelle on peut en construire des approximations numériques, comme on le verra un peu plus tard, est une preuve largement suffisante pour notre propos. La seconde propriété peut s’exprimer en termes de fonction de répartition des incréments, de manière analogue à (19),

P[X(r + δ) − X(r) � x] = 1 √ 2π|δ|^H

�_x −∞ exp � − u^2 2|δ|^{2H} � du. (22)

Cette forme permet de déduire les propriétés essentielles des champs browniens fractionnaires.

VII.3.b Propriétés

Dimension fractale

On considère dans ce paragraphe le cas de surfaces browniennes fractionnaires, c’est-à-dire qu’on suppose que le champ brownien fractionnaire X est défini sur R^2. On peut montrer qu’une telle surface a pour dimensions de Hausdorff et de boîte D_h(G_X ) = 3 − H, si H désigne son exposant de Hurst. En effet, pour 0 < λ < H, on peut montrer que X satisfait presque sûrement à la condition de Hölder |X(r+δ)−X(r)| � b|δ|^λ dès lors que |δ| est suffisamment petit. Ce résultat implique que D_h(G_X ) � 3 − H, en utilisant une relation analogue à (16). L’inégalité réciproque est obtenue en remarquant (voir plus bas) qu’une coupe de X par une droite quelconque du plan R^2 est un mouvement brownien fractionnaire défini en dimension 1, de même exposant de Hurst H, et que par conséquent son graphe^2 est de dimension 2 − H presque sûrement. Comme ceci est vrai quelle que soit la coupe effectuée dans X, un résultat sur les intersections de fractals affirme qu’on a alors D_h(G_X ) � (2 − H) + 1, ce qui fournit le résultat annoncé. En généralisant, on peut alors montrer qu’un champ brownien fractionnaire X défini sur R^n avec n > 2, a pour dimensions fractales de Hausdorff et de boîte la valeur n + 1 − H.

Propriétés en termes d’autocorrélation

À partir de l’équation (22), on montre que la variance des incréments d’un champ brownien fractionnaire X défini sur R^n est égale à E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � = |δ|^{2H} ,

de sorte que, considérant la boule B_ρ centrée en 0 et de rayon ρ, on a

E � � � 1 V(B_ρ) � B_ρ

[X(r + δ) − X(r)]^2 d^nδ � � � = 1 V(B_ρ) � B_ρ E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � d^nδ = |δ|^{2H} ,

2Qui est une coupe de la surface brownienne.

et par conséquent la fonction de structure d’ordre deux de X suit une loi de puissance en |δ|^{2H} . Il en va donc de même de la fonction d’autocorrélation A_X . On en déduit, d’après [Stutzki et al., 1998], que le spectre de puissance de X se comporte également comme une loi de puissance avec P_X (k) ∝ |k|^{−2H−n}, ce qui montre qu’on a la relation essentielle β = 2H + n, entre l’exposant de Hurst H et l’indice spectral β. On utilisera cette relation constamment dans la suite.

Δ-variance

Comme en dimension un, on utilise la relation vue au chapitre V entre la Δ-variance et le spectre de puissance pour montrer qu’un champ brownien fractionnaire défini sur un espace à n dimensions peut être analysé par le biais de sa Δ-variance. En effet, si l’on se donne un champ stochastique X sur R^n caractérisé par un spectre de puissance en loi de puissance avec P_X (k) ∝ |k|^{−β} , la Δ-variance de ce champ se comporte, en fonction de l’échelle ρ, comme [Stutzki et al., 1998]

σ^2_Δ(ρ) ∝ ρ^{β−n} pour β � n + 4 et σ^2_Δ(ρ) ∝ ρ^4 pour β � n + 4.

Dans le cas des champs browniens fractionnaires, l’indice spectral β = 2H + n est au plus égal à n + 2, de sorte qu’on sera toujours dans le premier cas de figure. On peut ainsi théoriquement remonter à l’indice du spectre de puissance en restant dans l’espace réel, ce qui peut présenter des avantages certains lorsque les effets de bord altèrent les résultats des algorithmes de calcul des transformées de Fourier [Bensch et al., 2001].

Coupe d’un champ brownien fractionnaire

Étant donné un champ brownien fractionnaire X défini sur R^n et d’exposant de Hurst H, considérons le graphe obtenu en effectuant une coupe C_π de ce processus par un plan π passant par l’origine des coordonnées. On note Y le processus issu de cette coupe. Il est évident que la continuité de Y découle de celle de X, et que d’autre part Y (0) = 0. En ce qui concerne la seconde propriété (22), le fait de choisir, pour r et δ, des vecteurs contenus dans π ne modifie en rien l’expression de la fonction de répartition. Il s’ensuit que le graphe de Y est un champ brownien fractionnaire de dimension n − 1 et de même exposant H que le brownien fractionnaire de départ. Remarquons néanmoins que lorsque le plan π ne passe pas par l’origine des coordonnées il est éventuellement nécessaire de lui ajouter une constante, de manière à assurer la nullité en 0.

Propriétés des isocontours

L’utilisation des courbes isointensité dans les cartes du milieu interstellaire suggère de s’intéresser aux propriétés des images réciproques de singletons de R,

X^{−1}(c) = {r ∈ R^n | X(r) = c} .

Du fait de la continuité de X, il est clair en particulier que pour n = 2, les images réciproques sont des réunions de singletons et de courbes fermées. Dans le cas n = 3, il s’agit d’unions de singletons et de surfaces fermées. En ce qui concerne les propriétés de ces ensembles en termes de géométrie fractale, on peut montrer que, presque sûrement, la dimension de Hausdorff d’une telle image réciproque est majorée par D_h � X^{−1}(c) � � n − H, et ce pour presque toutes^3 les valeurs de c, et qu’en fait la probabilité pour que D_h � X^{−1}(c) � soit précisément égale à n − H est strictement positive. Notons que ce dernier résultat est particulièrement ardu à établir. Ainsi, les isocontours de champs browniens fractionnaires définis sur R^n ont généralement pour dimension fractale n − H.

VII.3.c Intervalle de définition de l’exposant de Hurst

Le fait que l’exposant de Hurst soit supposé strictement positif peut se comprendre aisément. En effet, si l’on devait choisir un champ brownien fractionnaire tel que H < 0, d’après l’équation (21) ou son analogue à n dimensions, la variance de X serait décroissante en fonction de τ. En somme, les fluctuations deviendraient infinies aux petites échelles, ce qui n’a pas de sens physique.

3Au sens de la mesure de Lebesgue sur R.

La restriction H < 1 est plus délicate à comprendre, mais étant donné que, pour résumer, plus H est grand, moins X est “chaotique”^4, on peut se douter que H = 1 représente une limite pour laquelle les champs browniens fractionnaires deviennent “trop lisses”. Pour le montrer, considérons un champ brownien fractionnaire X dont l’exposant de Hurst est H > 1. On va partir de l’espérance du carré de l’incrément de X entre deux positions r et r + δ de R^n, E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � = E � � �_{p−1} � k=0 ΔX_k �2� � avec ΔX_k = X � r + k + 1 p δ � − X � r + k p δ � , où l’on a simplement divisé le vecteur séparation δ en p parties égales. La quantité ΔX_k est l’incrément de X entre la k^{ème} et la (k + 1)^{ème} positions. Le développement de l’expression ci-dessus donne alors E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � = p−1� k=0 E(ΔX^2_k ) + 2 � i<j E(ΔX_iΔX_j ) =

|δ|^{2H} p^{2H−1} + 2 � i<j E(ΔX_iΔX_j ).

Or, E(ΔX_iΔX_j ) peut être écrit comme l’autocorrélation du processus Y (r) = X (r + δ/p) − X (r),

E(ΔX_iΔX_j ) = E � Y � r + i p δ � Y � r + j p δ � � E � Y (r)^2 � = |δ|^{2H} p^{2H} , puisque les fonctions d’autocorrélation décroissent à partir de leur valeur à l’espacement zéro. Ce qui permet de donner une limite supérieure à l’espérance de l’incrément carré de X, E � [X(r + δ) − X(r)]^2 � � |δ|^{2H} p^{2H−1} + 2 p(p − 1) 2 |δ|^{2H} p^{2H} = |δ|^{2H} p^{2(H−1)}

Ce résultat étant valable quelle que soit la valeur de p, qui caractérise la subdivision du vecteur séparation δ, on voit que pour H > 1, la limite p → ∞ implique que les fluctuations de X deviennent nulles. Il s’ensuit qu’un champ brownien fractionnaire défini avec H > 1 est nécessairement uniforme, ce qui justifie qu’on se limite à H ∈]0, 1[.

VII.4 Simulations de champs browniens fractionnaires

VII.4.a Méthodes diverses de construction

Tout au long de la troisième partie, il sera question de modéliser des champs de densité et de vitesse aléatoires ayant des propriétés statistiques bien définies. D’après ce qu’on a vu dans ce chapitre, c’est le cas des champs browniens fractionnaires. Il reste à voir s’ils sont faciles et rapides à construire numériquement, de sorte qu’on puisse aisément s’en servir comme modèles statistiques de ces champs. Il existe plusieurs façons de construire des champs approchant les propriétés des champs browniens fractionnaires. Nous allons en décrire brièvement deux avant de nous intéresser plus particulièrement à celle que nous utiliserons dans la suite.

La méthode de Mandelbrot et Wallis, décrite par [Feder, 1988], consiste à se donner un processus gaussien X_0 de type mouvement brownien usuel, et à convoluer les incréments de celui-ci avec un noyau en loi de puissance que l’on peut translater le long de l’axe des temps de façon à le centrer sur un instant t. Le résultat obtenu est interprété comme étant un incrément du mouvement brownien fractionnaire X au voisinage de t, et il suffit d’additionner les différents incréments pour obtenir X(t) à tous les instants discrets choisis.

De manière plus physique, et en dimension supérieure, Stutzki [Stutzki et al., 1998] indique qu’on peut simuler un champ de type champ brownien fractionnaire en le construisant comme une somme de “nuages” disposés aléatoirement dans l’espace à trois dimensions, et tels qu’on dispose d’une relation entre leurs tailles et leurs masses, ainsi que d’un spectre des masses en loi de puissance

M ∝ r^γ et dN dM ∝ M^{−α}, où M est la masse d’un nuage et r sa taille caractéristique.

4Qu’on pense au lien entre exposant de Hurst et indice spectral.

On rappelle que la notation dN désigne le nombre de nuages dont la masse est M à dM près. Dans ce cas, on peut montrer que le spectre de puissance du champ synthétique tridimensionnel X obtenu est de la forme P_X (ω) ∝ |ω|^{(α−3)γ} , ce qui correspond à un comportement de type champ brownien fractionnaire, comme indiqué au VII.3.b, avec 2H + n = (3 − α)γ.

β = 3, 5 β = 4, 0 β = 4, 5 β = 2, 0 β = 2, 5 β = 3, 0

Fig. VII.2 – Simulations de champs browniens fractionnaires en dimension 2, par la méthode décrite au VII.4.b. L’exposant β du spectre de puissance utilisé est indiqué en haut à gauche de chaque sousfigure. Pour permettre de comparer les propriétés d’un champ à l’autre, les phases sont identiques dans chacun des cinq cas. On remarque que dans un champ présentant un spectre de puissance plus raide, on observe moins de petites structures.

VII.4.b Construction dans l’espace de Fourier

Méthode théorique

L’exemple de la construction de Stutzki suggère qu’il peut être intéressant de construire les champs browniens fractionnaires directement à partir de leurs propriétés dans l’espace de Fourier, c’est-à-dire à partir de spectres de puissance en loi de puissance. Cette approche est d’autant plus souhaitable que, le spectre de puissance étant égal au carré de l’amplitude de la transformée de Fourier du champ qu’on veut construire, on dispose évidemment de cette dernière dès lors que l’on s’est donné la loi suivie par le spectre de puissance. Seules les phases de la transformée de Fourier du champ restent à déterminer, et la manière la plus simple de les construire est bien entendu de les tirer aléatoirement d’une distribution uniforme sur [0, 2π].

Étant donné un espace E = R^n, on construit donc, dans l’espace de Fourier associé ^E, un champ d’amplitude de la forme A(k) = A_0|k|^{−β/2} et un champ de phase ϕ(k) aléatoire. Le champ modèle est alors obtenu en effectuant la transformée de Fourier inverse

X(r)= � bE A(k) exp [iϕ(k)]e^{2iπk.r}dk.

Pour assurer que X est réel, on impose d’ailleurs une contrainte ϕ(−k) = −ϕ(k). La phase étant ainsi impaire, la transformée de Fourier de X est hermitienne et X est réel.

Implémentation

Dans la pratique, si l’on veut construire un champ à n dimensions, chaque dimension k comportant N_k pixels, on se donne d’abord un tableau D de taille N_1 × . . . × N_n dont chaque élément a pour valeur la distance, en pixels, le séparant du centre du tableau. Il convient par ailleurs de discuter de la position de ce dernier en fonction de la parité des {N_k}. Si la dimension k contient un nombre impair de points, N_k = 2p_k +1, la coordonnée c_k du centre du tableau dans cette dimension est alors égale à p_k, en utilisant la convention selon laquelle les indices d’un tableau sont numérotés de 0 à N_k − 1. Dans le cas où N_k = 2p_k, on placera également le centre du tableau à la coordonnée c_k = p_k, mais en n’oubliant pas qu’alors il n’y a plus autant d’éléments dans chaque moitié du tableau. Étant donné un exposant de Hurst H et la dimension n, l’exposant du spectre de puissance qu’on souhaite construire est β = 2H + n, et on peut donc calculer les tableaux A et P correspondant à l’amplitude et au spectre de puissance, en écrivant les relations suivantes

P = D^{−β} = D^{−2H−n} et A = P^{1/2} = D^{−β/2} = D^{−H−n/2}.

Il se pose alors évidemment le problème du pixel central, noté 0, puisqu’on a bien sûr D(0) = 0 et qu’il n’est pas possible de l’élever à une puissance négative. Remarquant que A(0) correspondra in fine à la valeur moyenne du champ synthétisé et qu’il sera donc facile de la modifier après coup, on se contente, lors de la construction de D, de donner une valeur non nulle quelconque à D(0).

|k| (pixel^{−1})

P_X (k) (unités arbitraires) β = 2, 0

β = 2, 5

β = 3, 0

β = 3, 5

β = 4, 0

β = 4, 5

Fig. VII.3 – Spectres de puissance des champs browniens fractionnaires bidimensionnels représentés sur la figure VII.2. L’indice spectral de chacun de ces spectres est indiqué en regard.

La construction du tableau représentant la phase Φ se fait sans difficulté. À chaque position, on tire un nombre aléatoire à partir d’une distribution uniforme sur [0, 2π[, puis on balaye la moitié du tableau en imposant la condition d’imparité évoquée plus haut

Φ(c_1 − i_1, . . . , c_n − i_n) = −Φ(c_1 + i_1, . . . , c_n + i_n).

En particulier, Φ(c_1, . . . , c_n) = Φ(0) = 0. Notons que pour une dimension k comportant un nombre pair de points, la dissymétrie déjà remarquée se retrouve dans le tableau Φ. On combine alors ce dernier avec l’amplitude A de manière à obtenir un tableau complexe

^X = A exp (iΦ) soit, explicitement ^X(i_1, . . . , i_n) = A(i_1, . . . , i_n) exp [iΦ(i_1, . . . , i_n)].

Le champ synthétisé X est alors calculé par transformée de Fourier discrète inverse de ^X. L’algorithme utilisé pour cette opération est celui implémenté dans IDL, et consiste à effectuer des transformées de Fourier discrètes inverses successivement dans chaque direction. Par exemple, en dimension 2,

X(x_1, x_2) =

N_1−1�

u_1 =0

N_2−1�

u_2 =0

^X(u_1, u_2) exp � 2iπ � u_1x_1 N_1 + u_2x_2 N_2 �

peut se traiter comme la transformée de Fourier discrète inverse unidimensionnelle, selon la direction 2, d’un champ défini sur un espace hybride, et qui est lui-même la transformée de Fourier discrète inverse unidimensionnelle de ^X selon la direction 1,

X(x_1, x_2) =

N_1−1�

u_1 =0

Y(u_1, x_2) exp � 2iπu_1x_1 N_1 � avec Y(u_1, x_2) =

N_2−1�

u_2 =0

^X(u_1, u_2) exp � 2iπu_2x_2 N_2 � .

Pour des raisons d’implémentation de l’algorithme, il est utile de procéder à une translation du tableau de sorte que le centre de celui-ci se trouve au pixel de coordonnées (0, . . . , 0). Les valeurs des fréquences spatiales u_k correspondant aux indices i_k dans chaque direction dépendent alors de la parité de N_k. Si N_k = 2p_k + 1, on a la correspondance suivante entre les indices et les fréquences spatiales

i_k : 0 1 . . . p_k p_k + 1 . . . 2p_k

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ u_k : 0 u^0_k . . . p_ku^0_k −p_ku^0_k . . . −u^0_k

et si N_k = 2p_k, la correspondance se fait selon le tableau suivant

i_k : 0 1 . . . p_k − 1 p_k p_k + 1 . . . 2p_k

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ u_k : 0 u^0_k . . . (p_k − 1)u^0_k u^c_k −(p_k − 1)u^0_k . . . −u^0_k

Dans ces deux cas, on a utilisé les notations u^0_k = 1/N_kT_k et u^c_k = 1/2T_k, où T_k est l’intervalle d’échantillonnage du champ X dans la direction k. Ainsi u^0_k est la plus petite fréquence spatiale mesurée dans cette direction, et u^c_k est la fréquence spatiale de Nyquist correspondante. Par défaut, l’intervalle d’échantillonnage est le même dans toutes les directions. On remarque donc que si N_i ≠ N_j , alors u^0_i ≠ u^0_j , ce qui introduit artificiellement une anisotropie dans l’image. Ceci suggère de choisir la même valeur N pour toutes les directions.

Notons enfin que les champs construits avec cette méthode sont nécessairement périodiques, ce qui pourra expliquer certaines de leurs limitations dans la suite, mais permettra également de s’affranchir des pics à hautes fréquences spatiales dans les transformées de Fourier, habituellement associés aux discontinuités des bords^5.

VII.4.c Exemples et propriétés

La figure VII.2 montre six champs bidimensionnels de taille 256 × 256 construits avec la méthode détaillée au VII.4.b. D’après la relation β = 2H + n, on doit a priori se limiter à des valeurs de l’indice spectral comprises entre 2 et 4. On a cependant choisi de présenter un champ pour lequel β = 4, 5 ce qui correspond formellement à H = 1, 25. D’un champ à l’autre, les phases sont conservées, de sorte que l’apparence générale n’est pas modifiée^6. On voit très bien l’effet d’une variation de β, liée à celle de H. Plus l’exposant du spectre de puissance est grand en valeur absolue, c’est-à-dire plus H est proche de 1, moins on observe de petites structures. On peut d’ailleurs remarquer que l’on touche alors aux limites de la modélisation numérique par cette méthode, puisqu’en pratique, on n’a pas véritablement un champ uniforme pour H > 1.

5Les discontinuités impliquent également des erreurs sur certaines composantes de Fourier à basse fréquence. 6Voir à ce sujet le chapitre XVII.

(a) Histogrammes des incréments h(δX) δX σ_2 = 1, 02

σ_{15} = 2, 90

(b) Écarts-type des histogrammes σ(ρ) ρ (pixel)

(c) Ajustement d’une loi de puissance σ(ρ) ρ (pixel)

H_m = 0, 53

(d) Évolution de l’exposant de Hurst

H_m

H Fig. VII.4 – Étude numérique des incréments des champs browniens fractionnaires. On considère des champs bidimensionnels de taille 128 × 128, et on construit leurs incréments pour des séparations allant de 1 à 50 pixels. La figure (a) en haut à gauche montre les histogrammes des cartes d’incréments pour les séparations ρ = 2 pixels et ρ = 15 pixels. La figure (b) en haut à droite donne l’évolution de l’écart-type des cartes d’incréments en fonction de la séparation, pour cinq valeurs de l’indice spectral entre β = 2 et β = 4, de haut en bas. La figure (c) en bas à gauche montre l’ajustement d’une loi de puissance sur les points de mesure correspondant au cas β = 3. La pente mesurée donne une estimation de l’exposant de Hurst, soit ici H_m = 0, 53. Enfin, la figure (d) en bas à droite montre l’évolution des exposants de Hurst ainsi mesurés en fonction des valeurs théoriques.

Spectre de puissance

Bien entendu, si l’on calcule le spectre de puissance de ces champs, on retrouve les lois de puissance introduites au départ. On le voit sur la figure VII.3, qui présente les spectres de puissance des six champs browniens fractionnaires de la figure VII.2. La représentation choisie ici consiste simplement à tracer chaque point dans l’espace (k, P_X (k)), sans effectuer de moyenne azimutale. L’intérêt de cette forme est qu’elle permet de mettre en évidence les anisotropies éventuelles de l’amplitude, puisque celles-ci apparaissent alors comme une dispersion. On utilisera parfois cette forme brute dans le cadre de l’étude numérique du chapitre XII, mais pour des raisons de commodité de lecture des figures, on fera le plus souvent des moyennes azimutales.

Distribution des incréments

Les champs browniens fractionnaires, tels qu’on les a définis, présentent des incréments distribués selon des lois normales, avec une variance dépendant en loi de puissance de la séparation considérée, comme le montre l’équation (19). On peut aisément tester cette propriété sur les champs synthétiques qu’on vient de construire. On se place dans le cas bidimensionnel et on se donne, pour chaque indice spectral, une série de réalisations numériques du champ brownien fractionnaire considéré. En les déplaçant par rapport

H = 0, 49

[S_X (ρ)]^{1/2} ρ (pixel) ρ (pixel)

H = 0, 45

Fig. VII.5 – Fonctions de structure grossières d’ordre deux calculées respectivement sur un mouvement brownien fractionnaire unidimensionnel de taille 8192 pixels (à gauche) et sur un champ brownien fractionnaire bidimensionnel de taille 256 × 256 (à droite). Dans les deux cas, l’exposant de Hurst théorique est 0,5, les indices spectraux respectifs étant β = 2 et β = 3.

H_m

H H Fig. VII.6 – Évolution des exposants de Hurst mesurés par ajustement de lois de puissance sur les fonctions de structure grossières d’ordre deux, en fonction de l’exposant de Hurst théorique. La figure de gauche présente le cas de champs browniens fractionnaires unidimensionnels de taille 8192 pixels, celle de droite le cas de champs bidimensionnels de taille 256 × 256 pixels.

à eux-mêmes d’une quantité donnée, on construit les cartes d’incréments qui leur sont associées, puis les histogrammes des valeurs de ces dernières. Comme on le voit sur la figure VII.4 en haut à gauche, la forme de ceux-ci est gaussienne, et l’évolution de leur écart-type en fonction de la séparation est montrée sur la même figure, en haut à droite. Cette évolution se fait selon des lois proches de lois de puissance, mais pas exactement. On note la présence d’une courbure aux grandes séparations, ce qui ne doit pas nous étonner. En effet, pour ces séparations non négligeables devant la taille de la carte, la périodicité des images doit entrer en ligne de compte. En d’autres termes, les grandes séparations donnent les mêmes cartes d’incréments que les petites, et donc le même écart-type, ce qui explique la chute relative des courbes observée sur la figure. On peut néanmoins ajuster des lois de puissance sur ces mesures, comme le montre le panneau en bas à gauche de la même figure VII.4. Cependant, les exposants obtenus, qui devraient être égaux aux exposants de Hurst, en sont notablement différents. Plus précisément, comme le montre la figure en bas à droite, l’exposant de Hurst obtenu par cette méthode est systématiquement surestimé pour H < 0, 5 et sous-estimé pour H > 0, 5. On peut interpréter cet effet comme une conséquence du caractère numérique des champs considérés. En particulier, comme on ne peut pas raisonner pour des tailles inférieures à celle du pixel, les champs ne deviennent pas uniformes aux grands exposants de Hurst, contrairement à ce qu’on devrait observer (voir VII.3.c). Les exposants de Hurst mesurés sont donc plus petits que les valeurs théoriques. De même, aux faibles valeurs de H, la taille du pixel impose une limite aux plus petites structures observables, ce qui correspond à une limite inférieure de l’exposant de Hurst mesuré.

σ^2_Δ(ρ) ρ (pixel)

H_m

H

H_m = 0, 4997

Fig. VII.7 – Ajustement d’une loi de puissance sur la Δ-variance d’un champ brownien fractionnaire (à gauche) et évolution de l’exposant de Hurst ainsi mesuré H_m avec l’exposant théorique H (à droite). La droite en tiret sur cette dernière sous-figure représente l’égalité H_m = H. Pour chaque valeur de H, on calcule la Δ-variance de 20 champs browniens fractionnaires de taille 256 × 256 et on ajuste une loi de puissance de façon à obtenir une valeur expérimentale H_m. La figure montre la moyenne de ces valeurs à H fixé (losanges) ainsi que les écarts-type sous forme de barres d’erreur (à peine visibles).

Fonctions de structure

Comme on l’a dit au chapitre V, le calcul des fonctions de structure est simplifié si l’on en considère des versions grossières. Or on a vu que les fonctions de structure d’ordre deux des champs browniens fractionnaires suivent des lois de puissance en fonction de la séparation. Ces champs fournissent donc une bonne base de travail pour calibrer l’outil des fonctions de structure grossières, du moins à l’ordre deux. La figure VII.5 montre tout d’abord les mesures obtenues sur un champ undimensionnel de taille 8192 pixels, et sur un champ bidimensionnel de taille 256 × 256 pixels. On voit que les points de mesure se répartissent bien suivant une loi de puissance, excepté aux séparations les plus grandes, ce qu’on explique par l’effet de périodicité évoqué plus haut. L’exposant obtenu par ajustement, qui donne une mesure de l’exposant de Hurst, est clairement meilleur dans le cas du champ unidimensionnel, ce qui peut s’expliquer par le fait que celui-ci permet de tester un plus grand nombre d’échelles non affectées par la périodicité. La figure VII.6 montre d’ailleurs l’évolution de l’exposant de Hurst mesuré en fonction de la valeur théorique, pour les deux cas de la figure VII.5. On voit notamment que l’exposant de Hurst est systématiquement sous-estimé, et que les grandes valeurs de l’exposant de Hurst sont les moins bien restituées, du fait de la discrétisation discutée plus haut.

Δ-variance

On a vu au VII.3.b que la Δ-variance appliquée à un champ brownien fractionnaire défini sur R^n et d’indice spectral β se comportait en fonction de l’échelle ρ comme σ^2_Δ(ρ) ∝ ρ^{β−n} = ρ^{2H} . On doit donc pouvoir, en théorie, déterminer l’exposant de Hurst H à partir de la Δ-variance, et remonter ainsi à l’indice spectral sans avoir à passer par le plan de Fourier. C’est ce que montre le panneau de gauche de la figure VII.7 sur l’exemple d’un champ brownien fractionnaire bidimensionnel de taille 256 × 256. On voit que mis à part aux plus petites échelles, la Δ-variance d’un champ brownien fractionnaire synthétique suit bien une loi de puissance en fonction de ρ, avec un exposant très proche de l’exposant attendu, puisqu’on déduit de la pente γ = 2H_m une valeur de l’exposant de Hurst H_m = 0, 4997, l’exposant théorique étant H = 0, 5. Le fait que la loi ne soit pas vérifiée aux petites échelles (ρ � 3 pixels) est sans doute attribuable à l’effet de discrétisation du champ. En faisant varier l’exposant de Hurst, on constate, sur le panneau de droite de la figure VII.7, qu’on retrouve la valeur de H introduite en entrée avec une excellente précision, ce qui valide cette méthode de détermination de l’indice spectral dans l’espace direct.

Dimension fractale

Les champs browniens fractionnaires sont des ensembles fractals, et il est assez simple de calculer la dimension fractale associée aux courbes isocontours de ces champs. Comme on l’a vu au VII.3.b, cette dimension s’exprime en fonction de l’exposant de Hurst, avec D = n − H, où n est la dimension de l’espace. Le calcul de cette dimension fractale se fait en suivant la procédure qu’on a déjà évoquée au VI.8 et qu’on détaille un peu plus ici dans le cas de la dimension deux, à l’aide de la figure VII.8. À partir de l’image de départ X, on forme les images X_c seuillées à une valeur constante c, puis on isole les nuages, c’est-à-dire les composantes connexes de ces images, et on calcule leurs périmètres et leurs aires respectives.

(a) Image de départ (b) Image seuillée (c) Nuage isolé (d) Contour

Fig. VII.8 – Procédure de calcul des isocontours d’un champ brownien fractionnaire en dimension deux. L’image de départ est celle de la figure (a). La figure (b) représente le seuillage de cette image pour un niveau donné. Les différents nuages sont isolés les uns des autres automatiquement et l’un d’entre eux est présenté sur la figure (c), ce qui permet le calcul de son aire. Son périmètre est quant à lui calculé en extrayant le contour (d).

Cette procédure permet de construire directement le panneau de gauche de la figure VII.9, qui représente les périmètres et les aires de tous les nuages construits à partir de l’image de départ de la figure VII.8 en utilisant cinquante niveaux de seuillage.

Aire (pixel^2)

Périmètre (pixel)

H_m

H γ = 1, 31

Fig. VII.9 – Relation périmètre-aire des isocontours de l’image de départ de la figure VII.8 (à gauche) et évolution de l’exposant de Hurst mesuré par ajustement d’une loi de puissance sur cette relation, en fonction de la valeur théorique.

On voit clairement que les points de mesure se répartissent selon une loi de puissance, et, d’après la section VI.8, l’exposant γ trouvé par ajustement est lié à la dimension fractale D des isocontours par γ = 2 D et est donc également relié à l’exposant de Hurst par γ = 2 n − H = 2 2 − H . On peut donc déduire une estimation de l’exposant de Hurst par cette méthode et la comparer avec la valeur théorique attendue. C’est ce qui est représenté sur le panneau de droite de la figure VII.9. On remarque que cette estimation de l’exposant de Hurst souffre des mêmes défauts que ceux observés lors de l’étude des incréments, à savoir une surestimation aux petites valeurs de l’exposant de Hurst et une sous-estimation aux grandes valeurs de celui-ci. Il semble qu’il faille également attribuer ces effets à la discrétisation des champs numériques. �

CHAPITRE VIII

Équation de Fokker-Planck

VIII.1 Introduction

On a parlé, au début du chapitre VII, des mouvements browniens de petites particules en suspension dans un fluide, et on en a tiré un modèle mathématique permettant de décrire les trajectoires de ces particules. Ce modèle s’est avéré particulièrement prolifique et aisé à généraliser en vue de modéliser d’autres phénomènes physiques aléatoires. On utilisera d’ailleurs les mouvements browniens fractionnaires ainsi construits dans la troisième partie.

Il convient de remarquer que, dans l’expérience du mouvement brownien, la grandeur physique modélisée par un processus de Wiener est la position de la particule en mouvement. Or, bien entendu, d’autres grandeurs attachées à cette particule peuvent être considérées, en particulier sa vitesse. Il est évident, compte tenu de la compréhension physique que nous avons de ce phénomène, que l’évolution de la vitesse de la particule au cours du temps, notée v(t), est un processus stochastique, au même titre que la position r(t), puisqu’elle subit des évolutions aléatoires du fait des collisions avec les molécules du fluide. Le processus modélisant la vitesse est appelé processus de Ornstein-Uhlenbeck, et il est a priori différent d’un processus de Wiener [Papoulis, 1984]. En particulier, la variance d’un processus de Ornstein-Uhlenbeck est constante, tandis que celle d’un processus de Wiener dépend linéairement du temps. La raison pour laquelle on va étudier ces processus, et les équations qui s’y rattachent, appelées équations de Langevin et de Fokker- Planck, est qu’ils nous permettront d’aborder, dans la dernière partie, le problème du transfert radiatif en milieux complexes.

VIII.2 Exemple : Modélisation de la vitesse d’une particule brownienne

VIII.2.a Équation déterministe du mouvement

Au chapitre VII, nous n’avons fait qu’effleurer la modélisation physique du mouvement brownien pour nous concentrer sur les propriétés statistiques des trajectoires auxquelles il donne naissance. Ici, nous allons donc l’étudier plus en détail afin d’obtenir une équation, dite équation de Langevin, régissant l’évolution de la vitesse de la particule étudiée. Pour simplifier, on considérera un mouvement unidimensionnel. Si l’on observe une particule de masse m immergée dans un fluide, ce dernier exerce sur elle une force de friction F = −αv, proportionnelle à la vitesse v de la particule et de sens contraire, selon la loi de Stokes, le coefficient de proportionnalité α dépendant notamment de la viscosité du fluide, ainsi que de la taille et de la géométrie de la particule. L’équation du mouvement de la particule prend alors la forme dv dt + γv = 0, où γ = α m = 1 τ_r est l’amortissement. (23)

La vitesse v de la particule, si elle est non nulle au départ, décroît alors exponentiellement, avec une constant de temps égale à τ_r, qu’on nomme temps de relaxation,

v(t) = v_0e^{−t/τr} . (24)

Physiquement, cette équation se comprend en se figurant que les collisions avec les molécules du fluide ralentissent la particule, ce qui permet un transfert de quantité de mouvement. Celui-ci aboutit à ce que la vitesse de la particule soit in fine égale à la vitesse moyenne des molécules du fluide, qui est nulle. Cependant, cet état de repos étant supposé atteint, on imagine bien que si la masse m n’est pas très grande devant celle des molécules du fluide, toute collision ultérieure résultera en une vitesse v non nulle, puisque les vitesses des molécules individuelles ne sont pas nulles à tout instant. En revanche, si la particule

102 VIII.2: Exemple : Modélisation de la vitesse d’une particule brownienne

est très massive, toutes les collisions auront un effet négligeable, qui de plus sera moyenné dans les deux directions, de sorte que l’équation (24) sera alors valable.

VIII.2.b Équation stochastique du mouvement

En fait, le théorème d’équipartition prévoit qu’à l’équilibre à la température T , et à une dimension, l’énergie cinétique moyenne de la particule doit être égale à k_B T/2, et on doit donc avoir

lim_{t→∞} E{v^2(t)} = σ^2_{th} où σ_{th} = � k_B T m est la vitesse d’agitation thermique. (25)

Cette condition est alors contradictoire avec la limite nulle de l’équation (24), sauf si la vitesse déterministe v est grande devant la vitesse d’agitation thermique σ_{th}, ce qui a lieu pour des particules suffisamment massives.

Au contraire, pour une petite particule, cette vitesse d’agitation thermique devient observable “macroscopiquement”, au sens où elle est du même ordre de grandeur que la vitesse déterministe décrite par l’équation (23). Dès lors, il est exclu que la vitesse v de la particule puisse être décrite correctement par cette équation différentielle homogène, puisque celle-ci entre en contradiction de manière trop flagrante avec la condition d’équipartition (25). Dans le cas intermédiaire où la masse m est encore relativement grande devant celle des molécules du fluide, on s’attend cependant à ce que (23) reste approximativement valable, si on la modifie pour que la condition (25) soit remplie. On y parvient en ajoutant une force fluctuante Γ(t), de sorte que l’équation d’évolution de la vitesse s’écrit dv dt + γv = Γ(t). (26)

Cette équation est la forme la plus simple d’une équation de Langevin. Γ(t) est de même appelée force de Langevin. Étant données les remarques faites plus haut, celle-ci doit s’interpréter ainsi : tant que la particule est très massive, une collision unique ne modifie pas sensiblement le mouvement, et l’effet n’est sensible que collectivement, comme une friction. Pour de plus petites particules, chaque collision commence à se faire sentir et la vitesse v subit par conséquent des variations brusques. Il existe toujours un terme collectif F , mais il devient impératif de ne plus négliger les effets individuels, qu’on modélise par une force stochastique mΓ(t). Les propriétés de cette force ne peuvent être connues de manière déterministe, car il faudrait pour cela non seulement pouvoir résoudre les équations du mouvement couplées des quelque 10^{23} molécules contenues dans le fluide, mais également connaître avec exactitude leurs positions et vitesses initiales. Il s’ensuit que toutes les grandeurs associées au fluide ne peuvent être connues que statistiquement, et doivent être déduites de l’équation (26) par le biais des propriétés du processus Γ(t).

VIII.2.c Propriétés de la force de Langevin

Ces dernières peuvent se déduire des hypothèses du modèle. Il est tout d’abord manifeste que l’effet global des collisions est compris dans le terme de friction, et que par conséquent la moyenne de Γ(t) est nulle, soit E{Γ(t)} = 0. On peut d’ailleurs remarquer que l’asymétrie du problème est entièrement due à la vitesse initiale v_0 et que le transfert de quantité de mouvement modélisé par la force de friction tend à rétablir la symétrie. À l’équilibre, les collisions individuelles ont un effet de moyenne nulle. D’autre part, il semble raisonnable de penser que deux collisions entre la particule et les molécules du fluide sont indépendantes l’une de l’autre. Le produit de deux forces de Langevin prises à des instants différents t et t + τ doit donc en moyenne être nul si τ est grand devant la durée τ_c d’une collision, ce qu’on écrira évidemment en terme de fonction d’autocorrélation, A_Γ(τ) = E{Γ(t)Γ(t+τ)} = 0. De plus, comme la durée d’une collision est beaucoup plus petite que le temps de relaxation τ_r, du fait même que ce dernier est lié à l’évolution de la vitesse sous l’effet d’un grand nombre de collisions, on peut faire l’approximation que τ_c tend vers zéro. On supposera donc qu’en fait A_Γ(τ) = qδ(τ), la fonction de Dirac apparaissant pour assurer la finitude de l’énergie cinétique moyenne de la particule, dont la valeur est liée à la constante q, comme on le verra. On suppose en fait couramment que Γ(t) est un processus gaussien δ-corrélé, c’est-à-dire que la fonction de distribution de chaque variable aléatoire Γ(t) est une gaussienne centrée en zéro, et qu’en ce qui concerne les corrélations aux différents ordres, on a

E {Γ(t_1) . . . Γ(t_{2n−1})} = 0 et E {Γ(t_1) . . . Γ(t_{2n})} = q^n � � P_n

δ(t_{i1} − t_{i2} ) . . . δ(t_{i2n−1} − t_{i2n} ) � , où la somme est effectuée sur l’ensemble P_n des (2n)!/(2^nn!) permutations de (1, 2, . . . , 2n) ne laissant pas invariant le produit des distributions de Dirac^1.

VIII.2.d Équation d’évolution de la densité de probabilité de la vitesse

La force de Langevin Γ(t) étant stochastique, l’équation (26), décrivant l’évolution de la vitesse v de la particule brownienne sous l’effet des collisions avec les molécules du fluide, l’est également. On doit donc voir v comme un processus stochastique, et on peut lui appliquer les méthodes introduites au chapitre V. En particulier, on peut se demander quelle est la probabilité d’avoir, à l’instant t, une vitesse v à dv près, ou de manière équivalente, quelle est la densité de probabilité W_v (v; t) de la vitesse. Cette notation rappelle que, bien entendu, cette distribution dépend du temps, et on remarque qu’elle doit aussi dépendre, a priori, de la distribution initiale W_v (v; 0). On montrera dans la suite que cette distribution obéit à une équation aux dérivées partielles,

∂W_v ∂t = γ ∂(vW_v ) ∂v + γ k_B T m ∂^2W_v ∂v^2 qui est une équation dite de Fokker-Planck. (27)

Celle-ci peut théoriquement se résoudre à partir de la condition initiale W_v (v; 0) et des conditions aux limites pour |v| → ∞. Une fois la distribution de la vitesse connue, on peut en déduire toutes les quantités dépendant exclusivement de la vitesse, d’après ce qui a été dit au IV.5.a. De manière générale, les équations de Fokker-Planck donnent l’équation d’évolution de la densité de probabilité d’un ensemble de variables stochastiques dont l’évolution est régie par des équations de Langevin^2.

VIII.2.e Solution de l’équation de Langevin

On peut résoudre, tout au moins formellement, l’équation de Langevin (26), en utilisant la méthode de variation de la constante. La solution de l’équation homogène associée (23) étant donnée par (24), on cherche la solution de l’équation complète sous la forme

v(t) = c(t)e^{−γt} d’où dc dt = Γ(t)e^{γt} et donc v(t) = v_0e^{−γt} +

�_t 0 Γ(t^′)e^{−γ(t−t′)}dt^′. (28)

Cette forme peut être mise à profit pour calculer la fonction d’autocorrélation de la vitesse

A_v(t_1, t_2) = E{v(t_1)v(t_2)} = v^2_0 e^{−γ(t1+t2 )} + q

�_{t1} 0 dt^′_1

�_{t2} 0 dt^′_2δ(t^′_1 − t^′_2)e^{−γ(t1+t2−t′1 −t′2)},

où l’on a utilisé les propriétés de la force de Langevin telles que décrites au VIII.2.c. L’intégrale double se calcule sans difficulté et l’on obtient finalement

A_v(t_1, t_2) = v^2_0 e^{−γ(t1+t2)} + q 2γ � e^{−γ|t2−t1|} − e^{−γ(t1+t2 )} � qui donne A_v (t_1, t_2) ≃ q 2γ e^{−γ|t1−t2|}

aux temps longs (γt_1 ≫ 1 et γt_2 ≫ 1), c’est-à-dire lorsque le système a atteint l’état stationnaire. La fonction d’autocorrélation ne dépend plus alors que de l’intervalle de temps τ = |t_2 − t_1|. Dans cette limite, on peut également écrire l’énergie cinétique moyenne de la particule

E{e_c} = 1 2 mE � v^2 � = 1 2 mA_v(0) = qm 4γ = k_B T 2 d’où le facteur de normalisation q =

2γk_BT m . 1Par exemple, pour n = 2, les permutations (1, 2, 3, 4), (2, 1, 3, 4) et (3, 4, 1, 2) donnant le même produit de distributions de Dirac, elles ne sont comptées qu’une fois. Le nombre total de ces permutations distinctes est donc égal au nombre total de permutations sans restriction, soit (2n)!, divisé par le nombre n! de permutations échangeant une des n distributions de Dirac avec une autre, et par le nombre de permutations échangeant les deux arguments d’une même distribution, soit 2^n, d’où la relation Card(P_n) = (2n)!/(2^n n!).

2Notons qu’il existe d’autres types d’équations décrivant l’évolution des densités de probabilité de variables stochastiques. On pense notamment à l’équation de Boltzmann ou à l’équation maîtresse.

104 VIII.3: Développement de Kramers-Moyal

VIII.2.f Distribution des vitesses dans l’état stationnaire

Lorsque le régime permanent est atteint, le premier terme de la solution formelle (28) s’annule et celle-ci peut alors s’écrire, en effectuant le changement de variable τ = t − t^′,

v(t) =

�_t 0 e^{−γτ} Γ(t − τ)dτ ≃

�_∞ 0 e^{−γτ} Γ(t − τ)dτ en rappelant qu’on se place à t ≫ 1 γ Pour calculer la distribution des vitesses, on peut calculer les moments de la vitesse μ^′_k puis utiliser la méthode, suggérée au chapitre IV, faisant appel à la fonction caractéristique Z. Explicitement,

μ^′_k = E � v^k � = E �_∞ 0 e^{−γτ} Γ(t − τ)dτ

�_k� = �_∞ 0 . . .

�_∞ 0 exp � −γ k� i=1 τ_i � E �_k � i=1 Γ(t − τ_i)

�_k � i=1 dτ_i,

ce qui montre que les moments d’ordre impair μ^′_{2n+1} sont nuls. D’autre part, les moments d’ordre pair μ^′_{2n} peuvent être exprimés simplement en remarquant qu’on peut factoriser les intégrales 2n-dimensionnelles en un produit de n intégrales doubles identiques, soit

μ^′_{2n+1} = 0 et μ^′_{2n} =

(2n!) 2^nn!

�_∞ 0 �_∞ 0 e^{−γ(τ1+τ2)}qδ(τ_1 − τ_2)dτ_1dτ_2

�_n = (2n!) 2^nn! E � v^2

�_n = (2n!) 2^nn! � kT m �_n

La fonction caractéristique Z est alors une gaussienne, ce qu’il est aisé de démontrer, en insérant simplement l’expression des moments dans la définition (7). La distribution des vitesses dans le régime stationnaire, obtenue par transformation de Fourier de Z, est également une gaussienne, et on retrouve en fait la distribution de Maxwell-Boltzmann,

W_v(v) = 1 √ 2πσ_{th} exp � − v^2 2σ^2_{th} � , qui est solution de l’équation stationnaire associée à (27).

Remarquons que cet exemple est particulièrement simple, puisque l’équation de Langevin régissant la vitesse est unidimensionnelle, linéaire, et à coefficients constants. C’est ainsi qu’on peut calculer directement la forme de v(t), ainsi que la distribution des vitesses W_v dans l’état stationnaire. Dans les cas plus généraux que l’on va aborder dans la suite, il faut bien voir que l’on part d’une ou de plusieurs équations de Langevin pour obtenir une équation de Fokker-Planck portant sur la densité de probabilité W des variables étudiées, et que c’est en résolvant cette équation qu’on obtient les propriétés de la distribution.

VIII.3 Développement de Kramers-Moyal

VIII.3.a Le cas unidimensionnel

On considère ici un processus stochastique quelconque, noté X. À chaque instant, la variable aléatoire X(t) est distribuée selon une densité de probabilité W (x; t), et les distributions à deux instants t et t^′ peuvent être reliées entre elles par

W (x^′; t^′) = � P (x^′; t^′|x; t)W (x; t)dx, (29)

où P (x^′; t^′|x; t) est la probabilité que le processus passe de la valeur x à l’instant t à la valeur x^′ à l’instant t^′. Puisque ce qui nous intéresse est l’évolution de la distribution W au cours du temps, il convient de se pencher sur cette probabilité de transition P , pour des intervalles de temps courts^3. On peut montrer, à partir d’un développement de Taylor de P que la variation de la distribution W pendant l’intervalle de temps τ s’écrit [Risken, 1989]

W (x; t + τ) − W (x; t) = � n⩾1 1 n! � − ∂ ∂x �_n

[M_n(x, t, τ)W (x; t)] ,

3Au sens mathématique, c’est-à-dire avec τ = t^′ − t tendant vers zéro.

où les M_n(x, t, τ) sont les moments successifs des incréments du processus X entre t et t + τ, conditionnés à l’égalité X(t) = x, soit, de manière explicite,

M_n(x, t, τ) = � (x^′ − x)^nP (x^′; t + τ|x; t)dx^′ .

L’étape suivante consiste à supposer qu’on peut écrire des développements de Taylor en puissances de τ pour les moments M_n, de façon à pouvoir identifier l’expression de la dérivée partielle de W par rapport au temps. Remarquant que pour τ = 0 les moments sont nécessairement nuls^4, puisque la probabilité de transition est une distribution de Dirac, le premier ordre non nécessairement nul du développement des M_n est précisément l’ordre un. On écrit habituellement ce résultat sous la forme M_n(x, t, τ) = n!D_n(x, t)τ +O(τ^2), de sorte que ∂W ∂t = � n⩾1 � − ∂ ∂x �_n [D_n(x, t)W (x; t)] = KW . (30)

Cette écriture est appelée développement de Kramers-Moyal et de même les D_n et K sont respectivement les coefficients de Kramers-Moyal et l’opérateur de Kramers-Moyal, dont on remarque qu’il est linéaire. Notons que si le processus X est markovien, c’est-à-dire si la probabilité de transition P ne dépend que des deux états considérés, les coefficients de Kramers-Moyal ne dépendent effectivement que de l’instant t et de la variable x, de sorte que l’équation précédente peut en théorie être intégrée si l’on se donne une distribution initiale ainsi que des conditions aux limites. Remarquons également que la probabilité de transition satisfait elle aussi au développement ci-dessus, car elle s’identifie avec la distribution de probabilité W si la distribution initiale est un Dirac.

VIII.3.b Théorème de Pawula et équation de Fokker-Planck

Pour résoudre l’équation (30), il est important de savoir si l’on peut tronquer le développement, de façon à simplifier l’intégration. Le théorème de Pawula permet d’apporter une première réponse à cette question. On peut en effet montrer [Risken, 1989] que pour deux entiers n et m supérieurs ou égaux à un, on a l’inégalité suivante entre les coefficients de Kramers-Moyal,

0 � [(2n + m)!D_{2n+m}]^2 � (2n)!(2n + 2m)!D_{2n}D_{2n+2m} obtenue à partir d’une inégalité de Schwarz.

Ainsi, si D_2 est nul, alors tous les coefficients d’ordre deux ou plus sont nuls. Si cependant D_2 n’est pas nul mais que D_4 l’est, alors D_3 l’est aussi ainsi que tous les coefficients suivants. En raisonnant ainsi de façon itérative, on en déduit que, soit le développement (30) s’arrêtre à l’ordre un, soit il s’arrête à l’ordre deux, soit il est infini. Dans le deuxième cas, on dira qu’on a affaire à une équation de Fokker-Planck, ∂W ∂t = − ∂ ∂x [D_1(x, t)W (x; t)] +

∂^2 ∂x^2

[D_2(x, t)W (x; t)] = FW .

Les deux premiers coefficients de Kramers-Moyal ont donc un rôle particulier à jouer et on les nomme respectivement coefficient de dérive pour le premier et coefficient de diffusion pour le second.

VIII.3.c Le cas multidimensionnel

On procède de la même manière que dans le cas plus simple d’une seule variable. Soit X = (X_1, . . . , X_p) le vecteur regroupant les p processus stochastiques auxquels on s’intéresse. Les valeurs prises par les variables aléatoires X(t) seront notées x, et leur distribution de probabilité W (x; t) a la propriété suivante, exactement semblable à (29),

W (x^′; t^′) = � P (x^′, t^′|x, t)W (x; t)dx, cette intégrale portant sur p dimensions.

4On rappelle que n ⩾ 1.

Utilisant les mêmes méthodes que pour le cas unidimensionnel, détaillées par [Risken, 1989], on peut développer la probabilité de transition P en série de Taylor faisant intervenir les moments

M_{i1,...,in} (x, t, τ) = � � x^′_{i1} − x_{i1} � . . . � x^′_{in} − x_{in} � P (x^′, t + τ|x, t)dx^′,

où les indices (i_k) sont choisis parmi (1, . . . , p). Lorsque l’intervalle de temps τ tend vers zéro, on peut écrire ces moments comme M_{i1,...,in} (x, t, τ) = n!D_{i1,...,in} (x, t)τ +O(τ^2), d’où le développement de Kramers-Moyal de la dérivée partielle par rapport au temps de la distribution de probabilité W , ∂W ∂t = � n⩾1 (−1)^n � (i_k )

∂^n ∂x_{i1} . . . ∂x_{in}

[D_{i1 ,...,in} (x, t)W (x; t)] .

On verra, lorsqu’on abordera les processus régis par des équations de Langevin sous leur forme la plus générale, que, dans ce cas précis tout au moins, les coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois ou plus sont nuls, de sorte qu’on aura en fait une équation de Fokker-Planck à p dimensions, ∂W ∂t = − p� i=1 ∂ ∂x_i

[D_i(x, t)W (x; t)] + p� i=1 p� j=1 ∂^2 ∂x_i∂x_j

[D_{i,j} (x, t)W (x; t)] , (31)

où le coefficient de dérive est maintenant un vecteur, et celui de diffusion un tenseur d’ordre deux, symétrique d’après l’expression des moments.

VIII.4 Équations de Langevin

VIII.4.a Forme générale

On se place toujours dans le cadre d’un processus stochastique X composé de p processus unidimensionnels (X_1, . . . , X_p), mais on fait maintenant l’hypothèse supplémentaire selon laquelle ces processus sont régis par des équations de Langevin sous leur forme la plus générale, non-linéaire, dX dt = h (X, t) + g (X, t) Γ(t), soit encore dX_i dt = h_i ({X_k} , t) + p� j=1 g_{ij} ({X_k} , t) Γ_j (t). (32)

Les fonctions h_i et g_{ij} , respectivement regroupées sous une forme vectorielle h et matricielle g, dépendent de l’ensemble des variables aléatoires X et du temps. Les forces de Langevin Γ_j , qu’on a rassemblées en un vecteur Γ pour alléger les notations, sont supposées posséder les propriétés décrites au VIII.2.c, c’est-à-dire qu’il s’agit de processus gaussiens indépendants et δ-corrélés, soit,

E {Γ_i(t)} = 0 et E {Γ_i(t)Γ_j (t^′)} = 2δ_{ij} δ(t − t^′), où δ_{ij} est le symbole de Kronecker.

Ceci étant posé, il est en général impossible de déterminer une solution formelle de ces équations. En revanche, on peut établir une équation régissant la densité de probabilité W (x; t). Pour cela, il s’agit de déterminer les coefficients de Kramers-Moyal associés à ces équations de Langevin. On va en particulier montrer que le développement de Kramers-Moyal s’arrête en fait à l’ordre deux, et qu’on a donc une équation de Fokker-Planck.

VIII.4.b Coefficients de Kramers-Moyal

Pour simplifier la compréhension de ce qui va suivre, on va commencer par considérer le cas unidimensionnel, afin d’établir la nullité des coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois et plus, sachant que le résultat est conservé dans le cas général [Risken, 1989]. On repassera ensuite au cas p-dimensionnel pour déterminer la forme du vecteur de dérive et du tenseur de diffusion.

Cas unidimensionnel

Dans le cas d’un processus X à une seule dimension, l’équation de Langevin non-linéaire supposée le gouverner est, en adaptant les notations de l’équation multidimensionnelle, dX dt = h (X, t) + g (X, t) Γ(t) avec E {Γ(t)} = 0 et E {Γ(t)Γ(t^′)} = 2δ(t − t^′).

Les coefficients de Kramers-Moyal associés sont définis à partir des moments des incréments du processus X entre deux instants t et t + τ, conditionnellement à l’égalité X(t) = x. Il faut donc écrire cet incrément à partir de l’équation de Langevin, soit, en intégrant simplement cette dernière,

X(t + τ) − X(t) = X(t + τ) − x =

�_{t+τ} t {h [X(t^′), t^′] + g [X(t^′), t^′] Γ(t^′)} dt^′ (33)

L’intervalle de temps τ devra tendre vers zéro lorsqu’on voudra calculer les coefficients de Kramers-Moyal. On peut donc déjà supposer qu’il est très petit, et développer les fonctions h et g par rapport à la variable X(t^′), au voisinage de x, en remarquant que le processus X est continu,

h [X(t^′), t^′] = h (x, t^′) + ∂h ∂x (x, t^′) [X(t^′) − x] + · · · et de même pour la fonction g.

On insère alors ces développements dans l’expression de l’incrément X(t + τ) − x, ce qui permet d’obtenir, pour les fonctions h et g, une dépendance plus simple^5, à savoir x au lieu de X(t^′). Reste qu’on a introduit, dans l’intégrale (33), les incréments intermédiaires X(t^′) − x pour t � t^′ � t + τ, qu’on peut à leur tour remplacer par des expressions intégrales. In fine, on obtient une expression de l’incrément du processus entre t et t+τ qui ne fait intervenir que les fonctions h et g et leurs dérivées partielles successives par rapport à la première variable, prises aux points (x, t^′), ainsi que les forces de Langevin Γ(t^′). Les propriétés de ces dernières, en termes de moyennes d’ensemble, vont permettre de déterminer les coefficients de Kramers- Moyal, qu’on peut écrire comme

D_n(x, t) = lim_{τ →0} 1 n! E {[X(t + τ) − x]^n} τ . (34)

En particulier, le coefficient de dérive est obtenu de la manière suivante. Prenant simplement la moyenne de l’incrément du processus, et utilisant les propriétés de la distribution de Dirac, on a

E {X(t + τ) − x} =

�_{t+τ} t h(x, t^′)dt^′ +

�_{t+τ} t dt^′ ∂h ∂x (x, t^′)

�_t′ t dt^{′′}h(x, t^{′′}) + · · · +

�_{t+τ} t dt^′ ∂g ∂x (x, t^′)g(x, t^′) + · · ·

Dans cette expression, les intégrales non écrites, si elles n’ont pas déjà été annulées par le moyennage^6, font intervenir un nombre de fonctions Γ au moins égal à quatre. Les propriétés de corrélation de celles-ci font que le comportement de ces termes aux petits intervalles de temps est au mieux en O(τ^2), ce qu’on peut comprendre en considérant l’expression E �_{t+τ} t dt_1Γ(t_1)

�_{t1} t dt_2Γ(t_2)

�_{t2} t dt_3Γ(t_3)

�_{t3} t dt_4Γ(t_4) � = �_{t+τ} t dt_1

�_{t1} t dt_2

�_{t2} t dt_3

�_{t3} t dt_4 E {Γ(t_1)Γ(t_2)Γ(t_3)Γ(t_4)} .

Connaissant les propriétés des forces de Langevin, on voit que cette intégrale multiple peut se mettre sous la forme de somme d’intégrales faisant intervenir un produit de deux distributions de Dirac, �_{t+τ} t dt_1

�_{t1} t dt_2

�_{t2} t dt_3

�_{t3} t dt_4 δ(t_1 − t_2)δ(t_3 − t_4) = τ^2 8 ce qu’on montre par intégrations successives.

Les termes correspondant dans l’écriture du premier moment, ainsi que ceux d’ordre plus élevé, disparaissent donc lorsqu’on prend la limite (34). D’autre part, les termes ne contenant pas de forces de Langevin

5Ce qu’on paye en devant connaître leurs dérivées partielles par rapport à la première variable. 6On pense évidemment aux termes contenant un nombre impair de fonctions Γ.

sont d’ordre m, où m est le nombre d’intégrales qu’ils contiennent. C’est par exemple le cas du second terme du membre de droite de l’équation donnant le premier moment. L’ensemble de ces arguments peut être utilisé pour montrer que les coefficients de Kramers-Moyal associés à l’équation de Langevin non-linéaire à une dimension sont

D_1(x, t) = h(x, t) + g(x, t) ∂g ∂x (x, t) D_2(x, t) = g^2(x, t) et D_n(x, t) = 0 pour n � 3,

ce qui montre que la distribution de probabilité W (x; t) obéit à une équation de Fokker-Planck.

Cas multidimensionnel

La dérivation des coefficients de Kramers-Moyal dans le cas d’un ensemble de p processus régis par les équations de Langevin (32) se fait d’une manière tout à fait semblable. On admettra que, dans ce cas général, les coefficients d’ordre au moins égal à trois sont nuls, et on se contentera de déterminer le vecteur de dérive et le tenseur de diffusion, en partant de l’écriture intégrale

X(t + τ) − x =

�_{t+τ} t {h [X(t^′), t^′] + g [X(t^′), t^′] Γ(t^′)} dt^′,

le point x étant la valeur prise par le processus X à l’instant t. On insère ensuite dans cette expression les développements des fonctions h et g par rapport à la première variable, au voisinage de x,

h [X(t^′), t^′] = h (x, t^′) + {[X(t^′) − x] .∇_x} .h (x, t^′) + · · · et de même pour la fonction g.

On a introduit ici l’opérateur vectoriel “nabla”, ∇_x, dont les composantes sont les dérivées partielles par rapport aux composantes de x. Comme dans le cas unidimensionnel, on doit alors remplacer itérativement, par la même méthode, les incréments intermédiaires X(t^′)−x qui sont apparus. Les arguments déjà utilisés alors pour éliminer un grand nombre de termes des moments d’ordre un et deux restent valables, bien que les notations deviennent un peu lourdes. On obtient ainsi l’expression des coefficients de Kramers-Moyal d’ordre un et deux [Risken, 1989],

D_i(x, t) = h_i(x, t) + p� j=1 p� k=1 g_{kj} (x, t)

∂g_{ij} ∂x_k

(x, t) et D_{i,j} (x, t) = p� k=1 g_{ik}(x, t)g_{jk}(x, t) , (35)

tous les coefficients d’ordre trois et plus étant nuls. Les processus dont l’évolution est régie par une équation de Langevin ont donc une densité de probabilité qui suit une équation de Fokker-Planck, les coefficients de celle-ci étant donnés par les expressions ci-dessus.

VIII.4.c Les processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Définition et solution formelle

Un cas particulier qui nous intéressera dans la suite est celui des processus d’Ornstein-Uhlenbeck, dont l’évolution est gouvernée par une équation de Langevin linéaire, à coefficients constants et indépendants de la valeur du processus. Plus précisément, le processus p-dimensionnel X = (X_1, . . . , X_p) est déterminé par l’ensemble d’équations différentielles suivant, dX dt = −γX + Γ(t) soit, explicitement, dX_i dt = − p� j=1 γ_{ij} X_j + Γ_i(t), (36)

ce qui revient à prendre h(X, t) = −γX d’une part et g(X, t) = 1 d’autre part. On voit clairement que la vitesse d’une particule brownienne, dans le modèle décrit par l’équation (26) est ainsi un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans ce cas particulier, on peut déterminer, au moins formellement, les solutions de (36) satisfaisant à un jeu de conditions initiales X(0) = x. On procède de manière classique, en deux étapes. Tout d’abord, la solution générale X_0(t) du système linéaire homogène associé s’écrit comme

X^0(t) = G(t)x, où la matrice G des fonctions de Green satisfait à dG dt + γG = 0.

Sachant qu’à l’instant initial G doit être égale à l’identité, la solution formelle de cette équation différentielle est une exponentielle de matrice G(t) = exp (−γt). On cherche ensuite la solution du système complet en utilisant la méthode de variation des constantes. Posant une solution de la forme

X(t) = G(t)c(t), on en déduit G(t) dc dt = Γ(t), d’où X(t) = G(t)x +

�_t 0 G(t^′)Γ(t − t^′)dt^′ ,

en notant que l’inverse de la matrice G(t) est, d’après la forme exponentielle, égale à G(−t).

Équation de Fokker-Planck associée

Comme on l’a vu, les coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois et plus associés à une équation de Langevin générale sont nuls. C’est donc en particulier vrai dans le cas de processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Quant au vecteur des coefficients de dérive et au tenseur des coefficients de diffusion, ils s’écrivent respectivement^7

D_i(x, t) = − p� j=1 γ_{ij} x_j et D_{i,j} (x, t) = δ_{ij} d’où ∂W ∂t = ∇_x. (γxW ) + Δ_xW,

l’opérateur laplacien Δ_x étant égal au produit scalaire de ∇_x par lui-même. Plus explicitement, l’équation de Fokker-Planck écrite ci-dessus est ∂W ∂t = p� i=1 p� j=1 γ_{ij}

∂(x_j W )

∂x_i + p� i=1 ∂^2W ∂x^2_i .

Retour sur l’exemple de la vitesse d’une particule brownienne

Pour terminer ce très rapide tour d’horizon, revenons au cas de la vitesse d’une particule brownienne, qu’on a étudié au VIII.2. L’équation de Langevin (26) qui la détermine est de la forme qu’on vient de voir, ce qui fait du processus unidimensionnel v un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On peut donc appliquer les résultats ci-dessus, mais il convient avant cela de remarquer qu’il faut se préoccuper de la normalisation. En effet, dans l’équation (26), le terme stochastique, c’est-à-dire la force de Langevin, possède une fonction d’autocorrélation dont la valeur en 0 est

A_Γ(0) = E � Γ^2(t) � = q =

2γk_B T m d’après ce qu’on a écrit au VIII.2.

Par conséquent, si l’on veut se placer dans les conditions exactes des résultats du VIII.4, il est judicieux de considérer les variables normalisées

v^′ = v α_v et Γ^′ = Γ α_v

, avec α_v = � γk_B T m , de sorte que dv^′ dt = −γv^′ + Γ^′(t),

avec les propriétés suivantes, E {Γ^′(t)} = 0 et E {Γ^′(t)Γ^′(t^′)} = 2δ(t − t^′). La solution formelle de cette équation de Langevin est alors donnée par les résultats de la section VIII.4.c, à savoir

v^′(t) = v^′_0e^{−γt} +

�_t 0 e^{−γt′} Γ^′(t − t^′)dt^′ d’où v(t) = v_0e^{−γt} +

�_t 0 e^{−γ(t−t′)}Γ(t^′)dt^′,

après un changement de variable élémentaire et en remultipliant par le facteur de normalisation. On voit que sans surprise on retrouve la solution formelle déjà obtenue directement. En ce qui concerne l’équation de Fokker-Planck, l’application de la forme trouvée plus haut donne immédiatement

∂W_v′ ∂t = γ ∂(v^′W_v′ ) ∂v^′ + ∂^2W_v′ ∂v^{′2} , 7Dans l’ouvrage de Risken [Risken, 1989], on trouvera une expression légèrement différente, non nécessairement diagonale, du tenseur des coefficients de diffusion. Ceci est dû au fait qu’il ne suppose pas que les forces de Langevin sont indépendantes, et qu’il peut donc exister une corrélation entre Γ_i et Γ_j pour i ≠ j.

or les distributions de probabilité W_v et W_v′ sont reliées par W_v′ = α_v W_v , de sorte qu’en revenant aux variables usuelles, on retrouve bien l’expression (27),

∂W_v ∂t = γ ∂(vW_v ) ∂v + α^2_v

∂^2W_v ∂v^2 = γ ∂(vW_v ) ∂v + γk_B T m ∂^2W_v ∂v^2 . On retrouvera méthodes et résultats vus dans ce chapitre lorsqu’on abordera, dans la cinquième et dernière partie, et en particulier au chapitre XX, le problème du transfert radiatif dans des milieux complexes, décrits par des champs stochastiques de densité et de vitesse suivant précisément des processus d’Ornstein- Uhlenbeck. �

TROISIÈME PARTIE Statistique des centroïdes de vitesse

Dr. Emmett Brown : If my calculations are correct, when this baby hits eighty-eight miles per hour... you’re gonna see some serious shit. “Back to the future” (Robert Zemeckis)

CHAPITRE IX

Observations de spectro-imagerie

IX.1 Introduction

L’exploitation correcte des observations astronomiques nécessite de prendre en considération plusieurs problèmes afin de décrire correctement les objets et les processus étudiés. En particulier, en ce qui concerne la physique du milieu interstellaire, il faut noter que les données d’émission de raies dépendent de la vitesse, et plus précisément de sa composante longitudinale^1, en raison du décalage Doppler-Fizeau. De plus, l’information dont on dispose est nécessairement intégrée le long de la ligne de visée, et les problèmes de transfert radiatif aboutissent à des expressions dans lesquelles les champs de densité et de vitesse sont mélangés de manière complexe [Hegmann & Kegel, 2000], comme on en discutera dans la cinquième partie. Ainsi, pour décrire les conditions et les processus physiques à l’œuvre dans le MIS, il faut se contenter d’une seule quantité observable pour une ligne de visée et une vitesse longitudinale données. Cette quantité est typiquement la température de brillance^2 T_b(X, u), caractérisant l’intensité du rayonnement observé dans une certaine direction^3 X et à une certaine vitesse u. Bien que la comparaison des températures de brillance pour divers traceurs, qu’il s’agisse d’espèces différentes, de transitions différentes ou de polarisations différentes, permette de déterminer certains paramètres physiques des milieux observés, il est néanmoins nécessaire, si l’on souhaite avoir accès aux propriétés tridimensionnelles telles que la densité et la vitesse, de résoudre un problème inverse à partir de données dépendant de deux coordonnées d’espace et d’une coordonnée de vitesse. Cette étape est indispensable dans l’optique de comparer les observations aux modèles théoriques, par exemple pour estimer les rôles de la gravité, du champ magnétique, ou de la turbulence. En particulier, les mouvements turbulents dans le milieu interstellaire, qu’on a évoqués au II.4.a et au III.7, doivent être correctement décrits [Vazquez-Semadeni et al., 2000], car ils pourraient expliquer nombre de propriétés des raies spectrales [Baker, 1976], tout en fournissant un support efficace contre l’effondrement gravitationnel [Klessen et al., 2000, Heitsch et al., 2001], expliquant par là même le fait que la durée de vie des nuages moléculaires est plus grande que leur temps de chute libre [Scalo, 1985] et que le taux de formation stellaire est donc plus faible que ce qu’on pourrait déduire d’un simple modèle de nuage en effondrement [Zuckerman & Evans, 1974]. La turbulence pourrait également avoir une influence non-linéaire importante sur l’évolution de la poussière en accélérant la coagulation ou la fragmentation des grains [Falgarone & Puget, 1995, Miville-Deschênes et al., 2002], ainsi que sur l’évolution chimique du milieu interstellaire, la dissipation intermittente de l’énergie pouvant favoriser localement des réactions chimiques endothermiques [Joulain et al., 1998].

Comme on vient de le faire remarquer, cette description doit passer par la température de brillance, et il existe un certain nombre de méthodes visant à déduire les propriétés statistiques des champs tridimensionnels à partir des données observationnelles. On les discutera brièvement au début du chapitre X, et on se contente ici de souligner que le principal but de ces travaux est de relier les propriétés des observables, en fonction de l’échelle considérée, à des lois d’échelle portant sur les champs tridimensionnels. Avant de traiter ce problème, qui occupera les chapitres X à XIII, il s’agit tout d’abord de mettre en place les idées et les notations qui seront utilisées tout au long de cette partie, et d’introduire les observables qui seront étudiées dans la suite.

IX.2 Notations et hypothèses

On repérera un point quelconque de l’espace à trois dimensions par un vecteur tridimensionnel x. Les cartes bidimensionnelles seront, elles, écrites en fonction d’un vecteur X situé dans le plan du ciel. Clairement, ce

1C’est-à-dire parallèle à la ligne de visée. 2Voir le chapitre XVIII et en particulier le XVIII.5.c.

3Le vecteur X est bidimensionnel et situé dans le plan du ciel. Il repère la position de la ligne de visée.

114 IX.3: Expression des observables

vecteur n’est autre que la projection de x parallèlement à la ligne de visée. On notera u_z le vecteur unitaire de la ligne de visée, de sorte qu’on écrira la relation entre les vecteurs bidimensionnels et tridimensionnels sous la forme x = X +zu_z, qu’on notera souvent aussi x = (X, z). Il faut ici remarquer qu’il est nécessaire de ne s’intéresser qu’à une petite surface du ciel, de façon à ce que les différentes lignes de visée puissent être considérées comme parallèles.

Dans les chapitres suivants, on utilisera essentiellement les séparations entre deux lignes de visée et entre deux points de l’espace, l’origine des cartes ainsi que celle de l’espace tridimensionnel étant choisies arbitrairement et ne possédant aucune signification intrinsèque. On notera r = x_2 − x_1 la séparation tridimensionnelle entre les points x_1 et x_2, qui donne lieu, sur les cartes bidimensionnelles, à une séparation apparente R = X_2 − X_1 entre les lignes de visée correspondantes X_1 et X_2. Ces notations sont illustrées sur la figure IX.1. En définitive, les vecteurs écrits en minuscule correspondront toujours à des quantités tridimensionnelles, tandis que leurs équivalents en majuscule désigneront leurs projections sur le plan du ciel.

En ce qui concerne les champs tridimensionnels de densité et de vitesse on les notera respectivement ρ(x) et v(x). La composante longitudinale de la vitesse sera désignée par v(x).

On supposera que l’observation est faite dans une transition optiquement mince, en prenant l’exemple de la raie à 21 cm de l’hydrogène atomique neutre Hi, que la fréquence est suffisamment basse pour que l’approximation de Rayleigh-Jeans soit valable, que les conditions d’excitation de la transition, en particulier la température cinétique, sont uniformes dans le milieu étudié, et enfin qu’il n’existe pas de rayonnement illuminant le nuage par l’arrière dans ce domaine de fréquences.

x_2 x_1 r

X_2

X_1 R

O y x

z plan du ciel

Fig. IX.1 – Convention de notation utilisée dans toute la troisième partie. Les minuscules représentent des vecteurs tridimensionnels, tandis que les majuscules correspondantes désignent leurs projections sur le plan du ciel (xOy). La direction perpendiculaire à celui-ci est celle de l’observateur.

IX.3 Expression des observables

IX.3.a Température de brillance

Suivant la méthode de [Dickman & Kleiner, 1985], on va exprimer l’intensité spécifique^4 à une fréquence ν issue d’une ligne de visée X comme une température de brillance T_b(X, u) dépendant de la vitesse u par rapport à l’observateur, laquelle est reliée à la fréquence par l’effet Doppler-Fizeau, u = � ν_0 − ν ν_0 � c + u_0 où ν_0 est la fréquence au repos de la transition.

La constante u_0 permet de spécifier l’origine des vitesses vis-à-vis de l’observateur. La température de brillance, caractérisant l’émission sortant du nuage observé perpendiculairement à la surface de celui-ci,

4Voir le chapitre XVIII.

est la solution de l’équation de transfert radiatif (voir le chapitre XVIII), et s’écrit

T_b(X, u) =

�_{τ0} 0 T_{ex}(x) exp (−τ)dτ, (37)

avec T_{ex} la température d’excitation et τ la profondeur optique. Celle-ci dépend de la position z le long de la ligne de visée, comme on l’a noté. Plus précisément, τ désigne la profondeur optique entre le fond du nuage, situé par convention ici en z = 0, et la position z. D’autre part, la profondeur optique dépend également de la ligne de visée X considérée, ainsi que de la vitesse u, puisqu’on sait notamment qu’un milieu est a priori plus opaque au centre de la raie que dans ses ailes. La limite d’intégration τ_0 est égale à la profondeur optique totale du nuage dans la direction et à la vitesse considérées. L’hypothèse d’une transition optiquement mince permet de s’affranchir du facteur exponentiel en l’assimilant à l’unité. D’autre part, étant donné que la profondeur optique est égale à l’intégrale du coefficient d’absorption, on peut réécrire la température de brillance comme

T_b(X, u) = � T_{ex}(x)κ_0(x)ϕ [v(x) − u] dz, (38)

où l’intégration est effectuée sur la ligne de visée. Dans cette équation, κ_0 est le coefficient d’absorption à la position x, intégré sur tout le profil de la raie, et ϕ est le profil normalisé de la distribution des vitesses, supposé symétrique par rapport à zéro et indépendant de x. Par exemple, si l’on ne considère que l’élargissement thermique, ϕ prend la forme gaussienne suivante,

ϕ(w) = 1 √ 2πσ_{th} exp � − w^2 2σ^2_{th} � avec σ_{th} la dispersion de vitesse thermique.

L’argument translaté v(x) − u de ϕ dans l’équation (38) exprime simplement le fait que l’émission à la position x est élargie autour de la vitesse locale le long de la ligne de visée v(x). En faisant l’hypothèse de conditions d’excitation uniformes, T_{ex} est une constante, et κ_0(x) est proportionnel à la densité locale du gaz ρ(x), de sorte que l’on a

T_b(X, u) = � αρ(x)ϕ [v(x) − u] dz où α est une constante de proportionnalité. (39)

Cette expression montre déjà que, même avec des hypothèses simplificatrices, la tâche d’extraire les propriétés de la densité et de la vitesse à partir des données observationnelles T_b(X, u) est ardue.

IX.3.b Cartes des moments de la température de brillance

Toute l’information disponible quant aux propriétés des champs tridimensionnels de densité et de vitesse se trouve dans les cubes^5 de données T_b(X, u). La manipulation de ces cubes entiers peut cependant se révéler difficile, bien qu’il existe des méthodes fondées sur leur analyse globale, comme on le verra au chapitre XIII. Pour simplifier le problème, on peut tirer de ces données des cartes bidimensionnelles, en calculant, pour chaque direction X, les moments successifs du profil en vitesse de la température de brillance. Cette approche est justifiée si l’on se rappelle que la connaissance des moments d’une variable aléatoire est équivalente à celle de la distribution de probabilité complète. On va donc considérer les cartes de moments W_n définies par

W_n(X) = � u^nT_b(X, u)du avec n entier positif ou nul. (40)

L’intégration est faite sur toutes les vitesses de −∞ à ∞, ce qui ne pose pas de problème de convergence si l’on suppose que toute émission continuum a d’abord été soustraite, de façon à ce que la raie soit à support fini. Utilisant l’expression (39) de la température de brillance, on a

W_n(X) = � u^n � α � ρ(x)ϕ [v(x) − u] dz � du = α � ρ(x) � ϕ(w) [v(x) − w]^n dw � dz, 5On parle de cubes position-position-vitesse ou PPV, d’après les dimensions de leurs coordonnées.

où l’on a introduit la variable w = v(x) − u donnant l’écart entre la vitesse observée et la vitesse de l’écoulement au point considéré. Après développement de l’intégrande dans l’intégrale centrale, et puisque le profil local de la raie ϕ est supposé indépendant de la position x, on obtient

W_n(X) = n� k=0 C^k_nD^n_k � ρ(x)v^k (x)dz avec D^n_k = α � (−w)^{n−k}ϕ(w)dw. et C^n_k = n! k!(n − k)!

. (41)

Il faut noter que l’hypothèse de symétrie de ϕ implique que pour n−k impair, D^n_k est nul. Les deux premiers moments sont particulièrement utilisés, puisqu’il s’agit par définition de l’intensité totale émergente W_0 = I et du centroïde de vitesse non normalisé W_1 = C, respectivement,

I(X) = W_0(X) = α � ρ(x)dz = αN(X) et C(X) = W_1(X) = α � ρ(x)v(x)dz. (42)

On a noté ici N(X) la densité de colonne à la position X. Dans les chapitres suivants, et dans l’optique de déterminer la statistique des champs de densité et de vitesse, on ne considérera que ces deux premiers moments. L’utilisation de moments d’ordre plus élevé pourrait théoriquement fournir plus d’informations sur la structuration du milieu, mais en pratique, leur utilité est limitée par la résolution spectrale et par le niveau du bruit. On va d’ailleurs discuter de ces problèmes dans la section suivante, au sujet de l’intensité intégrée I et du centroïde non normalisé C.

IX.4 Détermination pratique de l’intensité et du centroïde

IX.4.a Mise en place du problème

En raison de la résolution spectrale finie des observations, les profils spectraux observés ne sont pas parfaitement définis à toutes les fréquences, même en l’absence de bruit. On dispose en réalité d’histogrammes donnant l’émission intégrée sur une bande passante autour d’un certain nombre de fréquences d’échantillonnage (ν_1, . . . , ν_n) correspondant à des vitesses (u_1, . . . , u_n) le long de la ligne de visée. On notera G_k la bande passante du canal c_k, qui est une fonction de la vitesse u, et w_k sa largeur. L’émission contenue dans le canal c_k est alors caractérisée par une température T_k,

T_k(X) = � G_k (u)T_b(X, u)du la bande passante ayant la dimension de l’inverse d’une vitesse.

L’intensité émergente est alors calculée en pratique comme une somme discrète ~I, qu’on peut voir comme un estimateur statistique de l’intégrale définissant la véritable intensité intégrée I,

~I(X) =^n � k=1 T_k(X)w_k = n� k=1 w_k � G_k (u)T_b(X, u)du alors que I(X) = � T_b(X, u)du.

Le centroïde de vitesse est également estimé comme une somme discrète,

~C(X) =^n � k=1 u_kT_k(X)w_k = n� k=1 u_kw_k � G_k (u)T_b(X, u)du alors que C(X) = � uT_b(X, u)du.

De même, l’estimation pratique ~C_0 du centroïde de vitesse normalisé C_0, lequel est défini comme le rapport C/I, est alors donnée par le rapport de ~C à ~I. Notons qu’on a écrit ici la forme la plus générale du problème, étant entendu que les vitesses (u_k) peuvent ne pas être régulièrement espacées, que les bandes passantes (G_k) peuvent être différentes les unes des autres, et que la définition des largeurs (w_k) des canaux dépend des bandes passantes. Classiquement, la question qui se pose est de savoir quelle est l’erreur commise en assimilant les estimateurs aux valeurs réelles, sachant que la qualité de ces estimations est affectée par trois grands types de phénomènes :

▷ L’échantillonnage de la vitesse, c’est-à-dire les valeurs des largeurs (w_k ), dont il est clair que plus elles sont petites, meilleure est la résolution en vitesse et meilleure est l’estimation du spectre.

▷ Le bruit intrinsèque aux mesures d’intensité, qui peut être dû d’une part à l’électronique des circuits de mesure^6 et d’autre part au bruit thermique de l’atmosphère.

▷ Les erreurs systématiques de calibration des axes en vitesse et en température.

Pety [Pety, 1999] a étudié les effets des deux dernières causes d’erreur dans l’estimation du centroïde normalisé. Pour traiter le problème du bruit intrinsèque, il traite les valeurs T_k(X) comme les moyennes de variables aléatoires gaussiennes indépendantes t_k, de même variance σ^2. À partir de là, il détermine la densité de probabilité du quotient déterminant l’estimateur du centroïde normalisé, ce qui permet d’estimer l’incertitude affectant le calcul de celui-ci, en fonction des paramètres du problème. On renvoie le lecteur intéressé à ce travail [Pety, 1999], en soulignant que les causes d’incertitudes importantes qu’il met en évidence sont essentiellement la largeur de la fenêtre en vitesse^7, l’asymétrie de la raie, ainsi que le rapport signal sur bruit. En ce qui concerne l’étude des biais systématiques, Pety [Pety, 1999] considère les cas où les mauvais étalonnages n’affectent qu’un seul axe à la fois, et il apparaît encore une fois qu’un faible niveau de bruit ainsi qu’une définition locale de la raie sont les facteurs essentiels de la qualité de l’estimation du centroïde.

Pour notre part, nous allons simplement traiter le problème de la résolution en vitesse, en commençant par le cas de l’intensité intégrée.

IX.4.b Le cas de l’intensité intégrée

Les simulations présentées au chapitre XII sont caractérisées par des bandes passantes de type porte,

G_k(u) = 1 w_k ⊓ � u − u_k w_k � où l’on utilise la fonction porte ⊓(x) = � 1 si |x| � 1/2 0 si |x| > 1/2 ,

et l’on supposera que les vitesses échantillonnées (u_k) sont choisies de telle sorte que chaque vitesse tombant dans la fenêtre de raie soit couverte par un canal et un seul, ce que montre la figure IX.2. De plus, les canaux qu’on prendra dans les simulations auront tous la même largeur w, de sorte que les vitesses échantillonnées seront données par u_k = u_1 + (k − 1)w. Ce sont ces conventions simplificatrices que nous allons utiliser ici.

u_{k−1} u_k u_{k+1} w_{k−1} w_k w_{k+1}

Fig. IX.2 – Condition de non recouvrement des canaux en vitesse.

Les températures mesurées T_k(X) sont alors données par les intégrales de la température de brillance vraie T_b sur les domaines de vitesse définis par chaque canal,

T_k(X) = � 1 w ⊓ � u − u_k w � T_b(X, u)du = 1 w � c_k

T_b(X, u)du, (43)

de sorte que l’estimateur de l’intensité est évidemment strictement égal à l’intensité véritable. Ce résultat est d’ailleurs valable aussi si les différents canaux n’ont pas la même largeur en vitesse, dès lors que la condition représentée sur la figure IX.2 est remplie. Par conséquent, les incertitudes sur les déterminations respectives du centroïde non normalisé et du centroïde normalisé sont proportionnelles l’une à l’autre, puisqu’il n’existe pas, ici, d’incertitude sur l’intensité.

IX.4.c Le cas du centroïde de vitesse

La forme (43) des températures mesurées dans chaque canal en vitesse permet d’écrire l’erreur faite en assimilant l’estimateur du centroïde non normalisé à la valeur vraie comme une intégrale portant sur

6On refroidit d’ailleurs les détecteurs pour limiter cette cause de bruit. 7Il s’agit de la différence W = u_n − u_1.

l’ensemble du domaine en vitesse, en introduisant les fonctions indicatrices^8 des canaux

Δ(X) = ~C(X) − C(X) = n� k=1 u_k � c_k

T_b(X, u)du − � uT_b(X, u)du =

� n� k=1 (u_k − u) 1_{ck} (u)T_b(X, u)du.

La résolution spectrale w étant fixée, on peut majorer l’incertitude sur le calcul du centroïde,

|Δ(X)| �

� n� k=1 |u_k − u| 1_{ck} (u)T_b(X, u)du � � wT_b(X, u)du = wI(X) = W n I(X).

En ce qui concerne le centroïde normalisé, il ne fait aucun doute que l’incertitude qui l’affecte

Δ_0(X) = ~C_0(X) − C_0(X) =

Δ(X) I(X) est majorée par W n . L’estimation numérique de l’incertitude se fait en translatant la raie parallèlement à elle-même le long de l’axe des vitesses, d’une quantité u_0, et en étudiant la variation de Δ avec u_0. Plus précisément, on se donne une raie spectrale définie par un grand nombre N de points et à support compact, puis une résolution en vitesse w, comptée en pixels et spécifiée par le nombre n de canaux, puisque l’extension de la raie est donnée au départ. On considère ensuite toutes les subdivisions pertinentes du support de la raie ayant cette résolution, sachant qu’il en existe environ w/2. La “vraie” valeur du centroïde étant calculée sur l’ensemble des N points, on peut calculer l’erreur Δ commise pour chaque subdivision à résolution fixée, et on donnera, comme estimation de l’incertitude à cette résolution, l’écart-type σ_Δ de l’ensemble des valeurs de Δ. On calcule de la même façon l’écart-type σ_{Δ0} sur les valeurs de Δ_0. Le résultat des tests effectués sur l’exemple d’une raie constituée de la somme de deux gaussiennes est présenté sur la figure IX.3, qui montre l’évolution de σ_Δ et de σ_{Δ0} en fonction de l’inverse de la largeur en vitesse w des canaux.

1/w (s km^{−1}) 1/w (s km^{−1})

σ_Δ (K km^2 s^{−2})

σ_{Δ0} (km s^{−1})

Fig. IX.3 – Évolution des écarts-type σ_Δ (à gauche) et σ_{Δ0} (à droite) en fonction de la résolution en vitesse, pour une raie dont la forme est indiquée en médaillon sur chaque figure. Les mesures sont représentées par des losanges, les courbes en trait plein sont quant à elles des ajustements de la forme (a + b/w)^{−2}. Sur la figure de gauche, les différentes courbes correspondent à des profils de raie homothétiques les uns des autres. Seule la courbe inférieure est un ajustement, les autres en sont déduites en multipliant par le rapport des intensités intégrées.

On voit notamment que les écarts-type entre les estimateurs des centroïdes et les valeurs vraies, alors qu’on pourrait s’attendre à ce que σ_Δ ∝ wI et σ_{Δ0} ∝ w, se comportent en fait comme

σ_Δ = I � a + b w �_{−2} et σ_{Δ0} = � a + b w �_{−2} , 8On rappelle que la fonction indicatrice 1_I d’un intervalle I est la fonction valant 1 sur I et 0 partout ailleurs.

mais bien entendu les majorations qu’on a écrites plus haut sont tellement grossières qu’il n’est pas étonnant de trouver un comportement différent. Cependant, la précision de l’ajustement trouvé sur les courbes de la figure IX.3 ne doit pas être considérée comme universelle. Il suffit, pour s’en rendre compte, de modifier la raie utilisée de façon à la rendre plus chaotique, en la multipliant simplement par un brownien fractionnaire unidimensionnel. La figure IX.4 montre le résultat de deux expériences numériques de ce type.

1/w (s km^{−1}) 1/w (s km^{−1})

σ_{Δ0} (km s^{−1})

Fig. IX.4 – Évolution de l’écart-type σ_{Δ0} en fonction de la résolution en vitesse, pour une raie dont la forme est indiquée en médaillon sur chaque figure. Il s’agit de la raie de la figure IX.3, multipliée par des mouvements browniens fractionnaires d’indices spectraux respectifs β = 2 (à gauche) et β = 2, 5 (à droite). Les mesures sont représentées par des losanges et les courbes en trait plein sont des ajustements de la forme (a + b/w)^{−2}.

On voit que, bien que le comportement global semble toujours suivre la loi en (a + b/w)^{−2}, la dispersion autour de celle-ci devient assez importante. On entrevoit là toute une problématique dont il n’est pas apparent qu’elle soit utile pour l’étude de la statistique des centroïdes de vitesse qui va suivre. C’est pourquoi on s’en tiendra là en ce qui concerne la précision des estimateurs, et on les assimilera dorénavant aux véritables valeurs, correspondant à une résolution en vitesse infinie. �

120 IX.4: Détermination pratique de l’intensité et du centroïde

CHAPITRE X

Étude analytique des centroïdes de vitesse

X.1 Introduction

X.1.a Du bidimensionnel au tridimensionnel

Le chapitre précédent a permis de montrer que, dans le cas très simplifié d’une source observée dans une transition optiquement mince, et si les conditions d’excitation sont uniformes, on peut relier simplement des quantités observables, à savoir les moments de la distribution en vitesse de la température de brillance dans une direction donnée, à des quantités dépendant, sous forme intégrale, des champs tridimensionnels de densité et de vitesse. On dispose donc, théoriquement, d’une infinité de cartes bidimensionnelles des sources observées, notées W_n(X), dépendant évidemment de la ligne de visée X et de l’ordre n du moment considéré.

La question qui se pose alors naturellement est de savoir si et comment on peut relier les propriétés statistiques de ces cartes bidimensionnelles à des lois d’échelle s’appliquant aux champs tridimensionnels de densité ρ(x) et de vitesse v(x).

Un exemple de lien de ce type est celui établi [Stutzki et al., 1998], pour des observations dans une raie optiquement mince d’un milieu uniformément excité, statistiquement homogène et isotrope, entre l’indice spectral β_I de la carte d’émission intégrée et celui β_ρ du champ de densité tridimensionnel. On montre en effet que ces deux indices sont égaux dès lors que la profondeur sondée est plus grande que les échelles transverses considérées [Goldman, 2000]. Dans le cas où, au contraire, les échelles transverses sont bien plus grandes que la profondeur du milieu, la relation entre ces deux indices est également très simple. La transition entre les deux régimes permet de déterminer l’épaisseur d’une structure diffuse, comme l’a fait Elmegreen [Elmegreen et al., 2001] dans le cas du grand nuage de Magellan (LMC). En ce qui concerne l’obtention des propriétés statistiques du champ de vitesse, il apparaît très vite que l’on ne peut pas a priori effectuer une analyse aussi simple que dans le cas du champ de densité, ceci parce que les observables écrites au chapitre précédent ne font jamais intervenir le champ de vitesse seul. Toutes les intégrales le long de la ligne de visée contiennent en effet le champ de densité. Les propriétés statistiques qu’on pourrait déduire seraient donc nécessairement entachées, d’une manière ou d’une autre, par les fluctuations de la densité du milieu. Pour contourner cette difficulté, il existe un certain nombre de méthodes indirectes, visant explicitement à déduire les propriétés statistiques du champ de vitesse à partir des données observationnelles. Parmi elles, on note l’analyse des canaux en vitesse (VCA) de Lazarian et Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000], fondée sur l’étude analytique des propriétés des cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse. Elle est probablement difficile à utiliser en pratique sur des observations réelles, comme on le verra au chapitre XIII. Sa justification analytique est en outre particulièrement ardue et parfois contre-intuitive. Les centroïdes de vitesse modifés de Lazarian et Esquivel [Lazarian & Esquivel, 2003] sont une tentative récente et prometteuse de réduire l’influence des fluctuations de densité dans les propriétés statistiques des centroïdes, bien qu’on puisse leur reprocher de n’être définis, semble-t-il, qu’au travers de leur fonction de structure d’ordre deux. Un dernier exemple de méthode de récupération des statistiques de vitesse est l’analyse en composantes principales (PCA), qui étudie directement les cubes de données T_b(X, u) et les décompose sur une base orthogonale afin d’en déduire les propriétés du champ de vitesse à chaque échelle. Elle a été calibrée numériquement par [Brunt et al., 2003] sur des simulations de champs browniens fractionnaires.

X.1.b Les objectifs

Curieusement, il n’existe cependant aucune approche directe du problème, consistant à prendre les cartes bidimensionnelles telles qu’elles se présentent, et à calculer leurs propriétés statistiques à l’aide d’un outil

122 X.2: Le modèle de couche turbulente infinie transversalement

suffisamment simple pour pouvoir être manipulable, mais suffisamment puissant pour être d’usage courant. Il apparaît en effet naturel de penser que les propriétés structurelles des champs de vitesse et de densité doivent, d’une manière ou d’une autre, apparaître dans les mesures statistiques effectuées sur les cartes W_n, étant données les relations (41). C’est précisément l’objectif premier de ce chapitre que de montrer, dans le cadre d’un modèle extrêmement simple de nuage interstellaire turbulent, qu’il est effectivement possible de relier les propriétés statistiques des centroïdes de vitesse C = W_1 à celles des champs de densité et de vitesse, et de calculer explicitement cette relation moyennant certaines hypothèses raisonnables. Le deuxième objectif de ce chapitre est de mieux comprendre ce que représente la normalisation des centroïdes de vitesse [Münch, 1958, Dickman & Kleiner, 1985]. En effet, comme on l’a déjà fait remarquer, étant donnée l’expression (42) du centroïde C, il apparaît que les fluctuations de densité pourraient affecter l’estimation des statistiques de la vitesse à partir de cette carte. Pour pallier cette difficulté, il est d’usage d’utiliser le centroïde normalisé C_0, qu’on définit simplement par le rapport C/I, où I est l’intensité donnée par l’équation (42). Cette méthode est habituellement et empiriquement justifiée par l’hypothèse selon laquelle les fluctuations de densité dans C sont également présentes dans I, de sorte qu’elles doivent d’une certaine façon dispara^tre dans C_0. Dans le cas simplifié où les seules fluctuations de densité présentes sont transverses à la ligne de visée, ce raisonnement est clairement correct, et la normalisation permet alors de s’affranchir véritablement des fluctuations de densité. Cependant, l’hypothèse d’isotropie interdit d’avoir des fluctuations transverses sans fluctuations longitudinales, de sorte qu’il est nécessaire, sous peine de devoir se contenter d’un cas trivial^1, de prendre en compte ces fluctuations longitudinales de densité, et d’étudier analytiquement leur influence sur les centroïdes de vitesse, dans le cadre du modèle simple que l’on va maintenant présenter.

X.2 Le modèle de couche turbulente infinie transversalement

X.2.a Aspects géométriques

On rappelle qu’un point de l’espace à trois dimensions est repéré par sa position x par rapport à une origine O qu’on précisera dans la suite, et que la projection de x sur le plan du ciel est un vecteur bidimensionnel X. La séparation tridimensionnelle entre les points x_1 et x_2 est notée r = x_2 − x_1 et elle donne lieu à une séparation apparente R = X_2 − X_1 entre les lignes de visée correspondantes X_1 et X_2. Il convient d’insister sur le fait qu’on ne considérera que des échelles assez petites sur le plan du ciel pour que les lignes de visées considérées puissent toutes être supposées parallèles.

Dans tout ce qui suit, le modèle étudié est une couche de gaz comprise entre deux plans parallèles, de largeur D, perpendiculaire à la ligne de visée et dont les extensions transverses en x et en y sont infinies. Remarquons que ceci ne contredit pas l’hypothèse du parallélisme des lignes de visée, dès lors que seule une petite fraction de la couche est observée, qu’on suppose représentative des conditions générales du nuage. L’origine O est placée par convention au milieu de la tranche (voir figure X.1), ce qui implique que le gaz se situe nécessairement entre les cotes z = −D/2 et z = D/2.

X.2.b Propriétés de la densité

Au sein de la couche, la densité volumique moyenne globale du gaz est notée ρ_0. On désignera par v la composante longitudinale de la vitesse v du gaz par rapport à l’observateur, et la valeur moyenne de cette composante sera notée v_0. Les moyennes ρ_0 et v_0 sont nécessairement indépendantes de la ligne de visée, puisqu’elles sont calculées sur l’ensemble de la couche. On fera également l’hypothèse que les fluctuations de densité le long de la ligne de visée sont petites par rapport à la valeur moyenne ρ_0. Plus précisément, on supposera que l’écart-type σ_ρ du champ de densité est petit devant ρ_0.

X.2.c Propriétés de l’écoulement

En ce qui concerne les propriétés de l’écoulement turbulent, on se placera dans le cas le plus général en supposant que v_0 n’est pas nul, le cas v_0 = 0 n’étant spécial que dans le sens où le calcul requiert une méthode très légèrement modifiée. De fait, comme on le verra à la section X.7, le résultat obtenu dans ce

1Celui d’une densité uniforme dans tout l’espace.

cas particulier peut parfaitement se retrouver en posant v_0 = 0 dans la formule générale^2. On supposera qu’il n’existe pas de vitesse systématique transverse, de sorte que la vitesse moyenne des particules fluides dans la couche turbulente est égale à ⟨v⟩ = v_0u_z. Ainsi, le champ de vitesse dans le référentiel du nuage, qui est le champ pertinent du problème, est δv = v − v_0u_z . L’écoulement sera supposé homogène et isotrope, ce qui doit être pris au sens fort explicité par Monin et Yaglom [Monin & Yaglom, 1975], selon lequel les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie doivent s’appliquer non seulement aux champs ρ et δv, mais également au champ quadridimensionnel défini par (ρ, δv). Cette hypothèse se révèlera utile dans les sections X.5 et X.6.

En dehors de la couche, la densité et la vitesse sont supposées nulles. On rappelle en outre que l’observation est faite dans une transition optiquement mince, que la fréquence est suffisamment basse pour que l’approximation de Rayleigh-Jeans soit valable, qu’au sein de la couche règnent des conditions d’excitation uniformes, et enfin qu’il n’existe pas de fond de radiation illuminant l’arrière de la couche turbulente.

x z D/2 −D/2 y

v ρ

z z

v_0 ρ_0

−D/2 0 D/2

−D/2 0 D/2

Fig. X.1 – Représentation schématique de la couche turbulente (à gauche) et de l’évolution des champs de densité (en haut à droite) et de vitesse longitudinale (en bas à droite) le long d’une ligne de visée traversant la couche turbulente. La couche est supposée infinie dans les directions x et y et est limitée en z au segment I_D = [−D/2, D/2]. Les valeurs moyennes ρ_0 et v_0 sont prises sur l’ensemble de la couche tubulente.

X.3 Statistiques des cartes d’intensité et de centroïde

X.3.a Utilisation de la fonction d’autocorrélation

Comme on l’a déjà suggéré, pour déterminer comment les propriétés statistiques des cartes W_n dépendent de celles des champs tridimensionnels de densité et de vitesse, la méthode qu’on va employer consiste à leur appliquer directement un outil statistique et à tenter de faire ainsi apparaître, dans les expressions obtenues, des quantités statistiques ayant trait aux champs sous-jacents. De toute évidence, le moment d’ordre zéro W_0 = I permet uniquement de déduire des informations sur le champ de densité, puisqu’il est proportionnel à la densité de colonne N, d’après l’équation (42). Le moment d’ordre un ou centroïde non normalisé W_1 = C est la première quantité appropriée à la description du champ de vitesse, comme on peut le voir sur la même équation.

Parmi les outils permettant de caractériser la statistique des cartes bidimensionnelles, on va ici utiliser la fonction d’autocorrélation [Kleiner & Dickman, 1984] (voir le chapitre V), qui donne, on le rappelle, le degré moyen de corrélation entre les valeurs d’un champ pris en des points séparés sur le plan du ciel par

2Ce qui n’est pas pour nous suprendre, étant donné que la vitesse v_0 peut être annulée artificiellement par un changement de l’origine des vitesses, ce qui retire toute singularité au cas v_0 = 0. Il faut cependant noter qu’on n’a pas accès à v_0, donc il n’est pas inutile de garder une vitesse moyenne non nulle dans les calculs qui suivent.

124 X.3: Statistiques des cartes d’intensité et de centroïde

un vecteur fixe R. Nous considérerons bien évidemment dans la suite les fonctions d’autocorrélation des cartes de l’intensité et des deux types de centroïdes, notées respectivement A_I (R), A_C (R) et A_{C0} (R), et nous allons les calculer en fonction de mesures statistiques sur les champs tridimensionnels.

X.3.b Écriture de I, C et C_0 en termes de fluctuations intégrées

Dans ce but, on commence par séparer la moyenne et les fluctuations de la densité et de la vitesse longitudinale, soit ρ = ρ_0 + δρ et v = v_0 + δv, ce qui permet de réécrire la carte d’intensité selon

I(X) = � I_D

αρ(X, z)dz = αρ_0D [1 + y_{ρX} ] avec y_{ρX} = 1 D � I_D

δρ(X, z) ρ_0 dz. (44)

De la même façon, on peut mettre la carte des centroïdes non normalisés sous la forme suivante,

C(X) = � I_D

αρ(X, z)v(X, z)dz = αρ_0v_0D [1 + y_{ρX} + y_{vX} + y_{ρvX} ] (45)

où sont introduits deux nouveaux termes de fluctuations intégrées, à savoir

y_{vX} = 1 D � I_D

δv(X, z) v_0 dz et y_{ρvX} = 1 D � I_D

δρ(X, z)

ρ_0 δv(X, z) v_0 dz.

Le centroïde normalisé C_0 est alors donné simplement par le rapport

C_0(X) =

C(X) I(X)

= v_0

1 + y_{ρX} + y_{vX} + y_{ρvX} 1 + y_{ρX}

. (46)

Cette dernière expression permet de clarifier l’utilité de l’hypothèse des petites fluctuations de densité.

X.3.c Hypothèse des petites fluctuations de densité

En effet, on peut d’ores et déjà soupçonner que les mesures statistiques tridimensionnelles qui vont apparaître dans les expressions des fonctions d’autocorrélation des cartes de l’intensité et du centroïde non normalisé seront des fonctions de corrélation entre les champs de densité ρ et de vitesse δv, de la forme E{ρ(x_1) . . . ρ(x_n)δv(x^′_1) . . . δv(x^′_m)}. Pour qu’on puisse espérer faire ressortir le même genre de fonction lors du calcul de la fonction d’autocorrélation de la carte des centroïdes normalisés, il est alors nécessaire de pouvoir linéariser l’équation (46). Il nous faut par conséquent supposer que |y_{ρX} | < 1, de sorte que le dénominateur de (46) puisse être développé sous la forme d’une série entière convergente, dont l’expression est alors donnée par 1 1 + y_{ρX}

= 1 − y_{ρX} + y^2_{ρX} . . . = � n⩾0 (−y_{ρX} )^n. (47)

Une telle condition est évidemment remplie si les fluctuations locales de densité sont elles-mêmes petites, dans le sens décrit dans la section X.2, c’est-à-dire si l’écart-type σ_ρ du champ de densité est plus petit que la densité moyenne ρ_0, puisqu’on a

|y_{ρX} | = � � � � � � 1 D � I_D δρ ρ_0 dz � � � � � � � � � � 1 D � I_D � δρ ρ_0

�_2

dz ≃ σ_ρ ρ_0 .

L’obtention de cette inégalité appelle une remarque : l’identification de la moyenne du carré des fluctuations de densité le long de la ligne de visée à la variance σ^2_ρ du champ de densité pris dans son ensemble n’est pas évidente a priori, mais étant données les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie, une ligne de visée quelconque doit représenter le champ complet, de sorte que les fluctuations de densité le long de cette ligne de visée doivent être du même ordre de grandeur que les fluctuations du champ tridimensionnel^3. D’autre part, bien que l’hypothèse plus forte σ_ρ < ρ_0 ne soit pas strictement nécessaire à la linéarisation mentionnée ci-dessus, elle est utile dans le développement des fonctions d’autocorrélation car les fluctuations intégrées y_{ρvX} sont alors du même ordre en densité que y_{ρX} ,

|y_{ρvX} | � � � 1 D � I_D � δρ ρ_0

�_2 dz � � 1 D � I_D � δv v_0

�_2 dz ≃ σ_ρ ρ_0 σ_v v_0 ,

où l’on a utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz et introduit l’écart-type σ_v de la composante longitudinale de la vitesse^4. Ceci nous permet de développer les cartes de l’intensité intégrée I et des centroïdes C et C_0, et par suite leurs fonctions d’autocorrélation, en puissances de σ_ρ/ρ_0. Il faut garder en tête que le développement (47) n’est bien entendu pas nécessairement valable pour des données réelles, mais on l’utilise ici comme une première étape vers la compréhension des effets des fluctuations de densité sur les centroïdes de vitesse normalisés.

X.4 Fonction d’autocorrélation de l’intensité

X.4.a Expression générale et remarque sur les moyennes

À partir de l’expression (44) de la carte d’intensité, on obtient sans difficulté sa fonction d’autocorrélation A_I , dont on voit qu’elle contient des termes d’ordre au plus deux en fluctuations de densité,

A_I (R) = E {I(X)I(X + R)} = (αρ_0D)^2 � 1 + � y_{ρX} � + � y_{ρX+R} � + � y_{ρX} y_{ρX+R} � . (48)

Cette écriture introduit les moyennes prises sur la position X dans le plan du ciel, qu’on notera, dans tout ce chapitre, sous la forme ⟨. . .⟩. Notons qu’on a ainsi fait appel à l’hypothèse ergodique. Or, comme ces moyennes portent sur des quantités intégrées sur z, on peut les interpréter comme des moyennes sur l’ensemble de la couche turbulente. Pour le voir, considérons un champ tridimensionnel f(x). On définit naturellement sa carte intégrée F (X) par

F (X) = 1 D � I_D

f(X, z)dz, par analogie avec les termes y_{ρX} , y_{vX} et y_{ρvX} . (49)

Prenant la moyenne de cette carte sur le plan du ciel, qu’on écrit explicitement en se donnant une surface S de ce plan, on montre qu’elle s’interprète comme une moyenne de f sur le volume DS,

⟨F (X)⟩ = 1 S � F (X)dX = 1 DS � � f(x)dx.

Faisant l’hypothèse d’ergodicité, elle peut également être identifiée à la moyenne d’ensemble E{f(x)} pour n’importe quelle position x au sein de l’écoulement.

X.4.b Calcul des différents termes

Cette propriété peut être directement mise à profit dans le calcul de la fonction d’autocorrélation de la carte d’intensité, puisqu’elle permet d’écrire le terme d’ordre un � y_{ρX} � sous la forme � y_{ρX} � = 1 ρ_0

E{δρ(x)} = 0 puisque, par définition, la moyenne des fluctuations est nulle.

3En réalité, l’écart-type σ_{ρX} des fluctuations le long de la ligne de visée X est nécessairement calculé sur une échelle plus petite que celle utilisée pour calculer σ_ρ, de sorte qu’on a en fait σ_{ρX} ⩽ σ_ρ, ce qui justifie a fortiori la pertinence de notre hypothèse pour effectuer le développement (47).

4Il est important de faire remarquer qu’aucune hypothèse n’est faite quant à l’importance des fluctuations en vitesse, c’est-à-dire sur la valeur de σ_v , de sorte que le fait de les rapporter à une échelle égale à la vitesse moyenne v_0 n’est rien d’autre qu’un moyen élégant de symétriser les expressions. Je suis conscient, cependant, que la vitesse du son serait une échelle de vitesse plus significative physiquement, et elle sera utilisée comme telle lorsque la vitesse moyenne sera supposée nulle (voir la section X.7).

126 X.4: Fonction d’autocorrélation de l’intensité

L’hypothèse d’homogénéité permet alors de conclure que � y_{ρX+R} � = 0 de la même façon. En effet, la démonstration précédente reste valable, à ceci près que la surface dans le plan du ciel sur laquelle on effectue la moyenne est une translatée S^′ de S. On en déduit donc que, dans l’expression (48), les termes d’ordre un sont tous deux nuls. Quant au terme d’ordre deux, il s’écrit sous la forme d’une intégrale double sur le domaine carré I^2_D = I_D × I_D de R^2, � y_{ρX} y_{ρX+R} � = 1 ρ^2_0D^2 �

I^2_D

δρ(X, z_1)δρ(X + R, z_2)dz_1dz_2 � . (50)

Il est logique de chercher dès lors à écrire la moyenne sur X apparaissant dans cette expression sous la forme d’une moyenne d’ensemble caractéristique de l’écoulement turbulent, comme on l’a fait plus haut pour les termes d’ordre un. Dans cette optique, on note tout d’abord que la propriété de linéarité de la moyenne permet de la placer sous le signe d’intégration, de sorte que � y_{ρX} y_{ρX+R} � = 1 ρ^2_0D^2 � I^2_D

⟨δρ(X, z_1)δρ(X + R, z_2)⟩ dz_1dz_2.

Les cotes z_1 et z_2 étant fixées, la moyenne ⟨δρ(X, z_1)δρ(X + R, z_2)⟩ sur la position X dans le plan du ciel représente la valeur moyenne de la corrélation entre les fluctuations de densité prises en deux points x_1 et x_2 dont la séparation r = R + (z_2 − z_1)u_z est fixée, le point x_1 étant astreint à se déplacer dans un plan donné, défini par z = z_1, parallèle aux faces de la couche turbulente. Étant donné les hypothèses d’homogénéité, d’isotropie et d’ergodicité, il est clair que cette quantité doit être identifée à la corrélation moyenne des fluctuations de densité prises en deux points dont la séparation est égale à r, quels que soient ces deux points, puisque le plan z = z_1 est alors représentatif de l’ensemble de l’écoulement. En introduisant la fonction d’autocorrélation B_{ρ,ρ} des fluctuations de densité^5,

B_{ρ,ρ}(r) = E{δρ(x)δρ(x + r)} pour toute paire de points (x, x + r) dans la couche turbulente,

nous pouvons alors écrire le terme en question sous la forme � y_{ρX} y_{ρX+R} � = 1 ρ^2_0D^2 � I^2_D

B_{ρ,ρ}(x_2 − x_1)dz_1dz_2, (51)

où l’on a évidemment utilisé les vecteurs tridimensionnels x_1 = (X, z_1) et x_2 = (X + R, z_2). Pour des raisons de concision des écritures, on introduit une quantité M_{ρ,ρ}(R), définie par l’intégrale double

M_{ρ,ρ}(R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{ρ,ρ}(R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2 de sorte que � y_{ρX} y_{ρX+R} � = 1 ρ^2_0

M_{ρ,ρ}(R). (52)

La forme de M_{ρ,ρ}(R) montre qu’il faut l’interpréter comme une moyenne de B_{ρ,ρ}(r) prise sur toutes les paires de points dont la séparation tridimensionnelle r se projette selon le vecteur donné R sur le plan du ciel (voir la figure X.2).

Finalement, la combinaison des différents termes présents dans l’expression générale (48) de la fonction d’autocorrélation de l’intensité permet d’écrire celle-ci sous la forme

A_I (R) = (αD)^2 � ρ^2_0 + M_{ρ,ρ}(R) � , (53)

qu’on exploitera plus tard en comparaison avec les fonctions d’autocorrélation des centroïdes de vitesse.

5On la note B_{ρ,ρ} plutôt que A_{δρ} pour des raisons de commodité, certaines des fonctions de corrélation qu’on écrira plus tard étant trop lourdes pour notre notation habituelle.

y

x z x z y

R R z_2 z_2 z_2

z_1 z_1 z_1

Fig. X.2 – Interprétation de la moyenne M_{ρ,ρ} de l’équation (52). La couche turbulente est vue de face

(à droite) et de profil (à gauche). La valeur de M_{ρ,ρ} pour une séparation R dans le plan du ciel est la

moyenne de la fonction d’autocorrélation des fluctuations de densité, B_{ρ,ρ}, sur toutes les paires de points

dont la séparation projetée est précisément R. La figure de gauche montre justement trois telles paires de

points.

X.5 Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse non normalisés

X.5.a Expression générale

La même méthode générale s’applique lorsqu’on considère les centroïdes de vitesse non normalisés. Le

développement de l’équation (45) inclut des termes d’ordre zéro et un en fluctuations de densité. Par

conséquent, la fonction d’autocorrélation A_C contient des termes d’ordre au plus deux,

A_C (R) = (αρ_0v_0D)^2 � 1 + y_{vX} + y_{ρX} + y_{ρvX} � � 1 + y_{vX+R} + y_{ρX+R} + y_{ρvX+R} � = (αρ_0v_0D)^2 2� n=0 ⟨a_n⟩ ,

où a_n est un terme d’ordre n en fluctuations de densité. La forme explicite de ces coefficients est

a_0 = 1 + y_{vX} + y_{vX+R} + y_{vX} y_{vX+R} ,

a_1 = y_{ρX} + y_{ρX+R} + y_{ρX} y_{vX+R} + y_{vX} y_{ρX+R} + y_{ρvX} + y_{ρvX+R} + y_{ρvX} y_{vX+R} + y_{ρvX+R} y_{vX} ,

a_2 = y_{ρX} y_{ρX+R} + y_{ρvX} y_{ρX+R} + y_{ρvX+R} y_{ρX} + y_{ρvX} y_{ρvX+R} .

(54)

La linéarité du processus de moyennage sur le plan du ciel implique alors que nous allons devoir calculer les

expressions de termes de deux sortes, avec d’une part des moyennes de fluctuations intégrées de la forme � y_{λX} � , et d’autre part des corrélations à deux points du type � y_{λX} y_{μX+R} � , où l’on a écrit λ et μ pour

représenter indifféremment l’une des trois possibilités ρ, v ou ρv. En raison de l’hypothèse d’homogénéité,

les termes du type � y_{λX+R} � sont évidemment égaux aux termes � y_{λX} � correspondants, comme on l’a fait

remarquer plus haut à propos de la moyenne des fluctuations de densité intégrées.

X.5.b Calcul du terme d’ordre zéro

Appliquant l’hypothèse d’homogénéité, la contribution d’ordre zéro s’écrit d’abord sous la forme

⟨a_0⟩ = 1 + 2 � y_{vX} � + � y_{vX} y_{vX+R} � en rappelant que � y_{vX+R} � = � y_{vX} � . La moyenne sur le plan du ciel des fluctuations intégrées de vitesse longitudinale se comporte de la même

façon que celle portant sur les fluctuations de densité. Elle est donc nulle. Quant au terme de corrélation � y_{vX} y_{vX+R} � , il peut être relié à la fonction d’autocorrélation du champ de vitesse au sein de l’écoulement,

comme on l’a fait plus haut dans le cas de la densité, � y_{vX} y_{vX+R} � = 1 v^2_0

M_{v,v}(R) avec M_{v,v}(R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{v,v}(R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2,

128 X.5: Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse non normalisés

où B_{v,v}(r) = E{δv(x)δv(x + r)} est la fonction d’autocorrélation des fluctuations de la composante de la vitesse le long de la ligne de visée. Le terme d’ordre zéro de la fonction d’autocorrélation du centroïde non normalisé est donc

⟨a_0⟩ = 1 + 1 v^2_0

M_{v,v}(R), expression à rapprocher de la fonction d’autocorrélation de l’intensité.

X.5.c Calcul du terme d’ordre un

Passant au terme d’ordre un, et appliquant d’une part l’hypothèse d’homogénéité et d’autre part les résultats déjà connus sur les moyennes des fluctuations de densité intégrées, on a

⟨a_1⟩ = � y_{ρX} y_{vX+R} � + � y_{vX} y_{ρX+R} � + 2 � y_{ρvX} � + � y_{ρvX} y_{vX+R} � + � y_{ρvX+R} y_{vX} � . La méthode employée dans les paragraphes précédents reste parfaitement applicable ici. Chaque terme de cette équation peut en effet être relié à des fonctions de corrélation des champs de fluctuations δρ et δv, en commençant par � y_{ρX} y_{vX+R} � = 1 ρ_0v_0D^2 � I^2_D

⟨δρ(X, z_1)δv(X + R, z_2)⟩ dz_1dz_2,

qu’on peut réécrire en introduisant la fonction de corrélation mixte des deux champs de fluctuations définie par B_{ρ,v} (r) = E{δρ(x)δv(x + r)}. De façon tout à fait analogue aux cas déjà traités, on a alors � y_{ρX} y_{vX+R} � = 1 ρ_0v_0

M_{ρ,v}(R) avec M_{ρ,v}(R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{ρ,v}(R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2.

Considérons le terme suivant, à savoir � y_{vX} y_{ρX+R} � . L’hypothèse d’homogénéité permet de décaler les arguments d’une quantité −R de sorte qu’on a l’égalité � y_{vX} y_{ρX+R} � = � y_{ρX} y_{vX−R} � = 1 ρ_0v_0

M_{ρ,v}(−R)

en appliquant simplement la formule qui vient d’être établie pour � y_{ρX} y_{vX+R} � . Naturellement, on regroupe ces deux termes, de façon à obtenir la combinaison suivante^6 � y_{vX} y_{ρX+R} � + � y_{ρX} y_{vX+R} � = 1 ρ_0v_0

[M_{ρ,v}(R) + M_{ρ,v}(−R)] = 2 ρ_0v_0

M^{(s)}_{ρ,v} (R). (55)

On verra plus bas qu’il est en fait possible d’aller plus loin et de montrer que ces termes s’annulent. Le terme suivant � y_{ρvX} � peut s’écrire en utilisant la même fonction de corrélation B_{ρ,v} puisque � y_{ρvX} � = 1 ρ_0v_0D � I_D

⟨δρ(X, z)δv(X, z)⟩ dz = 1 ρ_0v_0D � I_D

B_{ρ,v} (0)dz = 1 ρ_0v_0

B_{ρ,v}(0).

De la même manière, on peut calculer la combinaison des deux derniers termes de ⟨a_1⟩, et on montre sans aucune difficulté qu’elle est donnée par une expression analogue à (55), � y_{ρvX} y_{vX+R} � + � y_{ρvX+R} y_{vX} � = 2 ρ_0v^2_0

M^{(s)}_{ρv,v}(R) avec M_{ρv,v}(R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{ρv,v} (R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2,

où l’on a introduit la fonction de corrélation à deux points B_{ρv,v} (r) = E{δρ(x)δv(x)δv(x + r)}. On verra plus loin que cette expression peut se simplifier quelque peu. En attendant, la contribution d’ordre un à la fonction d’autocorrélation du centroïde non normalisé prend la forme

⟨a_1⟩ = 2 ρ_0v_0

M^{(s)}_{ρ,v} (R) + 2 ρ_0v_0

B_{ρ,v}(0) + 2 ρ_0v^2_0

M^{(s)}_{ρv,v}(R). (56)

6La notation (s) représente la partie symétrique d’une fonction donnée, définie par f^{(s)}(x) = [f(x) + f(−x)] /2

X.5.d Calcul du terme d’ordre deux

Le calcul de la contribution d’ordre deux en fluctuations de densité ⟨a_2⟩ ne pose pas de difficulté particulière, et il peut se faire d’une manière en tous points semblable à ce qui a été fait jusqu’à présent. Tout d’abord, l’un des termes qui la constituent a déjà été calculé, puisqu’on a vu que � y_{ρX} y_{ρX+R} � = 1 ρ^2_0

M_{ρ,ρ}(R).

Les deux termes suivants dans l’expression de ⟨a_2⟩, à savoir � y_{ρvX} y_{ρX+R} � et � y_{ρvX+R} y_{ρX} � sont regroupés de sorte que leur combinaison fasse apparaître la partie symétrique d’une fonction de corrélation, � y_{ρvX} y_{ρX+R} � + � y_{ρvX+R} y_{ρX} � = 2 ρ^2_0v_0

M^{(s)}_{ρv,ρ}(R) avec M_{ρv,ρ}(R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{ρv,ρ}(R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2

où l’on a introduit la fonction de corrélation B_{ρv,ρ}(r) = E{δρ(x)δv(x)δρ(x + r)}. Enfin, le dernier terme est donné par une expression analogue, � y_{ρvX} y_{ρvX+R} � = 1 ρ^2_0v^2_0

M_{ρv,ρv} (R) avec M_{ρv,ρv} (R) = 1 D^2 � I^2_D

B_{ρv,ρv} (R + (z_2 − z_1)u_z)dz_1dz_2,

où B_{ρv,ρv} (r) = E{δρ(x)δv(x)δρ(x + r)δv(x + r)} est également une fonction de corrélation à deux points caractérisant l’écoulement. On a ainsi une expression de la contribution d’ordre deux à la fonction d’autocorrélation des cartes de centroïdes de vitesse non normalisés,

⟨a_2⟩ = 1 ρ^2_0

M_{ρ,ρ}(R) + 2 ρ^2_0v_0

M^{(s)}_{ρv,ρ}(R) + 1 ρ^2_0v^2_0

M_{ρv,ρv} (R).

X.5.e Utilisation des hypothèses d’homogénéité et d’isotropie

Les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie au sens fort de [Monin & Yaglom, 1975] permettent d’aller plus loin. Comme on l’a dit en présentant le modèle, cela suppose que le champ quadridimensionnel (ρ, δv), composé de la densité ρ et de la vitesse vectorielle δv dans le référentiel barycentrique du nuage, est alors homogène et isotrope. La fonction de corrélation de ρ et de δv étant évidemment une quantité vectorielle, l’hypothèse d’isotropie lui impose d’être parallèle à la séparation r entre les points où sont mesurées respectivement la fluctuation de densité et la fluctuation de vitesse. Elle doit donc être de la forme

E{ρ(x)δv(x + r)} = f(r)r où f est une fonction de la séparation scalaire r = |r|. (57)

En projetant cette relation sur la ligne de visée u_z, on a alors

E{ρ(x)δv(x + r)}.u_z = E{δρ(x)δv(x + r)}.u_z = E{δρ(x)δv(x + r)} = B_{ρ,v} (r) = f(r)r.u_z,

en utilisant le fait que la vitesse moyenne E{δv(x)} est nulle dans la couche turbulente, par définition. L’impact de cette forme très particulière sur l’expression (55) est évident. En explicitant celle-ci^7, � y_{vX} y_{ρX+R} � + � y_{ρX} y_{vX+R} � = 1 ρ_0v_0D^2 � I^2_D

[B_{ρ,v} (R + (z_2 − z_1)u_z ) + B_{ρ,v} (−R + (z_1 − z_2)u_z )] dz_1dz_2,

on voit que la quantité intégrée est en fait proportionnelle à la partie symétrique de B_{ρ,v} . Or, la forme (57) montre que celle-ci est nulle, puisque B_{ρ,v}(−r) = −f(r)r.u_z = −B_{ρ,v}(r). Il s’ensuit que la combinaison des deux termes dans l’équation (55) est également nulle. On peut d’ailleurs exprimer ce résultat en disant simplement que l’antisymétrie de B_{ρ,v} se transmet à M_{ρ,v}. On peut donc éliminer le terme correspondant de l’expression de ⟨a_1⟩. D’autre part, l’antisymétrie de B_{ρ,v} implique également que B_{ρ,v} (0) = 0, ce qui

7Remarquons qu’on échange, dans l’un des termes, les noms des variables d’intégration, ce qui n’est pas gênant, étant donné qu’elles jouent des rôles parfaitement symétriques.

130 X.6: Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse normalisés

permet de simplifier encore l’équation (56). Quant au dernier terme d’ordre un apparaissant dans cette même équation (56), il appelle également une remarque. D’après [Monin & Yaglom, 1975], la fonction de corrélation B_{ρv,v} est de la forme

B_{ρv,v}(r) = g(r)

(r.u_z)^2 r^2

+ h(r), où g et h sont des fonctions de la séparation scalaire r.

Cette forme trouve son origine dans le fait que E{δρ(x)δv_i(x)δv_j (x + r)}, où i et j représentent l’une quelconque des coordonnées x, y ou z, est un tenseur de rang deux supposé homogène et isotrope. Il s’ensuit que B_{ρv,v} est symétrique et qu’il en va donc de même de M_{ρv,v} , de sorte que le terme d’ordre un, dans le cadre de ces hypothèses, se réduit à

⟨a_1⟩ = 2 ρ_0v^2_0

M_{ρv,v}(R).

Passant au terme d’ordre deux, et toujours d’après [Monin & Yaglom, 1975], B_{ρv,ρ} possède la même propriété d’antisymétrie déjà remarquée en ce qui concerne B_{ρ,v} et nous pouvons donc en conclure que la partie symétrique de M_{ρv,ρ} est nulle, de sorte qu’en combinant tous ces résultats, la fonction d’autocorrélation A_C des centroïdes de vitesse non normalisés a pour expression finale

A_C (R) = (αD)^2 � ρ^2_0v^2_0 + ρ^2_0M_{v,v}(R) + 2ρ_0M_{ρv,v} (R) + v^2_0 M_{ρ,ρ}(R) + M_{ρv,ρv} (R) � . (58)

Remarquons que la troncature de cette expression à l’ordre zéro est similaire à la forme calculée pour la fonction d’autocorrélation de l’intensité, puisqu’on a alors A_C (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + M_{v,v}(R) � . Cette similitude n’est pas surprenante, comme on en discutera à la section X.8.

X.6 Fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse normalisés

X.6.a Expression générale

Il n’y a pas de modification majeure de la méthode lorsqu’on considère les centroïdes de vitesse normalisés. Les contributions de chaque ordre peuvent être calculées aussi aisément que dans le cas des centroïdes de vitesse non normalisés, la différence principale se situant au niveau du fait qu’étant donné le développement (47), A_{C0} est théoriquement une série infinie dont l’expression est

A_{C0} (R) = v^2_0 � m⩾ 2� n=0 ⟨a_nb_m⟩ où b_m = (−1)^m m� p=0 y^p_{ρX} y^{m−p}_{ρX+R} ,

les coefficients a_n étant donnés par les relations (54). Le terme générique ⟨a_nb_m⟩ de ce développement est évidemment d’ordre n + m en fluctuations de densité. Il se pose alors la question de savoir où tronquer ce développement. Sachant que l’un des objectifs de ce chapitre est d’estimer analytiquement les effets de la normalisation des centroïdes, et étant donné que l’ordre le plus élevé apparaissant dans la fonction d’autocorrélation A_C est l’ordre deux, il semble raisonnable de ne considérer que les termes d’ordre au plus deux dans le développement de A_{C0} . Cependant, on peut également remarquer que les fluctuations de densité se font déjà sentir à l’ordre un dans A_C (R), de sorte que la première étape de l’évaluation des effets de la normalisation peut se faire en limitant le développement à l’ordre un,

A_{C0} (R) = v^2_0 (S_0 + S_1) avec S_0 = ⟨a_0b_0⟩ et S_1 = ⟨a_0b_1⟩ + ⟨a_1b_0⟩ .

X.6.b Calcul des différents termes

Le terme d’ordre zéro a déjà été calculé plus haut. En effet, il se résume de façon évidente à

S_0 = ⟨a_0b_0⟩ = ⟨a_0⟩ = 1 + 1 v^2_0

M_{v,v}(R).

Le calcul du terme d’ordre un, S_1 = ⟨a_0b_1⟩ + ⟨a_1b_0⟩, est plus ardu. Étant données les expressions de a_0, a_1, et b_1, on obtient tout d’abord un développement assez long comprenant au total seize termes. Certains s’annulent de manière évidente, et d’autres sont égaux du fait de l’hypothèse d’homogénéité. Finalement, on obtient une expression ne contenant plus que six termes,

S_1 = 2 � y_{ρvX} � − 2 � y_{ρX} y_{vX} � + � y_{ρvX} y_{vX+R} � + � y_{vX} y_{ρvX+R} � − � y_{vX} y_{vX+R} y_{ρX+R} � − � y_{vX+R} y_{vX} y_{ρX} � . Le premier terme est nul, comme on l’a vu à la section X.5.e. Passant au deuxième terme, on voit, en utilisant le calcul de la section X.5.c, qu’il se met sous la forme � y_{ρX} y_{vX} � = 1 ρ_0v_0

M_{ρ,v}(0) = 0,

d’après l’antisymétrie de B_{ρ,v}, qui entraîne, on l’a déjà noté, celle de M_{ρ,v}, et donc la nullité de cette dernière fonction en R = 0. La combinaison des troisième et quatrième termes a été calculée au X.5.c, � y_{ρvX} y_{vX+R} � + � y_{ρvX+R} y_{vX} � = 2 ρ_0v^2_0

M_{ρv,v}(R),

en utilisant la remarque faite au X.5.e concernant la symétrie de la fonction M_{ρv,v}. Les termes restants se traitent de manière analogue, mais comme ils sont tous deux constitués du produit de trois termes de fluctuations intégrées, et non plus un ou deux, il est nécessaire d’introduire des fonctions de corrélation plus élaborées. Prenant l’avant-dernier terme, on a ainsi � y_{vX} y_{vX+R} y_{ρX+R} � = 1 ρ_0v^2_0 D^3 � I^3_D

⟨δv(X, z_1)δv(X + R, z_2)δρ(X + R, z_3)⟩ dz_1dz_2dz_3,

où l’intégration est évidemment effectuée sur le domaine cubique I^3_D = I_D × I_D × I_D . Les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie permettent de remplacer la moyenne apparaissant dans l’intégrande par une fonction de corrélation à trois points, dépendant donc de deux séparations vectorielles r_1 et r_2, à savoir B_{v,v,ρ}(r_1, r_2) = E{δv(x)δv(x + r_1)δρ(x + r_2)}. On a alors � y_{vX} y_{vX+R} y_{ρX+R} � = 1 ρ_0v^2_0

M_{v,v,ρ}(R, R),

où la fonction M_{v,v,ρ}(R, R) est une moyenne de B_{v,v,ρ} sur l’ensemble des triplets de points dont les séparations projetées sur le plan du ciel sont fixées, rappelant les idées utilisées plus haut,

M_{v,v,ρ}(R, R) = 1 D^3 � I^3_D

B_{v,v,ρ}(R + (z_2 − z_1)u_z, R + (z_3 − z_1)u_z)dz_1dz_2dz_3.

On utilise d’ailleurs cette même fonction pour écrire le dernier terme du développement de S_1, en utilisant à nouveau l’hypothèse d’homogénéité pour décaler les arguments en bloc, � y_{vX+R} y_{vX} y_{ρX} � = � y_{vX} y_{vX−R} y_{ρX−R} � = 1 ρ_0v^2_0

M_{v,v,ρ}(−R, −R),

de sorte que la somme de ces deux derniers termes est proportionnelle à la partie symétrique de M_{v,v,ρ},

M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) = 1 2 [M_{v,v,ρ}(R, R) + M_{v,v,ρ}(−R, −R)] .

Finalement, la fonction d’autocorrélation A_{C0} des centroïdes de vitesse normalisés a l’expression suivante, lorsqu’on la limite aux contributions d’ordre au plus un en fluctuations de densité,

A_{C0} (R) = v^2_0 + M_{v,v}(R) + 2 ρ_0 � M_{ρv,v} (R) − M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) � . (59)

Il apparaît donc que la normalisation des centroïdes de vitesse se traduit par une correction au premier ordre, bien qu’elle ne permette pas nécessairement de se débarrasser entièrement des effets de la structure en densité, comme on en discutera au X.8.

132 X.7: Traitement du cas particulier d’une vitesse moyenne nulle

X.7 Traitement du cas particulier d’une vitesse moyenne nulle

Lorsque la vitesse moyenne v_0 est nulle, la méthode utilisée dans les sections précédentes doit être légèrement modifiée pour rester applicable, car les fluctuations de vitesse, qui sont dans ce cas égales aux vitesses, ne peuvent être rapportées à v_0. On peut cependant trouver une autre échelle de vitesse en considérant la vitesse du son c_s, que nous supposerons uniforme au sein de la couche turbulente. Le centroïde de vitesse non normalisé prend alors la forme

C(X) = � I_D

α [ρ_0 + δρ(X, z)] δv(X, z)dz = αρ_0c_sD � y^′_{vX} + y^′_{ρvX} �

où les termes de fluctuations intégrées modifiés y^′_{vX} et y^′_{ρvX} sont évidemment donnés par les expressions

y^′_{vX} = 1 D � I_D

δv(X, z) c_s dz et y^′_{ρvX} = 1 D � I_D

δρ(X, z) ρ_0 δv(X, z) c_s dz.

Le calcul est alors identique au cas général, avec c_s remplaçant v_0 et les (a_i) de l’équation (54) étant remplacés par de nouveaux coefficients (a^′_i) donnés par

a^′_0 = y^′_{vX} y^′_{vX+R} , a^′_1 = y^′_{ρvX} y^′_{vX+R} + y^′_{ρvX+R} y^′_{vX} , a^′_2 = y^′_{ρvX} y^′_{ρvX+R} .

dont les moyennes sont facilement exprimées en utilisant les fonctions M_{v,v}, M_{ρv,v} et M_{ρv,ρv} , comme on l’a fait aux sections précédentes. La fonction d’autocorrélation des centroïdes de vitesse non normalisés étant donnée ici par A_C (R) = (αρ_0c_sD)^2 [⟨a^′_0⟩ + ⟨a^′_1⟩ + ⟨a^′_2⟩], elle prend donc la forme

A_C (R) = (αD)^2 � ρ^2_0M_{v,v}(R) + 2ρ_0M_{ρv,v} (R) + M_{ρv,ρv}(R) � , ce qui est précisément ce qu’on déduirait de la formule générale en posant v_0 = 0. De même, pour le centroïde normalisé, en se limitant aux termes d’ordre un en fluctuations de densité, comme c’était déjà le cas au X.6, on obtient la forme qu’on attendrait à partir de l’équation (59),

A_{C0} (R) = M_{v,v}(R) + 2 ρ_0 � M_{ρv,v} (R) − M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) � . Le cas d’une vitesse moyenne nulle n’étant par conséquent fondamentalement pas différent du cas général, on n’y reviendra pas dans ce chapitre.

X.8 Discussion des résultats

X.8.a À l’ordre zéro

Que nous apprennent les formes que l’on vient de calculer pour les fonctions d’autocorrélation des cartes de l’intensité et des deux types de centroïdes de vitesse ? Tout d’abord, et comme on s’y attendait, ces mesures sur les cartes bidimensionnelles des observables I, C et C_0 peuvent s’exprimer en termes de propriétés statistiques des champs tridimensionnels sous-jacents, à savoir les champs de densité et de vitesse. Plus précisément, il n’est pas surprenant que les fonctions d’autocorrélation A_I (R), A_C (R) et A_{C0} (R) puissent s’écrire à l’aide des moyennes de fonctions de corrélation au sein du nuage, comme indiqué sur la figure X.2, puisque toutes les paires de points dont la séparation sur le plan du ciel est R doivent contribuer aux mesures statistiques bidimensionnelles à l’espacement R. Concernant la forme exacte des expressions des fonctions d’autocorrélation des centroïdes de vitesse, calculées plus haut, il semble raisonnable de considérer leurs troncatures aux différents ordres en fluctuations de densité. Ainsi, on voit qu’à l’ordre zéro, les développements de ces fonctions sont

A_C (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + M_{v,v}(R) � et A_{C0} (R) ≃ v^2_0 + M_{v,v}(R), ce qui les rend très similaires à l’expression complète de la fonction d’autocorrélation de la carte d’intensité, donnée par l’équation (53). L’identité de ces formes était en fait attendue, puisque les termes d’ordre zéro dans les fonctions d’autocorrélation des centroïdes de vitesse sont les limites obtenues lorsque la densité est uniforme. Dans ce cas, les centroïdes sont simplement des intégrales de v, de même que l’intensité est une simple intégrale de ρ. On peut donc en particulier prédire que lorsque les conditions du modèle sont remplies, et que les fluctuations de densité sont assez faibles, les cartes de centroïdes présentent un indice spectral égal à celui du champ de vitesse tridimensionnel, de même que l’indice spectral de la carte d’intensité intégrée est égal à celui du champ de densité, en se plaçant à des échelles transverses petites devant la profondeur du nuage. On reviendra abondamment sur ce point dans les chapitres XI et XII.

X.8.b À l’ordre un

Les effets de la normalisation des centroïdes de vitesse ne sont évidemment pas visibles à l’ordre zéro, puisque la contribution des fluctuations de densité est nulle à cet ordre. Il faut donc, pour estimer ces effets, considérer les expressions des fonctions d’autocorrélation des centroïdes à l’ordre un. En ce qui concerne le centroïde non normalisé, on obtient celle-ci en tronquant l’équation (58),

A_C (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + M_{v,v}(R) + 2 ρ_0

M_{ρv,v}(R) � . L’expression à l’ordre un de la fonction d’autocorrélation du centroïde normalisé étant donnée par l’équation (59), qu’on réécrit ici pour permettre une comparaison plus aisée,

A_{C0} (R) ≃ v^2_0 + M_{v,v}(R) + 2 ρ_0 � M_{ρv,v}(R) − M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) � . On voit que la normalisation a pour effet de premier ordre de soustraire le terme M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) à la fonction d’autocorrélation de la carte des centroïdes de vitesse. Cependant, le terme résultant n’est pas nécessairement nul, et la normalisation n’enlève en fait pas complètement la contribution de premier ordre des fluctuations de densité. Sans plus d’informations sur l’écoulement, c’est-à-dire sans hypothèse relative aux formes des fonctions de corrélation B_{v,v,ρ} et B_{ρv,v}, on est en fait bien en peine de confirmer l’hypothèse empirique selon laquelle la normalisation élimine l’influence des fluctuations de densité dans les centroïdes de vitesse. Il est même possible a priori que la normalisation augmente au contraire la contribution d’ordre un de ces fluctuations.

X.8.c Les centroïdes de vitesse modifiés

Cette dernière remarque pointe un défaut potentiel des centroïdes normalisés utilisés comme moyen de retrouver les propriétés statistiques du champ de vitesse à partir des données observationnelles. De tels défauts ont déjà été remarqués par [Lazarian & Esquivel, 2003], dans le cas de simulations de turbulence magnétohydrodynamique hautement compressible, c’est-à-dire dans un cadre très différent de celui que nous avons considéré ici. Pour contourner cet obstacle, [Lazarian & Esquivel, 2003] ont introduit des centroïdes de vitesse modifiés (MVC) C_m, définis par leur fonction de structure d’ordre deux S_{Cm} , avec

S_{Cm} (R) = S_C (R) − (v^2_0 + σ^2_v + σ^2_{th})S_I (R), (60)

où l’on rappelle que S_C et S_I sont les fonctions de structure du centroïde non normalisé et de l’intensité, respectivement. Étant donnée la relation entre la fonction de structure S_{Cm} et la fonction d’autocorrélation A_{Cm} des centroïdes de vitesse modifiés, on peut écrire cette dernière comme

A_{Cm} (R) = A_C (R) − (v^2_0 + σ^2_v + σ^2_{th})A_I (R) + E,

E étant une constante dépendant des valeurs de A_C et A_I à l’espacement zéro. Or, il n’existe pas de terme d’ordre un dans A_I , ce qui implique que les fonctions d’autocorrélation des centroïdes modifiés et non normalisés partagent la même contribution d’ordre un. Comme dit précédemment, cependant, il n’est pas encore clair que cette contribution soit effectivement plus importante que le terme d’ordre un dans la

134 X.8: Discussion des résultats

fonction d’autocorrélation des centroïdes normalisés. Pour rendre la comparaison entre les méthodes de correction plus claire, on peut extraire une relation entre les fonctions d’autocorrélation de l’intensité et des centroïdes^8

(αDρ_0)^2A_{C0} (R) = (αDρ_0v_0)^2 + A_C (R) − v^2_0 A_I (R) − 2(αD)^2ρ_0M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) + G(R), (61)

où G(R) représente les termes d’ordre deux et plus en fluctuations de densité qui apparaissent dans le calcul de A_{C0} . On en déduit une relation analogue entre les fonctions de structure de I, C et C_0,

(αDρ_0)^2S_{C0} (R) = S_C (R) − v^2_0 S_I (R) − 4(αD)^2ρ_0 � M^{(s)}_{v,v,ρ}(0, 0) − M^{(s)}_{v,v,ρ}(R, R) � + 2 [G(0) − G(R)] .

En comparant cette forme à l’équation (60), on voit que les centroïdes modifiés soustraient une proportion plus grande de la structure d’intensité, en enlevant ainsi des termes d’ordre deux, tandis que la normalisation procède à une correction plus complexe, incluant tous les ordres en fluctuations de densité^9. Une véritable comparaison des mérites de chacune des deux méthodes (centroïdes modifiés et normalisés) requiert des tests numériques, qui n’ont été faits par Lazarian & Esquivel [Lazarian & Esquivel, 2003] que sur des simulations de turbulence MHD hautement compressible. Ce cas particulier dépasse le cadre de notre étude, en raison d’une part des grandes fluctuations de densité, ce qui suggère que la condition du développement en puissances dans le cas du centroïde normalisé n’est pas remplie, et d’autre part parce que la présence d’un champ magnétique brise l’isotropie. Ces deux limitations rendent la comparaison avec le travail de [Lazarian & Esquivel, 2003] assez incertaine, bien qu’il soit raisonnable de penser que les termes d’ordre élevé deviennent dominants. Ainsi, l’efficacité qu’ils prêtent aux centroïdes de vitesse modifiés, par rapport aux centroïdes normalisés, pourrait être liée à la correction de deuxième ordre apportée par S_I , qui est plus importante dans le cas des centroïdes modifiés. �

8Cette relation est obtenue à partir des équations (53) et (58) ainsi que du développement de A_{C0} à l’ordre deux en fluctuations de densité, non présenté ici.

9Y compris des ordres qui n’apparaissent pas dans le développement de A_C , ce qui n’implique pas nécessairement un défaut de la normalisation, les ordres excédentaires pouvant éventuellement compléter les effets d’ordre un.

CHAPITRE XI

Le cas des champs browniens fractionnaires

XI.1 Introduction : l’exemple de l’intensité intégrée

On a évoqué, au début du chapitre précédent, l’existence d’un résultat portant sur les propriétés statistiques de la carte d’intensité intégrée, dans le cas d’un milieu répondant aux hypothèses du chapitre IX, c’est-à-dire, essentiellement, un milieu observé dans une transition optiquement mince pour laquelle les conditions d’excitation sont uniformes. Plus précisément, on montre que, si les échelles transverses observées sont plus petites que la profondeur du nuage, alors l’indice spectral β_I de la carte d’intensité intégrée est égal à celui, noté β_ρ, du champ de densité tridimensionnel.

On peut se faire une idée de ce résultat assez simplement en passant dans l’espace de Fourier. Précisons tout d’abord que les notations utilisées dans le chapitre précédent sont toujours valables, c’est-à-dire qu’on note x les positions tridimensionnelles et X celles projetées sur le plan du ciel, z désignant la position sur la ligne de visée. Dans l’espace de Fourier, un vecteur d’onde est noté k, et ses composantes sont notées (k_x, k_y, k_z) dans la base (e_x, e_y, e_z) duale de la base usuelle (u_x, u_y, u_z ) de l’espace réel. On notera enfin K la projection de k sur le plan (e_x, e_y).

La transformée de Fourier du champ de densité ρ(x) est donnée par

^ρ(k) = � � ρ(x)e^{−2iπk.x}dx = a_ρ(k) exp [iϕ_ρ(k)] avec a_ρ(k) = a_{ρ,0}|k|^{−βρ/2},

où l’on a introduit l’amplitude et la phase de la transformée, notées respectivement a_ρ et ϕ_ρ, et où l’on a écrit que l’amplitude est donnée par une loi de puissance dont l’exposant est par définition relié à l’indice spectral β_ρ du champ de densité. Effectuant une coupe de ^ρ dans le plan k_z = 0, on a

^ρ(K, 0) = � ρ(X, z)e^{−2iπK.X} dXdz = 1 α � I(X)e^{−2iπK.X} dX = 1 α ^I(K).

En d’autres termes, la transformée de Fourier de la carte d’intensité est proportionnelle à la coupe k_z = 0 dans la transformée de Fourier du champ de densité. Prenant le spectre de puissance de I,

P_I (K) = |^I(K)|^2 = α^2|^ρ(K, 0)|^2 = (αa_{ρ,0})^2 |K|^{−βρ} ,

on voit qu’effectivement l’indice spectral β_I de la carte d’intensité intégrée est égal à celui du champ de densité. Cependant, cette approche par l’espace de Fourier ne fait pas apparaître la condition de validité selon laquelle on doit se placer à des échelles transverses petites devant la profondeur du nuage, si ce n’est d’une manière assez indirecte^1. Elle ne fournit pas non plus la relation existant entre les indices β_ρ et β_I lorsqu’au contraire les échelles transverses sont plus grandes que la profondeur du nuage. Ces questions, nous semble-t-il, appellent plutôt des réponses dans l’espace direct, fondées sur les mesures statistiques calculées au chapitre X. C’est précisément ce que nous allons aborder maintenant.

XI.2 Utilisation de champs browniens fractionnaires représentant ρ et v

XI.2.a Restriction aux premiers termes non triviaux

Dans l’espace réel, on a vu que la fonction d’autocorrélation de la carte d’intensité intégrée avait la forme donnée par l’équation (53). Le résultat explicité ci-dessus et portant sur les propriétés statistiques de cette

1En effet, la forme en loi de puissance du spectre de puissance du champ de densité ne peut rester valable aux très petits vecteurs d’onde, pour lesquels elle divergerait. La validité de cette loi, et donc du résultat obtenu est donc ainsi restreinte aux grands vecteurs d’onde, et donc aux petites échelles.

136 XI.2: Utilisation de champs browniens fractionnaires représentant ρ et v

carte vis-à-vis de celles du champ de densité tridimensionnel doit a priori pouvoir être retrouvé à partir de cette forme. On pourra en déduire alors une relation similaire entre les cartes des centroïdes et le champ de vitesse, puisqu’en se limitant à l’ordre le plus bas, les fonctions d’autocorrélation A_C et A_{C0} prennent une forme similaire à A_I (voir la section X.8.a)

A_I (R) = (αD)^2 � ρ^2_0 + M_{ρ,ρ}(R) � , A_C (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + M_{v,v}(R) � et A_{C0} (R) ≃ v^2_0 + M_{v,v}(R).

Cette restriction aux premiers ordres non triviaux, en ce qui concerne les fonctions d’autocorrélation des centroïdes, peut également se justifier en remarquant que le calcul explicite des formes complètes (58) et (59) requiert la connaissance de nombreuses fonctions de corrélation tridimensionnelles apparaissant sous forme intégrale. Comme il est possible qu’il soit très difficile de construire un ensemble complet et cohérent de telles fonctions avant de calculer analytiquement leurs moyennes, la restriction imposée ici permet de se limiter au calcul des termes non triviaux les plus simples, puisque liés aux autocorrélations B_{ρ,ρ} et B_{v,v} des champs δρ et δv, pris séparément, indépendamment des corrélations possibles entre ces deux champs. Ainsi, ces termes sont a priori calculables en se donnant les propriétés statistiques de la densité et de la vitesse sans avoir à se préoccuper de l’interaction entre les deux.

XI.2.b Fonctions d’autocorrélation des fluctuations de densité et de vitesse

Une possibilité consiste à supposer que les deux champs tridimensionnels de densité et de vitesse sont des browniens fractionnaires, tels qu’introduits au chapitre VII. On rappelle que ceux-ci peuvent être définis par le biais de leur fonction de structure d’ordre deux. Plus précisément, un brownien fractionnaire X défini sur R^n est caractérisé par une fonction de structure d’ordre deux de la forme

S_X (r) = E{[X(x + r) − X(x)]^2} = 2Λ_X � r D �_{2HX} , (62)

où r = |r| est la longueur du vecteur de séparation, Λ_X est une constante positive et H_X est l’exposant de Hurst, compris strictement entre 0 et 1. L’utilisation de browniens fractionnaires pour modéliser les nuages du milieu interstellaire diffus sans formation d’étoiles [Stutzki et al., 1998, Brunt & Heyer, 2002, Miville-Deschênes et al., 2003b] est justifiée par le fait qu’ils présentent un spectre de puissance en loi de puissance^2, comme on l’observe dans le MIS, et qu’ils ont un aspect visuel qui rappelle assez nettement la morphologie de ces nuages. En ce qui nous concerne, leur utilité est renforcée par le fait que leur fonction d’autocorrélation est calculable explicitement, et nous les utiliserons donc pour modéliser les champs tridimensionnels. Développant l’expression de la fonction de structure d’ordre deux du champ de densité,

S_ρ(r) = E{[ρ(x + r) − ρ(x)]^2} = E{[δρ(x + r) − δρ(x)]^2} = 2 � σ^2_ρ − B_{ρ,ρ}(r) � = 2Λ_ρ � r D �_{2Hρ} , on fait apparaître la fonction d’autocorrélation du champ des fluctuations de densité. De même, en ce qui concerne le champ des fluctuations de vitesse longitudinale,

S_v(r) = E{[v(x + r) − v(x)]^2} = E{[δv(x + r) − δv(x)]^2} = 2 � σ^2_v − B_{v,v} (r) � = 2Λ_v � r D �_{2Hv} . Ces deux dernières équations font appel à la relation entre la fonction de structure d’ordre deux d’un champ homogène et sa fonction d’autocorrélation, qu’on a vue au chapitre V. On a donc bien des formes explicites pour les fonctions d’autocorrélation des champs de fluctuations de densité δρ et de vitesse δv, données par les expressions suivantes,

B_{ρ,ρ}(r) = σ^2_ρ − Λ_ρ � r D �_{2Hρ} et B_{v,v} (r) = σ^2_v − Λ_v � r D �_{2Hv}

, (63)

qu’on doit injecter dans les expressions des moyennes M_{ρ,ρ} et M_{v,v} apparaissant dans les expressions des trois fonctions d’autocorrélation A_I , A_C et A_{C0} . La figure XI.1 donne l’allure des fonctions d’autocorrélation de cette forme pour diverses valeurs de l’exposant de Hurst.

2Ce qui justifie déjà amplement leur utilisation, eu égard au problème posé dans l’introduction.

B_{ρ,ρ}(r)/σ^2_ρ r/D r/D

Fig. XI.1 – Allure des fonctions d’autocorrélation B_{ρ,ρ} des fluctuations du champ de densité tridimensionnel dans le cas où celui-ci est du type brownien fractionnaire. On a choisi Λ_ρ = 1 et on représente l’évolution de B_{ρ,ρ}(r)/σ^2_ρ en fonction du rapport r/D, pour quatre valeurs de l’exposant de Hurst, soient H_ρ = 0, 2 (pointillés), H_ρ = 0, 4 (tirets), H_ρ = 0, 6 (trait mixte) et H_ρ = 0, 8 (trait continu). La figure de gauche présente une vue d’ensemble pour r � 5D, tandis que la figure de droite montre plus précisément l’évolution des fonctions d’autocorrélation pour r � D.

XI.3 Développement de la fonction d’autocorrélation moyennée

XI.3.a La méthode de Chandrasekhar et Münch

Comme on le voit, les fonctions d’autocorrélation B_{ρ,ρ} et B_{v,v} ne dépendent que de la séparation scalaire r. Or, dans les intégrales définissant M_{ρ,ρ} et M_{v,v}, l’argument de ces fonctions est de la forme R + (z_2 − z_1)u_z, où z_1 et z_2 sont deux variables indépendantes. La valeur de la fonction d’autocorrélation est donc constante sur les droites z_2 − z_1 = a. Ceci suggère de chercher à écrire les moyennes M_{ρ,ρ} et M_{v,v} non plus comme des intégrales doubles sur z_1 et z_2, mais comme des intégrales simples sur la séparation z_2 − z_1 le long de la ligne de visée. C’est précisément ce que fournit la méthode de calcul de Chandrasekhar et Münch [Chandrasekhar & Münch, 1952], dont on donne le résultat ci-dessous.

Soient donc une fonction f, définie sur R et à valeurs réelles, et D un réel strictement positif. On considère l’intégrale double J , définie par la relation J = � I^2_D

f (x_2 − x_1) dx_1dx_2 où le domaine d’intégration est I^2_D = I_D × I_D avec I_D = � − D 2 , D 2 � .

Étant donné que l’intégrande ne dépend que de la différence z = x_2 − x_1, il est naturel de procéder à un changement de variables de manière à faire apparaître cette variable z. On obtient ainsi une expression de J sous la forme d’une intégrale simple, donnée par J = � I_{2D}

(D − |z|)f(z)dz en remarquant que z ∈ I_{2D} = [−D, D]. (64)

Le facteur (D − |z|) est une pondération traduisant le fait que, le domaine de variation de x_1 et de x_2 étant fini, le nombre de couples (x_1, x_2) dont la séparation z est donnée dépend justement de la valeur de z. Par exemple, un seul couple est tel que z = D, tandis que de nombreux couples contribuent à la séparation nulle. Cette pondération apparaît graphiquement sur la figure XI.2.

Cette formule est directement applicable aux expressions des moyennes M_{ρ,ρ} et M_{v,v}, qu’on écrit donc

M_{ρ,ρ}(R) = 1 D^2 � I_{2D}

(D − |z|)B_{ρ,ρ}(R + zu_z)dz et M_{v,v}(R) = 1 D^2 � I_{2D}

(D − |z|)B_{v,v}(R + zu_z)dz,

x_1 x_2

D/2 −D/2

D/2

−D/2 z

Fig. XI.2 – Représentation graphique de la méthode de calcul de Chandrasekhar et Münch [Chandrasekhar & Münch, 1952]. Le domaine d’intégration est le carré I^2_D dans l’espace repéré par les coordonnées (x_1, x_2). Le calcul de l’intégrale, sur ce domaine, d’une fonction dépendant uniquement de la différence z = x_2 − x_1 est calculable en prenant les éléments de surface hachurés, de longueur D − |z| et de largeur dz.

où l’on a noté z = z_2 − z_1, par souci de cohérence avec l’écriture de (64). On va maintenant calculer explicitement ces expressions en utilisant pour les fonctions d’autocorrélation B_{ρ,ρ} et B_{v,v} les formes déterminées plus haut, correspondant au cas des browniens fractionnaires.

XI.3.b Mise en place du calcul

Étant donc donnée la forme (63) des fonctions d’autocorrélation des fluctuations de densité et de vitesse, leurs moyennes M_{ρ,ρ} et M_{v,v} se calculent en écrivant une intégrale de la forme

M(R) = 1 D^2 � I_{2D}

� σ^2 − Λ � R^2 + z^2

�_H

D^{2H} � (D − |z|)dz où l’on a écrit r^2 = R^2 + z^2, avec R = |R| . (65)

Les constantes Λ et H devront in fine être remplacées respectivement par Λ_ρ et H_ρ dans le cadre du calcul de M_{ρ,ρ}, et par Λ_v et H_v dans le cadre du calcul de M_{v,v}. La figure XI.3 montre l’allure générale des courbes M(R) pour un ensemble de valeurs de l’exposant H. On y voit qu’elles traduisent bien l’évolution des fonctions d’autocorrélation sous-jacentes, comme on pouvait s’y attendre. On remarque néanmoins qu’elles ne tendent pas toutes vers la même limite aux petites échelles transverses, contrairement aux fonctions d’autocorrélation tridimensionnelles de la figure XI.1.

Passant au calcul analytique de l’expression de M(R), on voit que la parité de l’intégrande permet de réécrire cette forme comme une intégrale sur [0, D],

M(R) = 2 D^2 � σ^2

�_D 0 (D − z)dz − Λ D^{2H}

�_D 0 � R^2 + z^2

�_H (D − z)dz � . La première intégrale dans cette expression est facilement calculable,

�_D 0 (D − z)dz =

D^2 2 et donc M(R) = σ^2 − 2Λ D^{2H+1}

�_D 0 � R^2 + z^2

�_H

dz + 2Λ D^{2H+2}

�_D 0 z � R^2 + z^2

�_H dz. La dernière intégrale peut être explicitée assez facilement, en utilisant comme variable la séparation scalaire tridimensionnelle r, liée à la séparation longitudinale z par R^2 + z^2 = r^2. La séparation transverse R étant

M(R)

R/D R/D

Fig. XI.3 – Allure des fonctions M(R) pour différentes valeurs de l’exposant de Hurst, à savoir H = 0, 2 (pointillés), H = 0, 4 (tirets), H = 0, 6 (trait mixte) et H = 0, 8 (trait continu). Les valeurs des paramètres sont Λ = 1 et σ = 10, de sorte que les fonctions, maximales en zéro, y prennent la valeur spécifiée par l’équation (67). Comme pour la figure XI.1, on montre à gauche l’évolution pour des valeurs de la séparation transverse R � 5D, et à droite un zoom sur la région R � D.

fixée, le changement de variable se traduit par zdz = rdr, d’où l’intégrale indéfinie � z � R^2 + z^2

�_H dz = � r^{2H+1}dr = r^{2(H+1)} 2(H + 1) car 2H + 1 ≠ −1 pour 0 < H < 1.

Les bornes d’intégration sur r étant R et √ R^2 + D^2, on obtient l’expression suivante

M(R) = σ^2 + Λ H + 1 � 1 + R^2 D^2

�_{H+1} − � R^2 D^2

�_{H+1}� − 2Λ D^{2H+1}

�_D 0 � R^2 + z^2

�_H dz. (66)

Dans le cas général, l’intégrale restante ne peut pas être explicitée [Gradshteyn & Ryzhik, 1980] à l’aide des fonctions usuelles. Il existe néanmoins trois cas particuliers, les deux valeurs extrêmes de l’exposant de Hurst, H = 0 et H = 1, qu’on ne considérera pas dans la suite, et le cas d’une séparation transverse nulle R = 0, quel que soit H. Dans ce dernier cas, on a explicitement

M(0) = σ^2 + Λ H + 1 − 2Λ D^{2H+1}

�_D 0 z^{2H} dz = σ^2 + Λ H + 1 − 2Λ 2H + 1

= σ^2 − Λ (2H + 1)(H + 1)

. (67)

XI.3.c Approche en termes de développement limité

La connaissance de cette limite pour une séparation transverse nulle incite à chercher le comportement de M(R) pour les petites séparations R ≪ D, ce qui correspond à étudier la structure à petite échelle des cartes bidimensionnelles. Cette approche est également justifiée par le fait qu’il est déjà connu [Stutzki et al., 1998] que c’est dans cette limite que le spectre de puissance de l’intensité intégrée est égal à celui de la densité, pour le cas d’une transition optiquement mince. Pour simplifier les notations, on introduit pour la suite du calcul la variable x = R/D, de sorte que considérer la limite des petites séparations consiste alors à développer l’expression de M(R) en puissances de x au voisinage de 0. On écrit par ailleurs celle-ci comme

M(R) = σ^2 + L(x, H) = σ^2 + J(x, H) + K(x, H),

où l’on a introduit les fonctions suivantes, qu’il va s’agir de développer en puissances de x pour x ≪ 1,

J(x, H) = Λ H + 1 � 1 + x^2

�_{H+1} − x^{2(H+1)} � et K(x, H) = −2Λ

�_1 0 � x^2 + y^2

�_H dy, où y = z/D devient la variable naturelle d’intégration. Le développement de J est sans difficulté,

J(x, H) = Λ H + 1 � � � n⩾0 γ_n(H + 1) n! x^{2n} − x^{2(H+1)} � � avec γ_n(x) = x(x − 1) . . . (x − n + 1).

La figure XI.4 montre les développements successifs de J(x, H) en fonction de l’ordre maximal considéré, pour x � 1, dans les cas H = 0, 4 et H = 0, 6. La différence entre ces deux cas est que le terme d’ordre 2(H + 1) est compris entre les ordres deux et trois dans le premier cas, et entre les ordres trois et quatre dans le second cas.

O(x^3)

O(x^2)

O(x^4)

J(x, H)

O(x^3)

O(x^4)

x x Fig. XI.4 – Développement de J(x, H) en fonction de l’ordre maximal considéré. La figure de gauche présente un exemple pour lequel l’exposant de Hurst est H = 0, 4. La figure de droite correspond à H = 0, 6. Dans les deux cas, on a pris Λ = 1. Le calcul exact, représenté par les losanges, est approché par les développements aux ordres deux, trois et quatre, comme indiqué sur les figures. Le terme en x^{2(H+1)} apparaît à l’ordre trois sur la figure de gauche et à l’ordre quatre sur celle de droite.

Le développement de K(x, H) est plus délicat, comme on pouvait le prévoir du fait que l’intégrale contenue dans cette fonction n’est pas calculable explicitement. Comme on se place dans la limite x ≪ 1, on peut cependant, en posant t = y/x, l’écrire sous la forme

K(x, H) = −2Λx^{2H+1}

�_{1/x} 0 � 1 + t^2

�_H

dt = −2Λx^{2H+1}

�_1 0 � 1 + t^2

�_H dt +

�_{1/x} 1 � 1 + t^2

�_H dt � . La première intégrale, entre 0 et 1, qu’on note K_0(H), ne peut pas être explicitée, mais puisqu’elle ne dépend pas de x et donc pas non plus de la valeur de la séparation R, le fait qu’elle ne soit pas calculable analytiquement n’est pas gênant pour l’étude de la structure des cartes des moments. La seconde intégrale peut être transformée afin de développer l’intégrande en puissances de 1/t, �_{1/x} 1 � 1 + t^2

�_H

dt =

�_{1/x} 1 t^{2H} � 1 + 1 t^2

�_H dt = � k⩾0 γ_k(H) k! �_{1/x} 1 t^{2H−2k} dt, (68)

en rappelant que ce développement, déjà utilisé plus haut dans le cadre du calcul de J(x, H), est valable parce que t � 1. Le calcul des intégrales dans l’équation ci-dessus est trivial, dès lors qu’on remarque que pour H ≠ 0, 5 les exposants 2H − 2k ne peuvent être égaux à −1. On a alors �_{1/x} 1 t^{2H−2k} dt = 1 2H − 2k + 1 � 1 x^{2H−2k+1} − 1 � . Insérant cette expression dans les équations précédentes, on obtient le développement de K(x, H),

K(x, H) = −2Λx^{2H+1} � �K_0(H) + � k⩾0 γ_k(H) k! 1 2H − 2k + 1 � 1 x^{2H−2k+1} − 1 � � , dont l’écriture finale nécessite un réarrangement des termes, de façon à faire explicitement apparaître les puissances de x qui interviennent dans cette expression,

K(x, H) = −2Λ � �K_0(H) − � k⩾0 γ_k(H) k! 1 2H − 2k + 1 � � x^{2H+1} − 2Λ � k⩾0 γ_k(H) k! x^{2k} 2H − 2k + 1 .

La figure XI.5 montre le développement de K(x, H) en fonction de l’ordre maximal considéré, pour H = 0, 4 et H = 0, 6. Le terme d’ordre 2H + 1 apparaît dans le premier cas entre les ordres un et deux - lequel est alors égal strictement à l’ordre trois - et entre les ordres deux et trois dans le second cas.

O(x^3)

O(x^4)

K(x, H)

O(x^2) O(x3)

O(x^4) x x Fig. XI.5 – Développement de K(x, H) en fonction de l’ordre maximal considéré. La figure de gauche présente un exemple pour lequel l’exposant de Hurst est H = 0, 4. La figure de droite correspond à H = 0, 6. Dans les deux cas, on a pris Λ = 1. Le calcul exact, représenté par les losanges, est approché par les développements aux ordres deux, trois et quatre, comme indiqué sur les figures. Le terme en x^{2H+1} apparaît à l’ordre deux sur la figure de gauche et à l’ordre trois sur celle de droite.

Remarquons que pour H = 1/2, le calcul des différents termes du développement (68) est inchangé, sauf en ce qui concerne le terme k = 1, qui donne évidemment une contribution logarithmique,

�_{1/x} 1 t^{−1}dt = − ln x d’où K (x, 1/2) = −2Λx^2 � � � K_0 (1/2) − ln x 2 + � k≠1

γ_k (1/2) (2 − 2k)k! � 1 x^{2−2k} − 1 � � � � ,

ce qui donne, après réarrangement des termes, une expression où le premier terme non constant est précisément issu de cette contribution logarithmique,

K(x, 1/2) = −Λ � � � 1 − x^2 ln x + � �2K_0 (1/2) − � k≠1

γ_k (1/2) (1 − k)k! � � x^2 + � k⩾2 γ_k (1/2) (1 − k)k!

x^{2k} � � � .

XI.3.d Détermination du comportement dominant aux petites échelles

On peut alors rassembler les développements de J(x, H) et de K(x, H) pour obtenir la forme de la quantité M(R) aux petites séparations sur le plan du ciel. L’expression obtenue est relativement lourde, bien que ne présentant pas de difficulté. On ne l’écrira cependant pas, pour se concentrer sur la détermination du comportement de M(R) pour R ≪ D. Pour cela, on remarque que le développement au “premier ordre” de K(x, H) dépend de la valeur de H. En effet, si 0 < H < 1/2, alors 2H + 1 < 2 et le terme dominant dans K(x, H) est celui en x^{2H+1}

K(x, H) ≃ − 2Λ 2H + 1

− 2Λ � �K_0(H) − � k⩾0 γ_k(H) k! 1 2H − 2k + 1 � � x^{2H+1}, tandis que si 1/2 < H < 1, alors 2 < 2H + 1 et le terme dominant est celui en x^2,

K(x, H) ≃ −2Λ � 1 2H + 1 + H 2H − 1 x^2 � . Dans le cas particulier H = 1/2, le terme dominant non constant est le terme logarithmique, d’où

K(x, 1/2) ≃ −Λ + Λx^2 ln x.

Concernant le développement de J(x, H), et étant donné que 2H +2 > 2, le terme dominant non constant^3 est quant à lui le terme en x^2, quelle que soit la valeur de l’exposant de Hurst. On doit donc tenir compte ou non de ce terme dans l’étude du comportement de M(R) aux petites échelles R ≪ D sur le plan du ciel, suivant la valeur de H. On a alors, respectivement,

M(R) ≃ σ^2 − Λ (2H + 1)(H + 1)

− 2Λ � �K_0(H) − � k⩾0 γ_k(H) k! 1 2H − 2k + 1 � � x^{2H+1} pour H < 1 2 ,

M(R) ≃ σ^2 − Λ 3 + Λx^2 ln x pour H = 1 2 ,

M(R) ≃ σ^2 − Λ (2H + 1)(H + 1) − Λ 2H − 1 x^2 pour H > 1 2 , en rappelant que la variable x représente simplement le rapport de la séparation transverse R à la profondeur D de la couche turbulente. Pour simplifier l’écriture et la compréhension de ces résultats, on introduit dans la suite des fonctions a et b ne dépendant que de la valeur de l’exposant de Hurst, de sorte que l’on puisse écrire les expressions précédentes sous la forme^4

M(R) ≃ σ^2 + Λa(H) − Λb(H)x^{2H+1} pour H < 1 2 , M(R) ≃ σ^2 + Λa(H) − Λb(H)x^2 pour H > 1 2 . On dispose numériquement des formes de M(R) quel que soit l’exposant de Hurst et la séparation transverse R, qu’on obtient en faisant l’intégration directe selon (65). C’est ainsi qu’on a pu en montrer quelques exemples sur la figure XI.3. Il est donc possible d’estimer la validité de l’approximation exprimée par les deux équations précédentes. La figure XI.6 montre ainsi, pour diverses valeurs de l’exposant de Hurst H, l’erreur relative commise en assimilant les quantités M(R) à leurs développements respectifs aux ordres les plus bas, tels qu’on vient de les écrire, soit

Δ(x, H) =

Λa(H) − Λb(H)x^{f (H)} − L(x, H) L(x, H) où f(H) = min (2, 2H + 1) .

Notons que cette erreur relative porte en fait sur le développement de L(x, H) = J(x, H) + K(x, H) plutôt que sur celui de M(R), du fait de la présence, dans ce dernier, du terme constant σ^2, qui peut écraser les effets qu’on souhaite mettre en évidence. D’après la figure XI.6, on voit que cette erreur reste inférieure à environ 10% dès lors que la séparation transverse est plus petite qu’un dixième de la profondeur du nuage. On remarque également que l’erreur est d’autant plus faible qu’on est éloigné de la valeur critique H = 1/2.

Pour préciser ce dernier point, on montre sur la figure XI.7 deux autres visualisations possibles de l’erreur relative, en fonction de l’exposant de Hurst. L’une d’elles, à gauche, montre cette erreur à différentes séparations transverses données. On voit la divergence de cette erreur au point critique H = 1/2. La validité de l’approximation d’ordre le plus bas est alors jugée sur la figure de droite, qui montre la séparation transverse maximale autorisée pour que l’erreur relative ne dépasse pas 1%, toujours en fonction de l’exposant de Hurst.

3Il existe toujours un terme constant, dont on tient évidemment compte.

4On ne parlera plus explicitement du cas particulier H = 1/2, afin d’alléger la présentation des résultats.

H = 0, 4

H = 0, 6

H = 0, 2

H = 0, 8

R/D

Δ(x, H)

Fig. XI.6 – Erreur relative commise en assimilant L(x, H) aux développements de premier ordre, pour quatre valeurs de H, en fonction de la séparation transverse rapportée à la profondeur.

H H

Δ(x, H)

R_m/D

Fig. XI.7 – Visualisation de l’erreur relative constatée sur la figure XI.6. La figure de gauche représente, pour différentes séparations transverses, l’erreur relative en fonction de l’exposant de Hurst H. Les différentes courbes correspondent aux séparations R = D/4 (pointillés), R = D/2 (tirets), R = 3D/4 (trait mixte) et R = D (trait continu). On voit notamment que l’erreur diverge au voisinage du point critique H = 1/2. La figure de droite représente la séparation transverse maximale, rapportée à la profondeur du nuage, au delà de laquelle l’erreur relative dépasse un certain seuil, ici 1%.

144 XI.4: Conséquences des formes calculées à l’ordre le plus bas

XI.3.e Fonctions d’autocorrélation et fonctions de structure des cartes

Lorsque les développements de la section précédente sont valides, les conséquences sur les mesures statistiques effectuées sur les cartes des moments sont simples à déduire. En effet, la fonction d’autocorrélation moyennée des fluctuations de vitesse, M_{v,v}, est donnée par l’une des formes écrites ci-dessus, suivant la valeur de l’exposant de Hurst H_v du champ de vitesse tridimensionnel. Des relations similaires sont satisfaites par M_{ρ,ρ} en fonction de la valeur de H_ρ.

Les fonctions d’autocorrélation des cartes de l’intensité et des deux types de centroïdes de vitesse sont de la même forme, étant données les expressions qu’elles prennent à l’ordre le plus bas (voir la section XI.2.a), et on a, en prenant l’exemple de la carte d’intensité,

A_I (R) ≃ (αD)^2 � ρ^2_0 + σ^2_ρ + Λ_ρa (H_ρ) − Λ_ρb (H_ρ) � R D �_{2Hρ +1}� pour H_ρ < 1 2 ,

A_I (R) ≃ (αD)^2 � ρ^2_0 + σ^2_ρ + Λ_ρa (H_ρ) − Λ_ρb (H_ρ) � R D �_2�

pour H_ρ > 1 2 . De même, en ce qui concerne les fonctions d’autocorrélation des cartes de centroïdes de vitesse

A_C (R) = (αDρ_0)^2A_{C0} (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + σ^2_v + Λ_v a (H_v) − Λ_vb (H_v) � R D �_{2Hv +1}� pour H_v < 1 2 ,

A_C (R) = (αDρ_0)^2A_{C0} (R) ≃ (αDρ_0)^2 � v^2_0 + σ^2_v + Λ_v a (H_v) − Λ_vb (H_v) � R D �_2�

pour H_v > 1 2 . L’utilisation des fonctions de structure d’ordre deux permet de s’affranchir des termes constants, puisqu’elles font intervenir la différence entre les valeurs des fonctions d’autocorrélation en R et à séparation nulle, les champs étant homogènes. Reprenant le cas de la carte d’intensité, on a alors

S_I (R) = 2(αD)^2Λ_ρb(H_ρ) � R D �_{2Hρ +1} pour H_ρ < 1 2 ,

S_I (R) = 2(αD)^2Λ_ρb(H_ρ) � R D �_2

pour H_ρ > 1 2 . On retrouve les mêmes formes dans le cas des cartes de centroïdes de vitesse,

S_C (R) = (αDρ_0)^2S_{C0} (R) ≃ 2(αDρ_0)^2Λ_vb(H_v) � R D �_{2Hv +1} pour H_v < 1 2 ,

S_C (R) = (αDρ_0)^2S_{C0} (R) ≃ 2(αDρ_0)^2Λ_vb(H_v) � R D �_2

pour H_v > 1 2 . XI.4 Conséquences des formes calculées à l’ordre le plus bas

Les formes obtenues ci-dessus pour les fonctions de structure des cartes de l’intensité et des deux types de centroïdes de vitesse montrent que, dans le contexte de champs tridimensionnels de type brownien fractionnaire, et dans le cadre des hypothèses utilisées tout au long de ce chapitre et du précédent, les cartes bidimensionnelles I, C et C_0 sont également des browniens fractionnaires, puisque leurs fonctions de structure sont des lois de puissance.

On peut également obtenir une relation entre les exposants de Hurst des champs sous-jacents et ceux des cartes d’observables. Par exemple, les exposants de Hurst H_C et H_{C0} des cartes de centroïdes de vitesse sont liés à celui du champ de vitesse tridimensionnel par

H_C = H_{C0} = H_v + 1 2 pour 0 < H_v < 1 2 et H_C = H_{C0} = 1 pour 1 2 < H_v < 1.

Il en va de même de la carte de l’intensité intégrée, dont l’exposant de Hurst H_I est donné par

H_I = H_ρ + 1 2 pour 0 < H_ρ < 1 2 et H_I = 1 pour 1 2 < H_ρ < 1.

Ce dernier résultat reste à relier à celui cité dans l’introduction de ce chapitre, ce qu’on peut faire en notant que l’indice spectral β et l’exposant de Hurst H sont liés par β = 2H + n, où n est la dimension de l’espace sur lequel est défini le champ. L’égalité, notée par [Stutzki et al., 1998] et [Goldman, 2000], entre l’indice spectral β_I de la carte d’intensité intégrée et celui β_ρ du champ de densité tridimensionnel, dans le cas de raies optiquement minces, dès lors que la profondeur D du nuage est plus grande que les échelles transverses R considérées, permet alors d’écrire, indépendamment de notre résultat, que l’exposant de Hurst de la carte d’intensité intégrée est donné par

H_I = β_I − 2 2 = β_ρ − 3 2 + 1 2 = H_ρ + 1 2 pour H_ρ < 1 2 , en utilisant le fait que cette carte est bidimensionnelle, tandis que le champ de densité de départ est tridimensionnel. D’autre part, [Stutzki et al., 1998] complète ce résultat en montrant qu’au delà de la valeur critique H_ρ = 1/2, l’exposant de Hurst de la carte d’intensité intégrée devient constant et vaut H_I = 1. Ces relations sont obtenues par [Goldman, 2000] et [Stutzki et al., 1998] dans le cadre d’un calcul dans l’espace de Fourier, et correspondent précisément à ce que nous déduisons de notre étude analytique effectuée dans le seul espace réel, laquelle permet également d’estimer la valeur maximale du rapport R/D permettant d’écrire β_I = β_ρ.

En ce qui concerne le champ de vitesse, nos résultats semblent indiquer que les indices spectraux β_C et β_{C0} correspondant respectivement aux cartes des centroïdes non normalisés et des centroïdes normalisés, sont égaux à celui du champ de vitesse tridimensionnel, β_v, dans la limite des échelles transverses petites devant la profondeur du nuage et dans l’hypothèse des fluctuations faibles de densité. C’est l’un des objectifs du chapitre suivant que de vérifier numériquement cette prédiction et d’en tester les limites. �

146 XI.4: Conséquences des formes calculées à l’ordre le plus bas

CHAPITRE XII

Étude numérique des centroïdes de vitesse

XII.1 Introduction

Les chapitres X et XI ont mis en évidence des relations entre les propriétés statistiques de quantités observées telles que l’émission intégrée et les centroïdes de vitesse, normalisés ou non, et les propriétés des champs tridimensionnels de densité et de vitesse, qui sont les quantités pertinentes pour décrire la turbulence interstellaire. En particulier, le chapitre XI a montré que dans le cas où ces deux champs sont des browniens fractionnaires, et lorsqu’on se limite aux échelles transverses petites devant la profondeur du nuage, les cartes bidimensionnelles des observables mentionnées ci-dessus sont également des browniens fractionnaires, en faisant, dans le cas des cartes de centroïdes, l’hypothèse supplémentaire selon laquelle les fluctuations de densité sont faibles.

L’objectif de ce chapitre est de vérifier numériquement ces résultats, en simulant des observations de spectro-imagerie, c’est-à-dire des cubes de données position-position-vitesse (PPV), à partir de champs de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire, et en mesurant les propriétés statistiques des cartes d’intensité intégrée et de centroïdes de vitesse tirées de ces cubes. On essaiera également, autant que possible, de déterminer les conditions de validité de ces résultats, étant données les hypothèses faites précédemment pour les obtenir analytiquement.

Avant de passer à la suite, remarquons que l’utilisation de champs browniens fractionnaires pour simuler la densité et la vitesse du milieu interstellaire diffus permet de compléter les études effectuées sur des simulations magnétohydrodynamiques (voir par exemple [Ostriker et al., 2001]) parce que le manque de “réalité” physique qui caractérise ces champs aléatoires est en un certain sens compensé par la large plage d’échelles accessibles à l’analyse en termes de lois de puissance. Dans les simulations numériques de turbulence, le domaine inertiel est en effet sévèrement limité par la résolution disponible et le grand nombre d’échelles affectées par l’injection ou la dissipation d’énergie.

XII.2 Construction de champs de densité et de vitesse

La section VII.4.b a permis de présenter, de manière détaillée, une méthode de construction numérique de champs browniens fractionnaires en dimension quelconque, à partir de leurs propriétés dans l’espace de Fourier. On rappelle ici simplement que pour construire un champ de dimension N × N × N et d’indice spectral β, on se donne deux cubes A (amplitude) et Φ (phase), de même dimension que le champ souhaité, tels que les éléments du cube A dépendent du module du vecteur d’onde suivant une loi de puissance d’exposant −β/2, et que ceux du cube Φ prennent des valeurs aléatoires avec une distribution uniforme entre 0 et 2π, en respectant la propriété d’imparité Φ(−k) = −Φ(k). Le champ obtenu comme transformée de Fourier inverse de A exp [iΦ] modélise alors un brownien fractionnaire ayant les propriétés attendues. C’est cette méthode que nous allons utiliser pour construire des champs de densité et de vitesse tridimensionnels possédant des indices spectraux donnés a priori. Il faut d’ailleurs noter que cette méthode fondée dans l’espace de Fourier aboutit à des distributions périodiques et que par conséquent, nos simulations, contrairement aux données réelles, ne seront pas soumises au problème des conditions aux limites non périodiques^1.

On construit donc une série de champs browniens fractionnaires, tous de taille 128 × 128 × 128 pixels, dont les exposants de Hurst sont choisis pour être de la forme H = p/4, avec p un entier compris entre 0 et 4, de sorte que les indices spectraux utilisés prennent la forme β = 3 + p/2, et sont donc compris entre 3

1Ce point a son importance car les algorithmes de transformation de Fourier tels que la FFT traitent les images comme périodiques. Si elles ne le sont pas, des discontinuités apparaissent artificiellement aux bords et se traduisent par des composantes à hautes fréquences spatiales dans le spectre de puissance. D’un autre côté, si l’on apodise une image pour éviter ce problème, cela peut avoir des conséquences aux grandes échelles.

148 XII.2: Construction de champs de densité et de vitesse

et 5, comme il se doit pour des champs tridimensionnels. Comme il s’agit de modéliser deux champs, l’un étant la densité ρ(x) et l’autre la vitesse longitudinale v(x), on construit deux browniens fractionnaires pour chaque indice spectral. De plus, le cas particulier d’une densité uniforme étant en soi intéressant, on construit un sixième champ de densité correspondant à ce cas de figure.

Par construction, les valeurs moyennes des cubes de densité et de vitesse sont déterminées initialement par la valeur de l’amplitude au pixel choisi comme origine de l’espace de Fourier. Leurs variances sont quant à elles liées au nombre total de pixels et à l’indice spectral. Pour obtenir des valeurs physiquement plausibles, on applique la procédure suivante, une fois les cubes construits : les valeurs minimales des cubes de densité en sont soustraites, afin d’obtenir des valeurs uniquement positives, et on multiplie le résultat par un facteur tel que la densité moyenne obtenue soit ρ_0 = 90 cm^{−3}. En ce qui concerne les cubes de vitesse, on commence par soustraire la valeur moyenne de manière à avoir v_0 = 0, puis on multiplie par un facteur numérique pour obtenir une dispersion de vitesse σ_v = 3 km s^{−1}.

ρ (cm^{−3})

v (km s^{−1}) z/D z/D

Fig. XII.1 – Évolution de la densité et de la vitesse longitudinale le long de la ligne de visée (64,64) dans le cas du cube de densité β_ρ = 4, 5 et du cube de vitesse β_v = 3, 5. Dans chacun des cas, les tirets représentent la valeur moyenne sur l’ensemble du cube, et les pointillés délimitent les zones |ρ−ρ_0| � σ_ρ et |v −v_0| � σ_v . On remarque que la valeur moyenne globale est sensiblement égale à la valeur moyenne calculée sur cette seule ligne de visée, ce qui est conforme à l’hypothèse d’homogénéité.

Remarquons qu’on ne modifie pas la dispersion σ_ρ du cube de densité. Ceci peut tout d’abord sembler curieux, étant donné qu’une des hypothèses utilisées aux deux chapitres précédents est justement l’inégalité σ_ρ < ρ_0. En fait, une propriété importante des champs browniens fractionnaires tridimensionnels est que leurs valeurs suivent une distribution gaussienne. Or, seulement environ 0, 1% des points d’une telle distribution tombent à plus de 3σ de la valeur moyenne, de sorte que les champs de densité construits présentent naturellement un contraste faible, avec σ_ρ/ρ_0 ≲ 0, 3.

Notons qu’aucune corrélation n’est imposée a priori entre les champs de densité et de vitesse tridimensionnels. Bien que ce choix accentue encore le manque de réalisme physique de ces simulations, il est en partie justifié par l’objectif poursuivi. En effet, il s’agit de vérifier des relations, obtenues au chapitre précédent, valables à des ordres suffisamment bas pour que les corrélations entre densité et vitesse n’interviennent pas (voir la section XI.2.a). On verra cependant au XII.6.b, que les termes corrélés, qui ne sont pas nécessairement nuls bien qu’on n’impose pas de corrélation entre les champs de densité et de vitesse, ont des effets importants lorsque les fluctuations de densité deviennent grandes.

À titre d’exemple, deux lignes de visée typiques extraites d’un cube de densité et d’un cube de vitesse sont présentées sur la figure XII.1. Les champs utilisés ont des indices spectraux respectivement égaux à β_ρ = 4, 5 et β_v = 3, 5. Le second montre plus de structures à petite échelle, comme attendu pour un indice spectral plus faible, dans le cas où les dimensions euclidiennes sont identiques^2. La profondeur D du cube est choisie égale à 1 pc.

2En toute généralité, le nombre caractérisant la quantité de structure à chaque échelle est l’exposant de Hurst.

XII.3 Simulation d’un cube de données PPV

XII.3.a Méthode de construction

Afin d’obtenir un cube de données observationnelles à partir des champs tridimensionnels simulés, on calcule, à chaque position X, le spectre qui serait observé dans cette direction. Étant donnée l’hypothèse selon laquelle le nuage est observé dans une transition optiquement mince, le spectre en question résulte alors simplement de l’addition des contributions radiatives issues de chacune des cellules de gaz situées le long de la ligne de visée X. Or, l’émission δT_b d’une de ces cellules a déjà été écrite dans le cadre des hypothèses faites au chapitre IX. On y a vu que pour une cellule repérée par la position x, cette émission pouvait s’écrire

δT_b(x, u) = αρ(x)ϕ[v(x) − u]δz,

où u est la vitesse longitudinale considérée, correspondant au canal en vitesse, δz est la profondeur de la cellule, supposée identique pour toutes les cellules, et ϕ est le profil local normalisé de la raie d’émission. Pour simplifier le problème, on va supposer que ce profil est gaussien, et qu’il correspond au seul élargissement thermique, supposé uniforme dans tout le nuage,

ϕ(w) = 1 √ 2πσ_{th} exp � − w^2 2σ^2_{th} � et donc δT_b(x, u) = α ρ(x)δz √ 2πσ_{th} exp � − [v(x) − u]^2 2σ^2_{th} � = αδN_u(x, u).

Le facteur numérique α n’étant pas connu et étant sans importance quant à l’étude qui suit, on va essentiellement s’intéresser à la quantité δN_u(x, u), qui représente la densité de colonne par unité de vitesse de la cellule située en x, à la vitesse u. Au sortir du nuage, la densité de colonne du gaz par unité de vitesse, le long de la ligne de visée X et à la vitesse u peut être écrite selon

N_u(X, u) = � z δN_u(x, u) = � z ρ(x)δz √ 2πσ_{th} exp � − [v(x) − u]^2 2σ^2_{th} � . (69)

Cette quantité est calculée pour un ensemble discret de vitesses longitudinales (u_1, . . . , u_n), ce qui fournit le cube de données recherché, puisque les lignes de visée X sont elles aussi échantillonnées de façon discrète. En faisant l’hypothèse simplificatrice selon laquelle la résolution spectrale de l’observation est égale à la largeur δu d’un canal, et où la fonction de transmission spectrale est une fonction porte de même largeur, le produit N_u(X, u_k)δu représente alors exactement l’intensité intégrée entre les vitesses u_k − δu/2 et u_k + δu/2.

Concernant les valeurs numériques utilisées pour construire ces cubes, la dispersion de vitesse thermique σ_{th} dépend de la température cinétique T du gaz et de la masse m de l’espèce émettrice^3,

σ_{th} = � k_B T m , formule qu’on avait déjà écrite au chapitre VIII.

La profondeur δz de chaque cellule est quant à elle égale à la 128^{ème} partie de la profondeur totale D du nuage, laquelle est fixée à 1 pc, soit δz = 2, 411.10^{16} cm.

De plus, afin d’assurer que seule une fraction négligeable du signal est perdue, les limites en vitesse dans le cube PPV final sont données par v_{min} − 2σ_{th} et v_{max} + 2σ_{th}, où v_{min} et v_{max} désignent les valeurs minimum et maximum dans le champ de vitesse tridimensionnel. Le nombre n de canaux est alors obtenu en divisant cette plage en vitesse par la largeur d’un canal δu, qu’on a prise égale à 0, 25 km s^{−1}. En conséquence, tous nos cubes de données n’ont pas le même nombre de canaux, puisque l’extension dans la troisième dimension dépend non seulement de la température T mais aussi et surtout du cube de vitesse tridimensionnel.

XII.3.b Spectres synthétiques

La figure XII.2 montre quatre exemples de spectres synthétiques obtenus le long de la ligne de visée représentée sur la figure XII.1. Ces spectres ont été calculés en utilisant l’équation (69) pour quatre températures

3Ici, on suppose qu’il s’agit de l’hydrogène atomique, dont la masse est m = 1, 6735344.10^{−27} kg.

150 XII.3: Simulation d’un cube de données PPV

comprises entre T = 1 K et T = 500 K. On y voit notamment l’effet de lissage lié à la température. Les fluctuations à petite échelle sont effacées au fur et à mesure que T augmente, et le spectre observé s’approche d’une gaussienne lorsque l’élargissement thermique devient comparable à la dispersion σ_v du cube de vitesse tridimensionnel.

N_u(X, u)

N_u(X, u)

N_u(X, u)

N_u(X, u) u (km s^{−1}) u (km s^{−1}) u (km s^{−1}) u (km s^{−1})

T = 1 K T = 10 K

T = 100 K T = 500 K σ_{th} = 0, 09 km s^{−1} σ_{th} = 0, 29 km s^{−1}

σ_{th} = 0, 91 km s^{−1} σ_{th} = 2, 0 km s^{−1}

Fig. XII.2 – Spectres synthétiques correspondant à la ligne de visée représentée sur la figure XII.1, pour quatre températures cinétiques du gaz différentes. Les dispersions thermiques σ_{th} sont notées sur les différentes figures en regard de la température.

Le spectre calculé à T = 100 K, température représentative des conditions du gaz Hi, rappelle assez bien ce qui est observé à 21 cm dans les nuages à haute latitude [Miville-Deschênes et al., 2003a]. Étant données les conditions régnant dans le milieu atomique^4, les températures T = 1 K et T = 10 K représentent des conditions artificiellement froides, mais leur exemple montre que les composantes qu’on peut voir apparaître dans les spectres réels observés peuvent correspondre non pas à de véritables nuages au sens d’entités connexes dans l’espace, mais plutôt aux propriétés fractales de la vitesse et de la densité le long de la ligne de visée. Physiquement, d’ailleurs, l’hypothèse d’une transition optiquement mince devient intenable à des températures cinétiques si basses. Ces spectres sont donc présentés uniquement pour illustrer les effets de la température cinétique sur notre capacité à résoudre des structures cinématiques. On voit en particulier qu’à haute température, toutes les structures en vitesse sont lavées par l’élargissement thermique, ce qui empêche formellement de les résoudre. Quantitativement, on peut estimer la résolution spectrale effective δu_e de ces observations simulées comme étant la largeur à mi-hauteur du produit de convolution du profil ϕ avec le profil d’un canal en vitesse. En supposant, juste pour ce calcul, que les bandes passantes des canaux sont de forme gaussienne, avec une largeur à mi-hauteur δu, la résolution effective est alors donnée

4Voir le chapitre I.

par [Myers et al., 1991]

δu_e ≈ � δu^2 + (8 ln 2)σ^2_{th}. (70)

À titre d’exemple, les résolutions effectives pour les valeurs extrêmes T =1 K et T =500 K de la température considérées sur la figure XII.2 sont respectivement δu_e ≃ 0, 33 km s^{−1} et δu_e ≃ 4, 72 km s^{−1}.

XII.3.c Cartes par canaux et cartes des moments

29 32 36 40

44 48 52 56

59 63 67 71

75 79 83 87

Fig. XII.3 – Cartes par canaux typiques obtenues par simulation d’observations de spectro-imagerie telles que décrites dans le texte. Le cas présenté correspond aux cubes de densité et de vitesse dont les indices spectraux sont respectivement β_ρ = 4, 5 et β_v = 3, 5. La température cinétique du gaz est prise égale à 100 K. Le nombre inscrit dans le coin inférieur gauche de chaque image donne le numéro du canal, sachant qu’il y a 196 canaux au total dans le cube de données.

Les coupes des cubes de données le long d’un plan de vitesse constante forment les cartes par canaux. La figure XII.3 montre certaines de ces cartes, issues du cube PPV simulé, à T = 100 K, à partir

152 XII.4: Propriétés statistiques des cartes d’observables

des champs de densité et de vitesse caractérisés par les indices spectraux β_ρ = 4, 5 et β_v = 3, 5. On peut y voir certaines ressemblances avec les cartes réellement observées dans la raie à 21 cm (voir par exemple [Joncas et al., 1992]), notamment des structures allongées^5 et d’autres plus diffuses. On remarque également que les structures présentes dans des canaux adjacents sont corrélées, et qu’on passe d’un canal à l’autre de façon quasi continue. Si cet effet est dû en partie au fait que la largeur des canaux est sous-thermique, puisque δu = 0, 25 km s^{−1} et que σ_{th} ≃ 0, 91 km s^{−1}, on voit qu’il existe néanmoins des corrélations entre des canaux trop éloignés l’un de l’autre pour que l’on puisse dire qu’il s’agit de l’effet du lissage thermique. En effet, on a une résolution effective δu_e ≃ 2, 16 km s^{−1}, de sorte qu’on peut considérer que l’élargissement thermique se fait sentir sur une plage d’environ neuf canaux. Les corrélations évidentes entre les structures des canaux 29 et 40, ou entre celles des canaux 75 et 87, par exemple, sont donc issues des champs de densité et de vitesse.

À partir des cubes de données, on peut également construire les cartes de moments telles qu’on les a définies au chapitre IX. Étant donnée la relation (40), la carte d’intensité intégrée simulée est

I(X) = � T_b(X, u)du = α � N_u(X, u)du = α � k N_u(X, u_k)δu.

De même, les cartes des centroïdes non normalisés et normalisés sont données respectivement par

C(X) = α � k u_kN_u(X, u_k)δu et C_0(X) = � k u_kN_u(X, u_k) � k N_u(X, u_k) .

Dans la suite, on fera abstraction du facteur constant α en ce qui concerne les cartes de l’intensité et du centroïde non normalisé, en posant α = 1 numériquement.

XII.4 Propriétés statistiques des cartes d’observables

À partir de là, on peut commencer à examiner les spectres de puissance des cartes d’observables, qu’il s’agisse des canaux individuels, ce qu’on développera pour l’essentiel au chapitre XIII, ou des cartes des moments, auxquelles on va plus particulièrement s’intéresser ici. L’objectif, bien entendu, est de relier les propriétés statistiques de ces observables à celles des champ tridimensionnels, c’est-à-dire aux indices spectraux β_ρ et β_v. Pour procéder à cette analyse, on construit des cubes de données correspondant à toutes les combinaisons possibles de champs de densité et de vitesse, en se plaçant à une température typique du CNM, soit T = 100 K.

L’analyse des résultats est facilitée par l’étude des figures XII.4 et XII.5, qui montrent, pour certains de ces cubes simulés, les cartes de l’intensité intégrée, des centroïdes non normalisé et normalisé, ainsi que deux canaux en vitesse - l’un au centre de la raie et l’autre dans une aile. Plus précisément, la figure XII.4 présente le cas des cinq cubes de données issus du champ de densité β_ρ = 4 et de tous les champs de vitesse, tandis que la figure XII.5 correspond au cas des cinq cubes de données construits à partir du champ de vitesse d’indice spectral β_v = 4 et de tous les champs de densité, à l’exception du cube de densité uniforme. Les sections suivantes sont consacrées à l’étude détaillée de ces figures et de ce qu’elles impliquent en termes de propriétés statistiques.

XII.5 Intensité intégrée

XII.5.a Spectre de puissance de l’intensité intégrée dans la limite R ≪ D

Comme on l’a remarqué au début du chapitre XI, et comme plusieurs auteurs l’ont montré (voir par exemple [Stutzki et al., 1998, Goldman, 2000]), un milieu observé dans une raie optiquement mince présente une carte d’intensité intégrée dont le spectre de puissance est égal à celui du champ de densité à trois dimensions, à condition que R/D ≪ 1, où R représente la plus grande échelle transverse considérée et D est la profondeur du nuage. L’identité des comportements des spectres de puissance P_I et P_ρ est en fait valable que le spectre de puissance soit une loi de puissance ou pas, dès lors que l’isotropie est

5Celles-ci sont néanmoins peu claires, ce qui n’est pas surprenant étant donnée l’isotropie des champs ρ et v.

Intensité intégrée Centroïde Centroïde normalisé Canal central Canal à 1σ_v β_v = 3, 0 β_v = 3, 5 β_v = 4, 0 β_v = 4, 5 β_v = 5, 0

Fig. XII.4 – Vue synthétique des cartes d’observables pour les cubes de données construits à partir du champ de densité β_ρ = 4 et des cinq champs de vitesse. Chaque ligne correspond à l’une des valeurs de β_v, et les différentes colonnes représentent respectivement l’intensité intégrée, le centroïde non normalisé, le centroïde normalisé, un canal au centre de la raie et un canal à 1 σ_v du centre de la raie.

Intensité intégrée Centroïde Centroïde normalisé Canal central Canal à 1σ_v β_ρ = 3, 0 β_ρ = 3, 5 β_ρ = 4, 0 β_ρ = 4, 5 β_ρ = 5, 0

Fig. XII.5 – Vue synthétique des cartes d’observables pour les cubes de données construits à partir du champ de vitesse β_v = 4 et des cinq champs de densité non uniformes. Chaque ligne correspond à l’une des valeurs de β_ρ, et les différentes colonnes représentent respectivement l’intensité intégrée, le centroïde non normalisé, le centroïde normalisé, un canal au centre de la raie et un canal à 1 σ_v du centre de la raie.

assurée. Cette propriété des milieux optiquement minces est puissante car elle permet ainsi de déduire directement le spectre de puissance du champ de densité interstellaire en trois dimensions à partir des observations [Elmegreen et al., 2001].

Les calculs du chapitre XI ont fourni le pendant de cette prédiction dans l’espace réel, en montrant que l’exposant de Hurst de la carte d’intensité intégrée était lié à celui du champ de densité par

H_I = H_ρ + 1 2 pour H_ρ < 1/2 et H_I = 1 pour H_ρ > 1/2.

La première relation se traduit effectivement, comme on l’a vu, par l’égalité des indices spectraux β_I = β_ρ, et c’est cette égalité que nos simulations confirment. On voit sur la première colonne de la figure XII.4 que les différentes cartes d’intensité intégrée sont sensiblement identiques, quel que soit le champ de vitesse utilisé pour construire le cube de données, ce qui montre déjà que l’intensité intégrée ne dépend ici que du champ de densité. Les spectres de puissance correspondant à ces cinq cartes sont également identiques les uns aux autres. Afin de montrer qu’ils ont bien la forme de lois de puissance et que leurs indices spectraux sont égaux à celui du champ de densité associé, on construit la figure XII.6, qui montre les spectres de puissance des cartes d’intensité intégrée formant la première colonne de la figure XII.5. On voit qu’il s’agit effectivement de lois de puissance, et qu’on a bien l’égalité des indices spectraux β_I = β_ρ.

k^{−3,0} k^{−3,5}

k^{−4,0}

k^{−4,5}

k^{−5,0}

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires)

Fig. XII.6 – Spectres de puissance des cartes d’intensité intégrée constituant la première colonne de la figure XII.5. Les mesures sont représentées par les losanges. Les droites correspondent à des lois de puissance dont les formes sont indiquées en regard.

L’intensité intégrée I est égale, dans le cas considéré, et avec la convention α = 1, à la densité de colonne N, qu’il est bien évidemment possible de simuler ici directement à partir du cube de densité,

N(X) = � k ρ(X, z_k)δz.

L’identité de la densité de colonne et de l’intensité intégrée dans nos simulations est illustrée sur la figure XII.7, qui compare la densité de colonne du cube de densité β_ρ = 4 avec l’intensité intégrée du cube de données construit à partir des paramètres β_ρ = 4 et β_v = 3. On voit que les deux images sont identiques, au niveau de détail observable ici. Remarquons que la plus grande échelle tranverse considérée est R = D. Le fait qu’on trouve exactement le résultat attendu dans la limite R ≪ D se justifie en observant que les échelles intervenant majoritairement dans les cartes étudiées ici sont bien plus petites que D.

XII.5.b Spectre de puissance de l’intensité intégrée dans la limite R ≫ D

À l’inverse, le fait qu’on dispose des cubes de densité tridimensionnels permet de tester la limite d’un nuage très peu profond, soit R ≫ D, en étudiant une coupe bidimensionnelle de l’un de ces cubes. Théoriquement, celle-ci doit représenter statistiquement le cube entier, et son exposant de Hurst H_c doit donc être égal à

Fig. XII.7 – Densité de colonne du cube de densité β_ρ = 4 (à gauche) et intensité intégrée I du cube de données correspondant à β_ρ = 4 et β_v = 3 (à droite).

H_ρ. Étant donné le lien entre exposant de Hurst, indice spectral et dimension de l’espace, l’indice β_c de cette coupe bidimensionnelle est donné par

β_c = 2H_c + 2 = 2H_ρ + 2 = β_ρ − 1.

Un exemple de cet effet est montré sur la figure XII.8 pour une tranche de 1 pixel de large extraite du cube tridimensionnel de densité caractérisé par β_ρ = 4. On y voit le spectre de puissance de cette tranche, moyenné azimutalement^6, ainsi qu’un ajustement en loi de puissance. L’indice spectral obtenu, β_c ≃ 3, 14 est légèrement plus grand que celui attendu, puisque β_ρ − 1 = 3. Ceci peut se comprendre en remarquant que la coupe dans le cube n’est pas parfaitement bidimensionnelle, mais qu’elle possède nécessairement une certaine largeur intrinsèque. D’ailleurs, si l’on avait représenté l’ensemble du spectre de puissance comme un nuage de points, c’est-à-dire sans faire de moyenne azimutale, on aurait observé une dispersion plus prononcée aux petites échelles, comparables à cette largeur intrinsèque.

k^{−3,14}

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires)

Fig. XII.8 – La figure de gauche présente une coupe bidimensionnelle extraite du cube de densité β_ρ = 4. La figure de droite montre le spectre de puissance de celle-ci, moyenné azimutalement (losanges), ainsi qu’un ajustement en loi de puissance.

XII.5.c Transition entre les deux régimes

Il est également intéressant d’étudier le spectre de puissance d’une tranche dans le régime intermédiaire entre les deux cas présentés plus haut. À cette fin, on calcule les spectres de puissance de tranches du cube

6On rappelle qu’il s’agit de faire la moyenne sur les anneaux de nombre d’onde k constant.

de densité, de largeur d croissante. Les résultats sont présentés sur la figure XII.9 qui montre les spectres de puissance de deux tranches du cube de densité d’indice β_ρ = 5, où l’on a sommé respectivement 5 et 10 plans du cube. On observe que les spectres de puissance sont courbés, avec un indice spectral β_ρ aux petites échelles et β_ρ − 1 aux grandes échelles. La transition a lieu à une fréquence spatiale k_d = 1/2d et fournit une méthode permettant de déterminer la profondeur du milieu observé. C’est ainsi qu’Elmegreen [Elmegreen et al., 2001] a pu déterminer l’épaisseur de la couche de gaz Hi dans le grand nuage de Magellan (LMC). Réciproquement, l’absence d’une telle courbure dans le spectre de puissance de l’émission du Hi galactique à grande échelle suggère que l’épaisseur du milieu observé est bien plus grande que la taille des cartes disponibles, de l’ordre de 25 pc dans le cas des nuages à haute latitude observés par Miville-Deschênes [Miville-Deschênes et al., 2003a].

Ce résultat est également pertinent quant aux études des milieux optiquement épais (tels que les nuages moléculaires) où l’émission observée provient de la région la plus en surface du nuage. Dans ce cas, l’indice spectral mesuré sur la carte d’émission intégrée d’un traceur optiquement épais devrait être plus proche de β_ρ − 1.

k^{−5} k^{−5} k^{−4} k^{−4}

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

Fig. XII.9 – Spectres de puissance de cartes bidimensionnelles construites en sommant respectivement cinq plans (figure de gauche) et dix plans (figure de droite) consécutifs extraits du cube de densité β_ρ = 5. Les mesures sont indiquées par des losanges, et les droites représentent les régimes limites R ≪ d et R ≫ d. Les pointillés correspondent au nombre d’onde de la transition k_d = 1/2d.

XII.6 Centroïdes de vitesse

XII.6.a Vérification des égalités β_C = β_{C0} = β_v

La limite des petites fluctuations de densité σ_ρ < ρ_0 étant satisfaite dans tous les cubes de densité, il est légitime de vouloir vérifier que les centroïdes de vitesse, qu’ils soient normalisés ou non, présentent des spectres de puissance en loi de puissance, avec des indices spectraux β_C et β_{C0} tous deux égaux à l’indice spectral β_v du champ de vitesse sous-jacent.

Les cartes de centroïdes présentées sur la figure XII.5 montrent déjà clairement que le champ de densité n’a pas d’influence sur la structure de ces cartes, puisqu’elles sont toutes identiques. On remarque d’ailleurs que la normalisation ne modifie pas cette structure. Dans le cadre de ces simulations, les propriétés statistiques des centroïdes de vitesse sont donc essentiellement déterminés par le champ de vitesse. Plus précisément, si l’on construit les spectres de puissance des cartes de centroïdes non normalisés représentées sur la figure XII.4, c’est-à-dire pour β_ρ = 4 et toutes les valeurs de β_v , on obtient la figure XII.10, qui montre que les indices spectraux β_C et β_{C0} sont bien égaux aux indices β_v des champs de vitesse. Ce résultat, obtenu avec un champ de densité caractérisé par un indice spectral β_ρ = 4, est vérifié quel que soit le champ de densité utilisé. L’ajustement de lois de puissance sur les spectres de puissance des cartes de centroïdes fournit toujours l’indice spectral du champ de vitesse. Cependant, il faut remarquer que ces mesures sont faites sur les moyennes azimutales des spectres de puissance. En effet, et comme le montre la figure XII.11, les spectres de puissance représentés sous la forme de nuages de points peuvent être affectés d’une forte dispersion. On note que cette dispersion autour de la loi de puissance décroît quand le spectre

k^{−3,0} k^{−3,5} k^{−4,0} k^{−4,5} k^{−5,0} k^{−3,0} k^{−3,5} k^{−4,0} k^{−4,5} k^{−5,0}

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

Fig. XII.10 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroïdes non normalisés (à gauche) et normalisés (à droite) constituant respectivement les deuxième et troisième colonnes de la figure XII.4. Les mesures sont représentées par les losanges. Les droites correspondent à des lois de puissance dont les formes sont indiquées en regard de chacune des courbes.

de puissance du champ de densité devient plus raide^7, et dans la limite d’un champ de densité uniforme, on retrouve la dispersion nulle caractéristique de l’isotropie. Réciproquement, pour un indice β_ρ donné, les spectres de puissance des cartes de centroïdes sont plus dispersés pour des valeurs de β_v plus grandes. Ceci peut s’expliquer par le fait que les fluctuations de densité se manifestent plus clairement lorsque le champ de vitesse est plus lisse.

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

Fig. XII.11 – Spectres de puissance, non moyennés azimutalement, des cartes de centroïdes non normalisés correspondant aux champs de vitesse β_v = 3, 5 (à gauche) et β_v = 4, 5 (à droite). Sur chaque figure, on a représenté les données issues de trois cubes de densité, soit β_ρ = 3 (en noir, forte dispersion), β_ρ = 4 (en gris) et le cube de densité uniforme (en noir, sans dispersion).

XII.6.b Influence des différents paramètres

Influence de la température cinétique

Les conditions de validité de ce résultat doivent être déterminées, les simulations faites jusqu’à présent ne représentant qu’une petite partie des conditions possibles pour les paramètres du problème. On désire avant tout vérifier que le résultat reste valable quelle que soit la température cinétique, comme le suggère l’écriture du centroïde sous la forme d’une intégrale du produit ρv. Pour cela, on choisit arbitrairement un champ de densité d’indice β_ρ et un champ de vitesse d’indice β_v, et on construit, de la manière décrite plus

7C’est-à-dire quand le champ de densité lui-même devient plus lisse.

haut, les cubes de données correspondant à une série de températures différentes. Les indices spectraux des centroïdes de vitesse non normalisés calculés à partir de ces cubes sont reportés sur la figure XII.12. On voit clairement que β_C est indépendant de la température cinétique. Aux incertitudes près, on retrouve β_C = β_v, en remarquant que l’erreur systématique s’interprète comme une preuve de l’indépendance des cartes du centroïde vis-à-vis de T .

T (K) β_C

Fig. XII.12 – Indices spectraux mesurés sur les cartes de centroïdes non normalisés construits à partir des cubes de densité β_ρ = 3, 5 et de vitesse β_v = 4, 5, en fonction de la température cinétique utilisée, entre T = 1 K et T = 1000 K. Les barres d’erreur recouvrent la valeur attendue β_C = 4, 5.

v_0 = −30 km s^{−1} v_0 = −10 km s^{−1} v_0 = 0 km s^{−1} v_0 = 10 km s^{−1} v_0 = 30 km s^{−1}

Centroïde normalisé

Centroïde

Fig. XII.13 – Cartes des centroïdes de vitesse normalisés (ligne du haut) et non normalisés (ligne du bas) correspondant aux cubes de données construits à partir du cube de densité β_ρ = 3, 5 et des cubes de vitesse β_v = 4, 5 modifiés de façon à obtenir une vitesse moyenne v_0 indiquée au dessus de chaque colonne.

Influence de la vitesse moyenne v_0

En ce qui concerne l’influence des paramètres numériques caractérisant les champs de densité et de vitesse, à savoir ρ_0, σ_ρ, v_0 et σ_v , le premier test effectué est l’introduction d’une vitesse moyenne non nulle. On se donne donc une série de cubes de vitesse en ajoutant différentes constantes v_0 au cube déjà construit et caractérisé par β_v = 4, 5. La figure XII.13 montre, en fonction de v_0, l’évolution des cartes des deux types de centroïdes construits à partir de ces cubes de vitesse modifiés et du cube de densité β_ρ = 3, 5.

On remarque notamment que la structure des centroïdes non normalisés change légèrement avec la vitesse moyenne, alors que les centroïdes normalisés semblent indépendants de v_0. Pour préciser ce comportement en termes statistiques, on présente sur la figure XII.14 les spectres de puissance, moyennés azimutalement, de six des dix cartes de la figure XII.13, à savoir celles des deux types de centroïdes de vitesse dans les cas

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

C C_0

Fig. XII.14 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroïdes non normalisés (à gauche) et normalisés (à droite) correspondant aux cubes de données construits à partir du cube de densité β_ρ = 3, 5 et des cubes de vitesse β_v = 4, 5 modifiés de façon à obtenir v_0 = −30 km s^{−1} (losanges) et v_0 = +30 km s^{−1} (croix). La courbe en trait plein correspond au cas v_0 = 0 km s^{−1}.

d’une valeur nulle et d’une valeur extrême de la vitesse moyenne. Clairement, l’égalité β_C = β_v est mise en défaut lorsque la vitesse moyenne prend des valeurs non nulles, tandis qu’on a toujours β_{C0} = β_v. Étant donnée la forme (58) de la fonction d’autocorrélation A_C , la dépendance en v_0 de la structure des cartes des centroïdes non normalisés est évidemment liée au terme v^2_0 M_{ρ,ρ}. On le vérifie tout d’abord en montrant, sur la figure XII.14, que le signe de v_0 est sans importance. D’autre part, si l’on devait construire la quantité A_C − v^2_0 A_I , soit P_C − v^2_0 P_I dans l’espace de Fourier, on s’attendrait à retrouver le spectre de puissance de la carte du centroïde non normalisé dans le cas v_0 = 0. La figure XII.15 semble montrer la validité de cette analyse, bien que le spectre obtenu soit entaché d’une dispersion assez importante^8. En ce qui concerne les centroïdes normalisés, le calcul de la fonction d’autocorrélation A_{C0} a été poussé au second ordre en fluctuations de densité, ce qui permet de voir que le terme v^2_0 M_{ρ,ρ} est supprimé. On comprend alors que la vitesse moyenne n’affecte pas, semble-t-il, les spectres de puissance correspondants. On va voir cela plus en détail dans ce qui suit.

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires)

Fig. XII.15 – Spectre de puissance, moyenné azimutalement, de la carte des centroïdes non normalisés dans le cas v_0 = ±30 km s^{−1} (notations de la figure XII.14), corrigé d’un terme v^2_0 P_I , où P_I est le spectre de puissance de l’intensité intégrée calculée sur le même cube de données. La courbe en trait plein représente toujours le cas du centroïde non normalisé dans le cas v_0 = 0 km s^{−1}.

Influence des petites fluctuations de densité

Revenant au cas des centroïdes non normalisés, la modification du spectre de puissance P_C du fait de la présence d’une vitesse moyenne non nulle, dont l’origine est donc le terme v^2_0 M_{ρ,ρ} dans l’expression de A_C , doit par conséquent dépendre des propriétés statistiques du champ de densité. Nos simulations permettent

8Cette dispersion est issue de celle affectant le spectre de puissance de la carte des centroïdes, non moyenné azimutalement.

d’étudier cette dépendance, en construisant des cartes de centroïdes de vitesse à partir d’un cube de vitesse de moyenne non nulle et de divers cubes de densité. C’est ce que montre la figure XII.16, sur laquelle on peut voir que l’indice spectral de la carte des centroïdes non normalisés est en fait donné par le plus petit des deux indices β_ρ et β_v , tandis que les cartes des centroïdes normalisés donnent encore β_{C0} = β_v. Autrement dit, les contributions de la densité au spectre de puissance des cartes de centroïdes non normalisés dominent les contributions cinématiques pures dès lors que β_ρ < β_v, ce qui s’interprète à l’aide la figure XII.17. Sur la figure de gauche, on voit que la puissance correspondant aux fluctuations de densité est effectivement plus importante que celle correspondant aux structures en vitesse à la même échelle, si l’on a β_ρ < β_v. En revanche, on pressent que si l’on diminue globalement l’amplitude des fluctuations de densité quel que soit leur spectre, comme sur la figure de droite, alors on devrait retrouver l’égalité β_C = β_v . Pour le vérifier, on montre, sur la figure XII.18, l’évolution de l’indice spectral β_C en fonction du rapport σ_ρ/ρ_0, pour un cube de densité β_ρ = 3, 5 et un cube de vitesse β_v = 4, 5 avec une vitesse moyenne v_0 = 30 km s^{−1}.

k^{−3,0} k^{−3,5}

k^{−4,0} k^{−4,0} k^{−4,0}

k^{−4,0}

k^{−4,0} k^{−4,0} β_ρ = 5, 0 β_ρ = 4, 5 β_ρ = 3, 5 β_ρ = 3, 0

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires)

Fig. XII.16 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroïdes non normalisés (losanges) et normalisés (croix) construits à partir du cube de vitesse caractérisé par β_v = 4, 0 et v_0 = 30 km s^{−1} et de quatre cubes de densité. Les droites représentent des lois de puissances dont les formes sont indiquées.

ln k ln [P(k)]

ln [P(k)] ln k k^{−βv} k^{−βρ}

k^{−βρ} k^{−βv}

Fig. XII.17 – Interprétation de l’effet observé sur la figure XII.16. Le trait plein représente le spectre de puissance du champ de vitesse et les tirets le spectre de puissance du champ de densité, pour différentes valeurs de l’indice β_ρ. La puissance contenue dans les fluctuations de vitesse est la même sur les deux figures. La puissance correspondant aux fluctuations de densité est plus importante sur la figure de gauche que sur la figure de droite.

σ_ρ/ρ_0 β β_C β_{C0}

Fig. XII.18 – Évolution des indices spectraux β_C (losanges) et β_{C0} (croix) en fonction du rapport σ_ρ/ρ_0, pour un cube de densité d’indice spectral β_ρ = 3, 5 et un cube de vitesse β_v = 4, 5 dont la valeur moyenne est v_0 = 30 km s^{−1}. Les pointillés indiquent les asymptotes à β = 3, 5 et β = 4, 5.

On peut y voir qu’effectivement, dans la limite des petites fluctuations de densité, on retrouve le résultat β_C = β_v, et qu’en revanche, lorsque ces fluctuations deviennent trop importantes, l’indice spectral de la carte des centroïdes non normalisés prend la valeur de β_ρ. L’hypothèse des petites fluctuations de densité, qu’on avait utilisée comme condition de validité d’un développement limité au chapitre X, est donc nécessaire en pratique si l’on veut retrouver les statistiques de la vitesse à partir de celles des cartes de centroïdes non normalisés, dans le cas où la vitesse moyenne n’est pas nulle. Notons cependant qu’il est toujours possible se ramener au cas v_0 = 0 en calibrant correctement les canaux en vitesse.

Le cas des grandes fluctuations de densité

On peut donc se placer dans le cas d’une vitesse moyenne nulle à l’aide d’une calibration adéquate. Dans cette hypothèse, les fluctuations de densité peuvent a priori être augmentées sans modifier le résultat β_C = β_v, puisque le terme v^2_0 M_{ρ,ρ} est alors nul. Ce cas de figure est intéressant d’un point de vue pratique, car les champs de densité du milieu interstellaire présentent fréquemment de grandes variations. Cependant, comme on l’a dit plus haut, les fluctuations des browniens fractionnaires sont limitées par construction, avec typiquement σ_ρ/ρ_0 ≲ 0, 3, ce qui impose de trouver un autre modèle de champ de densité. Une possibilité qui s’offre à nous est de considérer les exponentielles de champs browniens fractionnaires. On obtient alors des distributions lognormales de la densité avec des excursions importantes. Partant d’un champ caractérisé par un indice spectral β = 4, on obtient par ce biais un champ de densité dont les valeurs sont comprises entre ∼ 0,6 cm^{−3} et ∼ 2700 cm^{−3}, si l’on pose que la valeur moyenne est ρ_0 =90 cm^{−3}. Le rapport σ_ρ/ρ_0 est alors de l’ordre de 1,22. Comme on peut le voir sur la figure XII.19, ce cube de densité présente des grandes déviations loin de la valeur moyenne. On remarque également que son spectre de puissance suit une loi de puissance presque parfaite, dont l’indice spectral est justement β_ρ = 4.

z/D k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) ρ (cm^{−3}) k^{−4}

Fig. XII.19 – Exemple de ligne de visée (à gauche) et spectre de puissance moyenné azimutalement (à droite) du cube de densité construit comme exponentielle d’un brownien fractionnaire d’indice β = 4.

À partir de ce cube et des cinq champs de vitesse de type brownien fractionnaire avec v_0 = 0, on construit cinq cubes de données et les centroïdes de vitesse correspondants. Les spectres de puissance des cartes de centroïdes normalisés et non normalisés sont présentés sur la figure XII.20. On voit que contrairement au cas précédent, la nullité de la vitesse moyenne ne suffit pas à assurer l’égalité des indices spectraux β_C = β_v. En fait, on retrouve la même situation que celle rencontrée dans le cas d’un champ de densité de type brownien fractionnaire avec une vitesse moyenne non nulle (figure XII.16) c’est-à-dire que l’indice spectral obtenu est le plus petit des deux nombres β_ρ et β_v . Plus gênant encore, on arrive à la même conclusion en ce qui concerne β_{C0} , alors que tout montrait jusqu’à présent que ce dernier fournissait toujours la valeur de l’indice spectral de la vitesse.

Étant donné que cet effet ne peut donc être attribué au terme v^2_0 M_{ρ,ρ} dans l’expression (58) de la fonction d’autocorrélation A_C , il faut en chercher la cause dans les autres termes dépendant des fluctuations de densité, à savoir les termes corrélés 2ρ_0M_{ρv,v} et M_{ρv,ρv} . Ceci expliquerait également le fait que les cartes des centroïdes normalisés soient aussi affectées, puisque A_{C0} comporte des termes corrélés semblables. On ne poussera cependant pas plus loin l’analyse dans le cadre de cette thèse.

XII.7 Une ébauche de conclusion critique

Ce chapitre nous a permis, à partir de la simulation de champs de densité et de vitesse possédant des propriétés statistiques bien déterminées, de construire des observables synthétiques sous forme de cubes de données PPV, d’où l’on a tiré des cartes de l’intensité intégrée et des deux types de centroïdes de vitesse. Il s’agissait de vérifier, en utilisant ces simulations, les résultats analytiques obtenus aux chapitres X et XI dans le cadre de transitions optiquement minces.

Les résultats obtenus confirment tout d’abord que l’indice spectral β_I de la carte d’intensité intégrée est le même que celui du champ de densité tridimensionnel β_ρ, lorsque la profondeur D du milieu le long de la ligne de visée est au moins de l’ordre de la plus grande échelle transverse considérée. Pour des profondeurs plus faibles, le spectre de puissance de l’émission intégrée montre deux pentes asymptotiques égales respectivement à β_ρ et β_ρ − 1 aux petites et aux grandes échelles, la transition ayant lieu à une fréquence spatiale caractéristique k_D = 1/2D. Cette propriété du spectre de puissance de l’émission intégrée peut être utilisée pour estimer la profondeur des nuages interstellaires et pour déduire les propriétés statistiques tridimensionnelles de milieux optiquement épais.

En ce qui concerne les cartes des centroïdes de vitesse, le résultat analytique du chapitre XI, correspondant à l’ordre non trivial le plus bas en fluctuations de densité, dont l’expression dans l’espace de Fourier revient à écrire l’égalité des trois indices spectraux β_C , β_{C0} et β_v , est vérifié parfaitement lorsque ces fluctuations sont effectivement très faibles (σ_ρ/ρ_0 ≲ 0, 015 pour |v_0|=30 km s^{−1}) mais l’influence de la structure en

164 XII.7: Une ébauche de conclusion critique

k^{−3,0} k^{−3,5}

k^{−4,0} k−4,0 k^{−3,0} k^{−3,5}

k^{−4,0} k−4,0 β_v = 5, 0 β_v = 4, 5 β_v = 3, 5 β_v = 3, 0

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires)

Fig. XII.20 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroïdes non normalisés (losanges) et normalisés (croix) obtenues à partir du cube de densité construit comme une exponentielle de champ brownien fractionnaire et de quatre cubes de vitesse. Les droites en trait plein représentent des lois de puissances dont les formes sont indiquées.

densité dans les cartes des centroïdes non normalisés se fait de plus en plus sentir lorsque l’on sort de ce régime, que la vitesse moyenne v_0 est non nulle et que l’indice du spectre de puissance de la densité est plus faible que celui de la vitesse. Le spectre de puissance des cartes de centroïdes normalisés reste quant à lui représentatif de la structure cinématique. Cependant, quand les fluctuations de densité deviennent trop importantes (σ_ρ/ρ_0 ≳ 1), la fiabilité du centroïde normalisé s’effondre également, dans le cas où β_ρ < β_v, et ce quelle que soit la vitesse moyenne, ce qu’on interprète comme l’effet des termes corrélés apparaissant dans les formes analytiques des fonctions A_C et A_{C0} .

Cette limitation des centroïdes de vitesse, y compris dans leur version normalisée, justifie a posteriori la recherche de nouvelles méthodes d’extraction des statistiques des champs de vitesse interstellaires. L’une d’elles, la méthode d’analyse des tranches en vitesse (VCA) de [Lazarian & Pogosyan, 2000], fait l’objet d’une étude numérique dans le chapitre suivant. �

CHAPITRE XIII

Analyse des tranches en vitesse

XIII.1 Introduction

Comme on vient de le voir, dans le cas de champs de densité présentant de fortes fluctuations, tels qu’on peut en rencontrer dans le milieu interstellaire et dans les simulations de turbulence compressible, les cartes de centroïdes de vitesse donnent une image biaisée de la structure cinématique des écoulements. La normalisation permet de s’affranchir de ce problème dans une certaine mesure, jusqu’à ce que les fluctuations de densité deviennent trop importantes. Dans ce cas de figure, il est nécessaire d’avoir recours à d’autres méthodes d’analyse des données permettant de retrouver le comportement statistique du champ de vitesse tridimensionnel.

Dans cette optique, Lazarian & Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000] ont proposé une méthode, justifiée analytiquement, se fondant sur l’étude des propriétés statistiques des cartes par canaux d’un cube de données PPV. Prenant l’exemple de la variation de l’indice spectral d’une carte d’intensité intégrée avec la profondeur du nuage observé, cette analyse cherche à estimer β_v à partir de la variation de l’indice spectral des cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse. On peut comprendre cette approche en notant que, dans le cas incompressible, les structures apparaissant dans les cartes par canaux reflètent exactement la structure cinématique de l’écoulement. Cette remarque n’est pas anodine, car elle souligne qu’encore une fois, comme dans le cas des cartes de centroïdes de vitesse, c’est la limite de la densité uniforme qui montre la voie à suivre, ce qui invite nécessairement à la prudence quant à l’utilisation de la méthode d’analyse des tranches en vitesse. Pourtant, les travaux de [Lazarian et al., 2001] et [Esquivel et al., 2003] ont analysé des simulations de turbulence magnétohydrodynamique fortement compressibles à l’aide de cette méthode, et en ont semble-t-il confirmé les prédictions. Dans les deux cas, le spectre de puissance des champs de vitesse simulés a été modifié de façon à suivre une loi de puissance exacte, afin d’étendre artificiellement le domaine inertiel. Cette méthode préserve les phases en Fourier et donc l’essentiel de l’information physique, comme on le soulignera au chapitre XVII. D’autre part, un grand nombre de travaux récents sur des observations Hi [Stanimirovic & Lazarian, 2001, Elmegreen et al., 2001, Dickey et al., 2001] sont fondés sur la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000].

L’objectif de ce chapitre, étant donné que nous disposons de simulations d’observations pour lesquelles les champs de densité et de vitesse ont des propriétés statistiques parfaitement connues, est de tester ces prédictions théoriques sur des cubes de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire, dont les deux principaux avantages sont d’une part qu’ils possèdent intrinsèquement des spectres de puissance en loi de puissance et d’autre part qu’ils obéissent à des statistiques gaussiennes, ce qui constitue les hypothèses de départ du modèle de [Lazarian & Pogosyan, 2000].

XIII.2 Épaisseur des tranches en vitesse

XIII.2.a Définition

Les observables considérées dans la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] sont les tranches en vitesse dans le cube de données, qu’on définit comme l’intensité intégrée limitée à un certain domaine en vitesse,

S(X, u, Δu) = � T_b(X, u)du où l’intégrale est prise entre u − Δu 2 et u + Δu 2 . Cette expression est semblable à celle de la carte d’un canal en vitesse dont la bande passante serait une fonction porte de largeur Δu. En pratique, la construction de tranches en vitesse de différentes largeurs se

166 XIII.2: Épaisseur des tranches en vitesse

fait justement en sommant des cartes par canaux. L’hypothèse sous-jacente relative à la bande passante est implicitement admise, comme elle l’a été dans les chapitres X, XI et XII.

La largeur en vitesse Δu peut être comparée à la dispersion des vitesses dans le cube tridimensionnel, ce qui permet une classification des tranches en vitesse, en fonction de l’échelle. En effet, la dispersion des vitesses σ(l) à une échelle l dépend de cette dernière au travers de la relation

σ(l) = σ_v � l L �_{Hv} où H_v est l’exposant de Hurst du champ de vitesse. (71)

Dans cette expression, σ_v est la dispersion des vitesses totale, sur l’ensemble du cube, laquelle est fixée à 3 km s^{−1} dans nos simulations, et L est la plus grande échelle tridimensionnelle.

XIII.2.b Tranches minces et tranches épaisses

Étant donnée cette relation, on dit qu’une tranche en vitesse de largeur Δu est mince à l’échelle l si la dispersion des vitesses σ(l) est plus grande que Δu. Réciproquement, une tranche est dite épaisse à l’échelle l si σ(l) < Δu. Il est clair, d’après l’équation (71), que les tranches en vitesse ont plus de chances d’être minces aux grandes échelles qu’aux petites, puisque l’exposant de Hurst est strictement positif. En fait, la plus petite échelle l_m à laquelle une tranche en vitesse de largeur Δu fixée peut être considérée comme mince est donnée par ce qu’on appellera l’échelle limite du régime mince,

l_m = L � Δu σ_v

�_{1/Hv} à comparer avec les échelles caractéristiques des simulations. (72)

Dans le cas où une tranche en vitesse est mince à toutes les échelles présentes dans les simulations, c’està-dire si l_m est plus petite que l’échelle du pixel l_p, on dira que cette tranche est entièrement mince. Réciproquement, si la tranche considérée est épaisse à l’échelle L, elle le sera à toutes les échelles et on dira qu’elle est entièrement épaisse. Bien entendu, les tranches en vitesse présentent généralement, en fonction de l’échelle, une transition entre les deux régimes.

À partir de là, il est important de vérifier si nos simulations permettent d’explorer les deux régimes possibles. Étant donné que la largeur maximale Δu accessible est par construction plus grande que σ_v , il ne fait pas de doute qu’il existe, dans nos simulations, des tranches entièrement épaisses. L’accès aux tranches entièrement minces est, lui, plus problématique. Pour étudier ce problème, il convient de calculer la dispersion de vitesse σ(l_p) à l’échelle du pixel, qui est donnée par l’équation (71), en notant que les simulations sont de taille 128 × 128 × 128, de sorte que L = 128l_p. Les courbes représentant l’évolution de la dispersion de vitesse avec l’échelle sont présentées sur la figure XIII.1, afin de faciliter la compréhension. Le cas particulier de l’exposant de Hurst nul, correspondant à un indice spectral β_v de la vitesse égal à 3, n’est pas représenté, car dans ce cas la dispersion de vitesse est évidemment constante en fonction de l’échelle et égale à σ_v .

Le régime entièrement mince est accessible à nos simulations à la seule condition que des tranches en vitesse de largeur Δu significative, c’est-à-dire plus grande que la résolution effective δu_e, soient ellesmêmes entièrement minces, ce qui revient à rechercher l’inégalité σ(l_p) > δu_e. Avec les valeurs numériques choisies, soient T = 100 K et δu = 0, 25 km s^{−1}, la résolution effective est égale à 2,16 km s^{−1} (voir le chapitre XII), et est représentée par une ligne en tirets sur la figure XIII.1. On voit que dans tous les cas où H_v n’est pas nul, la dispersion de vitesse à l’échelle du pixel est plus petite que la résolution effective, ce qui signifie qu’il n’existe alors pas de tranches en vitesse entièrement minces. La position de l’échelle limite du régime mince, représentée sur la figure XIII.1 par des pointillés, montre cependant que les tranches en vitesse de largeur comparable à la résolution effective présentent une transition entre les deux régimes. Seul le cas H_v = 0, néanmoins, permet d’accéder à des tranches entièrement minces. L’accès aux tranches en vitesse entièrement minces pour des valeurs non nulles de l’exposant de Hurst demanderait une augmentation de la dispersion de vitesse ou une diminution de la température cinétique. La première solution est nécessaire si l’on souhaite conserver la même résolution effective. Cependant, l’augmentation de σ_v amène une augmentation du nombre de canaux dans le cube de données, la résolution δu étant constante, et donc un bruit dit de shot noise plus important, comme on le verra plus tard.

l_m = 34l_p

l_m = 66l_p l_m = 83l_p

l_m = 92l_p σ(l) (km s^{−1}) σ(l) (km s^{−1}) l/L l/L β_v = 3, 5 β_v = 4, 0

β_v = 4, 5 β_v = 5, 0

Fig. XIII.1 – Courbes représentant la dispersion de vitesse en fonction de l’échelle, suivant la valeur de l’indice spectral β_v de la vitesse, dont on rappelle qu’il est lié à l’exposant de Hurst H_v par β_v = 2H_v + 3 dans le cas tridimensionnel. La résolution effective δu_e est indiquée par les tirets, et la position de l’échelle limite du régime mince l_m par des pointillés. Sa valeur est notée verticalement, en unités de l’échelle d’un pixel l_p.

XIII.3 Étude numérique des tranches en vitesse

XIII.3.a Les prédictions de l’analyse des tranches en vitesse

D’après [Lazarian & Pogosyan, 2000], les tranches en vitesse, qui sont donc des cartes bidimensionnelles puisqu’elles sont intégrées sur la vitesse, possèdent, lorsqu’elles sont entièrement minces, un spectre de puissance dont l’indice β_m est donné par une relation linéaire dépendant uniquement de l’indice spectral de la vitesse,

β_m = 3 +

3 − β_v 2 soit H_m =

1 − H_v 2 en termes d’exposants de Hurst. (73)

De même, les tranches en vitesse entièrement épaisses sont caractérisées par un indice spectral β_e dont l’expression est très similaire à celle de β_m,

β_e = 3 −

3 − β_v 2 soit H_e =

1 + H_v 2 en termes d’exposants de Hurst. (74)

Étant donné que la tranche en vitesse dont la largeur couvre toute l’étendue de la distribution des vitesses n’est autre que l’intensité intégrée, dont on a vu au XII.5 que son indice spectral est égal à celui de la densité, il apparaît que le régime des tranches en vitesse entièrement épaisses est un régime de transition entre le régime entièrement mince et ce qu’on convient d’appeler régime “très épais”, pour lequel une partie importante de l’émission est intégrée, l’indice spectral tendant alors vers celui du champ de densité tridimensionnel β_ρ.

XIII.3.b Spectres de puissance observés

Pour tester les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000], on a calculé les indices spectraux de tranches en vitesse de différentes épaisseurs, extraites des cubes de données simulés au chapitre XII. On rappelle que la température cinétique utilisée est T = 100 K. Les spectres de puissance de certaines de ces tranches sont présentés sur la figure XIII.2. Chaque graphe correspond à un cube de données particulier, caractérisé par l’ensemble des deux indices spectraux β_ρ et β_v et montre, pour ce cube, le spectre de puissance de quatre tranches en vitesse dont les largeurs vont de Δu = 1, 25 km s^{−1} à Δu = 10 km s^{−1}. Dans chaque cas, les droites représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] pour les régimes mince et épais décrits respectivement par les équations (73) et (74), et le petit trait vertical indique l’échelle de transition l_m donnée par (72). La tranche en vitesse considérée est alors mince aux échelles situées à gauche de cette marque^1, et épaisse aux échelles situées à droite. Les spectres de puissance montrés sur la figure XIII.2 sont en relativement bon accord avec les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]. On observe des spectres de puissance courbés, avec une rupture de pente aux alentours de l_m. Cependant, la faible plage d’échelles sur laquelle les tranches en vitesse sont minces rend la comparaison avec les prédictions difficile. De plus, les spectres de puissance des tranches en vitesse pour β_v plus grand que 4,5 s’éloignent de la prédiction de [Lazarian & Pogosyan, 2000] aux petites échelles, car ces tranches passent dans le régime très épais à ces échelles. Ce comportement est en effet corrélé à la valeur de β_ρ, et ce d’autant plus que β_ρ diffère plus fortement de β_v . Une autre particularité de la figure XIII.2 est l’augmentation de la puissance aux petites échelles pour β_v = 3, due au shot noise.

XIII.3.c Effet de shot noise dû à la taille finie

Le calcul des cubes de données à partir de champs tridimensionnels de taille finie amène une augmentation artificielle des fluctuations à haute fréquence dans les cartes par canaux [Lazarian et al., 2001, Brunt & Heyer, 2002, Esquivel et al., 2003]. En effet, comme remarqué par [Esquivel et al., 2003], la taille limitée des lignes de visée simulées introduit des variations brusques de l’émission d’un canal à l’autre, et implique l’existence de canaux presque vides. Cet effet est d’autant plus important que la résolution spectrale effective est meilleure, c’est-à-dire que δu_e est plus petit. L’aplatissement à haute fréquence, caractéristique du bruit que représentent ces fluctuations de l’émission, est clairement visible sur les spectres de puissance des tranches en vitesse dans le cas β_v = 3 (figure XIII.2). Comme attendu, l’amplitude de cette composante à haute fréquence augmente quand la taille des champs tridimensionnels diminue. Cet effet, qu’on ne montre pas ici mais qui a été vérifié, affecte de manière importante les spectres de puissance des canaux simulés.

Une solution pour réduire les effets du shot noise est d’appliquer un lissage gaussien aux spectres simulés, ce qui revient à augmenter l’élargissement thermique. Mais un tel lissage augmente également la valeur de δu_e, ce qui réduit nécessairement le domaine d’échelles minces accessibles. Un exemple de l’effet de la température cinétique sur l’analyse des tranches en vitesse est montré sur la figure XIII.3, où sont représentés les spectres de puissance de tranches en vitesse d’épaisseur Δu égale à la résolution effective δu_e, pour des cubes de données correspondant d’une part à β_ρ = 4 et β_v = 3, d’autre part à β_ρ = 3 et β_v = 4, 5, calculés à différentes températures entre T = 1 K et T = 200 K. Le cas β_v = 3 est particulièrement intéressant car les tranches en vitesse sont minces à toutes les échelles dès lors que Δu � σ_v , ce qui est le cas ici puisque δu_e ≃ σ_v pour la plus haute température considérée T = 200 K. Ceci permet d’étudier séparément les effets de lissage gaussien sur la réduction du shot noise et sur la minceur des tranches en vitesse. Sur la figure XIII.3, le panneau de gauche montre que le lissage gaussien réduit significativement le shot noise. En effet, l’augmentation de la température cinétique provoque un affaiblissement de la composante haute fréquence associée au bruit, et donc un raidissement du spectre de puissance. Il semble cependant que même à la température la plus élevée, T = 200 K, le shot noise ne soit pas complètement nettoyé. À plus haute température, la condition de minceur des tranches en vitesses^2 δu_e � σ_v ne serait de son côté plus remplie. Le panneau de droite illustre quant à lui l’effet du lissage gaussien à la fois sur le shot noise et sur l’épaisseur de la tranche en vitesse. À basse température (T =1 K), la tranche est mince à presque toutes les échelles, mais on voit clairement l’effet du shot noise sur les composantes à haute fréquence spatiale. Lorsque la température augmente, l’amplitude du shot noise et la plage d’échelles pour

1Quand celle-ci est absente, c’est que les tranches en vitesse sont entièrement épaisses.

2On est ici dans le régime entièrement mince, car avec β_v = 3, la dispersion de vitesse est indépendante de l’échelle.

β_v = 3, 0 β_v = 3, 5 β_v = 4, 0 β_v = 4, 5 β_v = 5, 0 β_ρ = 5, 0 β_ρ = 4, 5 β_ρ = 4, 0 β_ρ = 3, 5 β_ρ = 3, 0

Fig. XIII.2 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, de tranches en vitesse extraites de chacun des 25 cubes de données construits à partir de champs de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire. Sur chaque figure, les points représentent les spectres de puissance de quatre tranches en vitesse d’épaisseurs respectives Δu = 1, 25 km s^{−1}, Δu = 1, 75 km s^{−1}, Δu = 2, 25 km s^{−1} et Δu = 10 km s^{−1} (de bas en haut). Les droites correspondent aux prédictions de l’analyse des tranches en vitesse, ajustées de manière à se croiser à l’échelle de transition l_m, repérée par un trait vertical.

lesquelles la tranche en vitesse est mince décroissent toutes les deux, comme on s’y attendait. À haute température, le shot noise est complètement nettoyé mais la tranche en vitesse est entièrement épaisse. On comprend donc que l’utilisation d’un lissage gaussien impose nécessairement un compromis entre la réduction du shot noise et la minceur des tranches en vitesse. En ce qui concerne nos simulations, les spectres de puissance de la figure XIII.2 montrent que le shot noise est significatif seulement pour β_v = 3, ce qui indique que les paramètres choisis, à savoir σ_v , T et δu, forment un bon compromis, pour la plupart des valeurs de l’indice spectral de la vitesse β_v, entre la réduction du shot noise et l’accessibilité du régime mince des tranches en vitesse.

XIII.3.d Analyse des résultats obtenus

La méthode d’analyse des tranches en vitesse proposée par [Lazarian & Pogosyan, 2000] pour déterminer les indices spectraux β_ρ et β_v consiste à étudier l’indice spectral β_s des tranches en vitesse en fonction de l’épaisseur Δu de celles-ci. D’après les prédictions analytiques, la courbe de β_s en fonction de Δu doit avoir deux limites aux petites valeurs et aux grandes valeurs de Δu, correspondant respectivement aux régimes entièrement mince et très épais, et permettant de déterminer β_ρ et β_v .

Nous avons fait cette analyse des tranches en vitesse sur nos simulations, et les résultats sont présentés sur la figure XIII.4, qui montre les variations de l’indice β_s, déterminé par un ajustement du spectre de puissance, moyenné azimutalement, sur l’ensemble des nombres d’onde k, en fonction de l’épaisseur en vitesse Δu. Les courbes, une pour chaque combinaison (β_ρ, β_v) des indices spectraux des champs tridimensionnels, sont

k (pixel^{−1})

P(k) (unités arbitraires) k (pixel^{−1})

T = 1 K

T = 10 K

T = 100 K

T = 200 K

T = 1 K

T = 10 K

T = 100 K

T = 200 K β_ρ = 4, β_v = 3 β_ρ = 3, β_v = 4, 5

Fig. XIII.3 – Spectres de puissance, moyennés azimutalement, de tranches en vitesse de largeur Δu = δu_e pour quatre températures cinétiques. La figure de gauche correspond au cas β_ρ = 4 et β_v = 3, la figure de droite au cas β_ρ = 3 et β_v = 4, 5. Les droites représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] dans les régimes d’échelles minces et épaisses, la transition étant marquée par le trait vertical.

regroupées par valeur de β_v . On distingue bien entendu le régime entièrement mince, pour lequel la tranche en vitesse est mince à toutes les échelles, soit Δu � σ(l_p), le régime entièrement épais, déterminé par la relation Δu � σ_v , et le régime très épais, caractérisé par l’égalité β_s = β_ρ, qu’on observe typiquement pour Δu � 20 km s^{−1}. On indique également le régime transitoire pour lequel la tranche en vitesse est mince aux grandes échelles et épaisse aux petites échelles. Les tirets marquent quant à eux la position de la résolution spectrale effective δu_e de nos simulations. Le plateau observé à gauche de cette dernière séparation reflète le fait que les structures en vitesse plus petites que la résolution effective ne peuvent pas être résolues.

Dans la limite des grandes épaisseurs en vitesse, on retrouve le fait que les indices spectraux des tranches en vitesse convergent vers la valeur de β_ρ. Inversement, aux petites épaisseurs en vitesse, on voit qu’en accord avec [Lazarian & Pogosyan, 2000], le spectre de puissance des tranches en vitesses devient indépendant du champ de densité, sauf dans les cas où β_v � 4, 5, comme expliqué au paragraphe suivant. La forte corrélation entre le champ de vitesse tridimensionnel et les cartes par canaux était déjà visible sur la figure XII.5, où l’on voit notamment que la structure des cartes par canaux est dominée par le champ de vitesse puisqu’elle varie très peu avec l’indice spectral du champ de densité.

Sur la figure XIII.4, on remarque que les courbes correspondant à β_v = 3 décroissent aux petites épaisseurs en vitesse Δu, jusqu’à une valeur de 1,8 environ. Puisque l’indice spectral β_s est calculé sur l’ensemble des valeurs de k, cet effet peut être entièrement attribué au shot noise, dont l’amplitude est importante dans ce cas, comme on le voit sur la figure XIII.3. Pour β_v = 3, 5, l’effet du shot noise est réduit, et dans ce cas, les courbes sont en relativement bon accord avec les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]. Il existe un plateau significatif dans le régime épais, à une valeur proche de la valeur prédite β_e, donnée par l’équation (74). De plus, la transition marquée par Δu = δu_e n’est pas très éloignée du régime des tranches en vitesse entièrement minces, et il est donc cohérent de trouver, pour une tranche de cette épaisseur en vitesse, un indice spectral β_s proche de la valeur prédite β_m. Pour les valeurs plus grandes de β_v, l’accord avec [Lazarian & Pogosyan, 2000] n’est pas clair. Dans les trois cas restants, en effet, on peut sans problème négliger le shot noise du fait du lissage gaussien, mais on est en revanche très loin d’avoir des tranches en vitesse entièrement minces, ce qui ne permet pas de tester les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] dans le régime mince. D’autre part, on observe un semblant de plateau au sein du régime épais, en tous cas pour β_v = 4 et β_v = 4, 5, mais pas à la valeur β_e prédite. Ceci est dû au fait que les plus petites échelles deviennent en fait très épaisses. C’est également pour cette dernière raison que, dans les cas β_v = 4, 5 et β_v = 5, les courbes dépendent de β_ρ et ne convergent pas toutes vers la même valeur aux petites largeurs en vitesse.

CHAPITRE XIII. ANALYSE DES TRANCHES EN VITESSE 171

Δu (km s^{−1})

Δu (km s^{−1}) β_s β_s β_s β_v = 5, 0 β_v = 4, 0 β_v = 3, 0

β_v = 4, 5 β_v = 3, 5

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

(M) (E) (E)

(E) (E)

(E)

(TE) (TE)

(TE) (TE)

(TE)

(M) (T)

(M) (T) (T)

(T)

Fig. XIII.4 – Indice spectral β_s des tranches en vitesse extraites des différents cubes de données, en fonction de la largeur Δu. Les courbes sont regroupées en fonction de l’indice spectral β_v, indiqué en bas à droite de chaque figure. Les zones grisées indiquent les domaines correspondant aux régimes mince (M), de transition (T), épais (E) et très épais (TE). Les tirets verticaux indiquent la résolution en vitesse effective, et les pointillés horizontaux représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] dans les régimes mince et épais, respectivement β_s = β_m et β_s = β_e. Chaque courbe correspond à une valeur de β_ρ, indiquée en regard.

172 XIII.4: Discussion et conclusions

XIII.4 Discussion et conclusions

Du fait du lissage gaussien utilisé, l’effet du shot noise sur nos simulations est relativement limité, à part dans le cas extrême β_v = 3. Cependant, ceci se fait au prix d’un rétrécissement du régime mince accessible, car on a vu que précisément seul le cas β_v = 3 permettait d’observer des tranches en vitesse entièrement minces significatives, c’est-à-dire telles que Δu � δu_e.

Dans ces conditions, l’interprétation des courbes montrant l’évolution de l’indice spectral β_s des tranches en vitesse en fonction de la largeur Δu de celles-ci (figure XIII.4) est particulièrement ambiguë, ce qui rend la détermination de l’indice spectral du champ de vitesse très difficile par le biais du régime mince. D’un autre côté, le spectre de puissance de tranches en vitesse entièrement épaisses peut en fait dépendre de β_ρ, ce qui rend également difficile la déduction de β_v à partir de l’indice spectral de ces tranches suivant l’équation (74). Il s’avère donc qu’en raison de ces différentes limitations, il est prématuré de conclure que la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut effectivement être utilisée pour déterminer les propriétés statistiques du champ de vitesse tridimensionnel.

Ce qu’on peut toutefois remarquer, c’est qu’une limite pratique de la méthode de Lazarian et Pogosyan est qu’elle requiert de savoir si oui ou non le régime entièrement mince est atteint, pour une observation donnée. Si un plateau asymptotique significatif est trouvé aux petites épaisseurs Δu sur les courbes de β_s en fonction de Δu, on pourrait penser que c’est le cas. Mais malheureusement, comme on le voit sur la figure XIII.4, un tel plateau peut être observé également dans le régime épais, et amener une estimation fausse de β_v. De plus, le seul moyen d’estimer la position de l’échelle de transition l_m entre les deux régimes pour une tranche donnée passe par l’équation (72), qui nécessite justement la connaissance de β_v. Par suite, il n’y a pas de moyen indépendant de déterminer si le régime des tranches entièrement minces est effectivement atteint. Ceci étant dit, la détermination de β_v dans le petit nuage de Magellan (SMC) par [Stanimirovic & Lazarian, 2001], faite en utilisant la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut être mise en doute, car leurs observations ne semblent pas leur permettre d’atteindre le régime asymptotique mince.

À ce sujet, il est important d’estimer dans quelles conditions la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut être utilisée sur des observations réelles, pour un nuage Hi à haute latitude, par exemple. On a montré que la plus petite épaisseur en vitesse pertinente pour cette analyse est Δu = δu_e ≃ √ 8 ln 2 σ_{th}, en considèrant ici que la résolution spectrale effective est dominée par l’élargissement thermique, ce qui est clairement le cas à T = 100 K. Pour estimer β_v en utilisant la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000], on doit pouvoir observer un plateau aux petites largeurs en vitesse dans la courbe de β_s en fonction de Δu, ce qui nécessite des tranches en vitesse entièrement minces sur une plage relativement importante de largeurs Δu, disons pour δu_e � Δu � 2 δu_e. On se souvient qu’une tranche en vitesse de largeur donnée Δu est mince aux échelles l � l_m où l’échelle limite l_m est fournie par l’équation (72). Donc, pour évaluer sur quelles échelles la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut être utilisée pour déduire β_v, il faut estimer cette échelle limite l_m pour une tranche en vitesse d’épaisseur Δu = 2 δu_e. Comme montré par [Miville-Deschênes et al., 2003a], le spectre d’énergie du Hi est compatible avec la cascade d’énergie de Kolmogorov [Kolmogorov, 1941], selon laquelle la dispersion de vitesse en fonction de l’échelle est de la forme σ(l) = A l^{1/3}. Le facteur de normalisation A peut être estimé à partir d’observations du Hi à haute latitude, comme dans [Joncas et al., 1992], où la dispersion de vitesse interne à une échelle de 1 pc est de l’ordre de 4 km s^{−1}. Dans ces conditions, l’échelle limite du régime mince pour une tranche d’épaisseur Δu = 2 δu_e est donnée par

σ(l_m) = 2δu_e = 2 √ 8 ln 2 σ_{th} et donc l_m 1 pc

≃ 1, 223.10^{−3} � T 1 K �_{3/2} � m 1 u.m.a.

�_{−3/2}

Si l’on considère le gaz du milieu neutre froid (CNM) à T = 100 K, la plus petite échelle mince l_m pour un nuage à une distance de 100 pc est alors environ égale à 42^′, et est donc notablement supérieure à la résolution angulaire à 21 cm du radio interféromètre du Dominion Radio Astrophysical Observatory (DRAO), qui est de l’ordre de la minute d’arc. De plus, si l’on considère la présence de gaz Hi plus chaud (Warm Neutral Medium) dont la température est comprise entre T = 5000 K et T = 8000 K, ou celle de gaz thermiquement instable à T ∼ 1000 K, l’élargissement thermique plus important augmente la valeur de l’échelle limite et rend la détermination de β_v à partir de la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] possible uniquement sur des échelles plus grandes que quelques degrés, du moins pour le Hi du voisinage solaire.

En conclusion, on voit qu’en raison de la résolution limitée de nos simulations, nous ne sommes pas en mesure de confirmer les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000], mais nous pouvons d’ores et déjà affirmer que la méthode d’analyse des tranches en vitesse, en tant qu’outil permettant de remonter aux propriétés statistiques du champ de vitesse tridimensionnel, est dans la pratique difficilement applicable aux observations réelles. Il semble, malgré les défauts remarqués au chapitre XII, que la méthode fondée sur les centroïdes de vitesse soit mieux adaptée à la détermination du spectre de puissance de la vitesse, en particulier parce qu’elle ne dépend pas de la température du gaz, et qu’elle permet la détermination des statistiques de la vitesse jusqu’à des échelles comparables à la résolution angulaire des observations, tant que les fluctuations de densité restent faibles. �

174 XIII.4: Discussion et conclusions

QUATRIÈME PARTIE Filtrage interférométrique des structures

Elliot : How do you explain school to a higher intelligence ? “E.T. the extraterrestrial” (Steven Spielberg)

CHAPITRE XIV

L’interférométrie en radioastronomie

XIV.1 La course à la résolution angulaire

L’existence d’un rayonnement radio en provenance de sources astronomiques, c’est-à-dire à des longueurs d’onde supérieures à 1 mm environ, correspondant à des fréquences inférieures à 300 GHz, est connue depuis les travaux pionniers de Jansky en 1933 [Jansky, 1933] et de Reber en 1940 [Reber, 1940]. On dispose, depuis cette époque et le développement du radar lors de la seconde guerre mondiale, d’antennes permettant de détecter ce rayonnement radio cosmique afin d’en tirer des informations quant à la structure des sources astrophysiques. De manière générale, ces antennes - ou radiotéléscopes - sont destinées à collecter le rayonnement provenant d’une direction donnée du ciel, une chaîne de réception en aval permettant la transformation du signal électromagnétique en signal électrique, puis l’amplification et le traitement de ce dernier à des fins d’analyse.

Cependant, dans le cas d’une antenne unique, la résolution angulaire - caractérisée par le rapport de la longueur d’onde λ du rayonnement au diamètre d de l’ouverture - est bien souvent insuffisante pour l’étude correcte des sources. En effet, dans les conditions optimales, une antenne de 100 m de diamètre, telle que celle d’Effelsberg, utilisée à 5 mm de longueur d’onde, offre une résolution angulaire maximale de l’ordre de 13 secondes d’arc, alors que la limite de diffraction des plus grands téléscopes optiques (d ∼ 10 m) est de l’ordre du centième de seconde d’arc. Même en tenant compte de la turbulence atmosphérique dont l’effet de perturbation sur la forme du front d’onde est beaucoup plus marqué en optique qu’en radio, et sans système actif de correction de la forme des miroirs, la résolution angulaire des téléscopes optiques est couramment meilleure qu’une seconde d’arc.

Or, l’obtention de grandes résolutions angulaires dans le domaine radio est essentielle à plus d’un titre. Il s’agit d’une part de permettre l’identification des radiosources avec des objets déjà connus dans d’autres domaines de longueurs d’onde, et mieux encore, d’établir des cartes de sources étendues pour pouvoir comparer, avec une même résolution, les distributions spatiales de l’émission dans les différentes parties du spectre électromagnétique, afin d’affiner la compréhension des phénomènes physiques dont ces objets sont le siège. D’autre part, l’amélioration de la résolution angulaire doit permettre l’établissement de systèmes de référence astrométriques de plus en plus précis. Actuellement, les observations de quasars lointains en radio permettent, grâce aux techniques d’interférométrie à très longue base, d’obtenir des résolutions allant jusqu’à 10^{−4} seconde d’arc, soit un ordre de grandeur de mieux que les observations en optique du satellite astrométrique Hipparcos^1.

Ce renversement de la hiérarchie des résolutions angulaires accessibles aux domaines optique et radio témoigne de l’essor exceptionnel de l’interférométrie radioastronomique. C’est en associant plusieurs antennes au sein d’un réseau appelé interféromètre, et en corrélant les signaux reçus par chacune de ces antennes, qu’on peut atteindre ces résolutions angulaires, comme on le verra dans la suite. La rapidité avec laquelle ces techniques se sont développées dans le domaine radio, par rapport aux domaines infrarouge et visible, est due en particulier à la facilité avec laquelle les signaux radio peuvent être traités électroniquement, ainsi qu’à l’effet moindre des turbulences atmosphériques sur le rayonnement de grande longueur d’onde.

XIV.2 Un bref historique

Le développement d’interféromètres radio remonte aux premières années suivant la seconde guerre mondiale. En 1946, Ryle et Vonberg [Ryle & Vonberg, 1946] construisirent un équivalent de l’interféromètre de Michelson à l’aide de deux antennes fonctionnant à 175 MHz. Parallèlement, des interféromètres pla-

1Remarquons qu’en ce qui concerne l’astrométrie interférométrique, c’est plus la précision sur la phase que la résolution angulaire qui joue.

178 XIV.2: Un bref historique

cés le long des côtes et utilisant la réflexion des rayons lumineux à la surface de la mer ont permis d’enregistrer des premiers résultats scientifiques notables, comme la découverte de la radiosource Cygnus A [Hey et al., 1946]. D’autres sources importantes furent ensuite observées à l’aide d’interféromètres à deux éléments, puis identifiées à des galaxies ou à des restes de supernovæ. À cette époque, la stabilité des chaînes de réception ne permettait cependant généralement pas de remonter aux distributions spatiales de brillance des sources, ce qui est théoriquement faisable, comme on le verra dans la suite. Les observateurs modélisaient alors ces sources par des distributions symétriques, en déduisant la largeur angulaire de l’objet à un niveau de brillance donné à partir des variations d’amplitude des franges d’interférence avec l’espacement des antennes, sans utiliser l’information de phase.

XIV.2.a Diverses méthodes de corrélation

La manière dont les signaux sont corrélés a évolué au cours du temps. Aux débuts de l’interférométrie radio, la technique de corrélation était une simple copie du phénomène d’interférences déjà bien connu en optique, puisque les signaux étaient simplement additionnés puis transmis à un détecteur quadratique, le signal final étant donc de la forme u^2_1 + u^2 + 2u_1u_2, où u_1 et u_2 sont les signaux en sortie des antennes. Les variations de gain des amplificateurs placés au niveau de celles-ci, qui représentent par ailleurs des sources de bruit potentiellement importantes, pouvaient alors complètement noyer l’information contenue dans le terme croisé. La mise en œuvre, à partir des années 1950, de la technique du phase switching, consistant à déphaser régulièrement l’un des deux signaux de π avant de l’additionner à l’autre signal, puis à prendre la différence entre les signaux (u_1 − u_2)^2 et (u_1 + u_2)^2 obtenus, ne laissant subsister que le terme croisé, a permis de s’affranchir de ce problème, car les bruits des amplificateurs sont non corrélés. En définitive, on est passé d’interféromètres additifs à des interféromètres multiplicatifs. Aujourd’hui, les corrélateurs permettant de faire le produit des signaux u_1 et u_2 sont essentiellement numériques, à l’exception du mélange avec le signal de l’oscillateur local, dont on parlera plus loin.

XIV.2.b Réseaux d’antennes et synthèse d’ouverture

La fin des années 1950 et le début de la décennie suivante ont vu le développement de réseaux d’antennes dédiés à la détermination précise des positions angulaires de radiosources, en particulier l’interféromètre développé par Mills, dont les éléments étaient répartis le long des deux bras d’une croix, et l’interféromètre de Cambridge, constitué de quatre antennes placées aux coins d’un rectangle, et qui fut notamment utilisé pour établir le catalogue 3C.

C’est au tournant des années 1970 que l’intérêt a commencé à se porter plus franchement sur la structure détaillée des sources de rayonnement radio. La nécessité de disposer d’une résolution suffisante pour cartographier ces objets imposa d’abord de travailler à des longueurs d’onde centimétriques et de construire des instruments permettant de faire varier les positions relatives des antennes le plus librement possible dans le plan, tels que l’interféromètre d’Owens valley. Mais c’est en utilisant la rotation terrestre comme moyen de faire varier la ligne de base entre deux antennes qu’il a véritablement été possible, pour la première fois, de cartographier des radiosources avec une grande résolution [Ryle et al., 1965]. Cette méthode de synthèse d’ouverture était connue depuis plusieurs années, mais le succès des cartographies de Cygnus A et Cassiopeia A en démontra brillamment le potentiel, amenant les instruments existants à s’y adapter, et incitant les organismes de recherche à construire de nouveaux grands réseaux d’antennes la mettant à profit. C’est ainsi que virent le jour, notamment, l’interféromètre de Westerbork et le VLA, ainsi que, dans le domaine millimétrique, l’interféromètre du plateau de Bure.

XIV.2.c L’interférométrie VLBI

L’obtention de résolutions angulaires encore meilleures a alors requis le développement des techniques d’interférométrie à très longue base (VLBI), dont le principe consiste à séparer la réception des signaux de leur corrélation : on enregistre les signaux au niveau de chaque antenne sur un système de sauvegarde adapté, et les données sont corrélées ultérieurement. Simple en soi, cette méthode nécessite un certain nombre de prouesses techniques, notamment au niveau de la bande passante utilisable - les premiers essais étaient limités à 2 kHz, en raison de la fréquence intermédiaire très basse imposée par le système d’enregistrement - et de la précision des oscillateurs locaux. En contrepartie, elle permet d’utiliser des lignes de base longues de plusieurs milliers de kilomètres, permettant des résolutions meilleures que la milliseconde d’arc. La combinaison de plus de deux instruments en interférométrie VLBI, à partir du milieu des années 1970, a permis la cartographie de sources éloignées, et la découverte de vitesses apparemment supraluminiques dans les quasars [Pearson et al., 1981]. C’est également grâce aux techniques VLBI que des progrès essentiels en astrométrie et en géodésie ont été accomplis.

XIV.3 Antennes radioastronomiques

XIV.3.a Propagation d’un signal radioastronomique

Nous allons aborder maintenant les diverses étapes de l’observation radiointerférométrique, de façon à établir la relation qui existe entre la distribution de brillance dans le plan du ciel et les données instrumentales accessibles à l’observateur.

Considérons un phénomène physique en un point x_0 d’une source astronomique, donnant naissance à un champ électrique variable E(x_0, t). De manière générale, les variations de ce champ sont aléatoires, à la fois en termes d’amplitude, de phase et de polarisation. L’application des équations de Maxwell montre alors qu’une onde électromagnétique se propage dans l’espace, et peut ainsi être observée à la position x par un instrument approprié, soit une antenne dans le domaine des radiofréquences. La propagation du champ électromagnétique s’interprète à l’aide du principe de Huygens-Fresnel, qu’on peut résumer ainsi [Born & Wolf, 1959] : L’onde électromagnétique se propage de proche en proche, chaque élément de surface (réel ou virtuel) atteint par une vibration du champ électromagnétique se comportant comme une source secondaire d’ondelettes sphériques dont l’amplitude est proportionnelle à la taille de l’élément de surface considéré. La vibration du champ électromagnétique en un point quelconque est alors la somme vectorielle - l’interférence - des vibrations produites par toutes les sources secondaires. Le champ électrique E au voisinage de l’antenne est également dépendant du temps et de la position considérée. Cependant, la linéarité des équations de Maxwell autorise à le décrire comme une superposition de composantes monochromatiques, à l’aide d’une transformée de Fourier inverse,

E(x, t) = � E_ν (x) exp (2iπνt)dν,

et on peut ainsi se contenter d’étudier le cas d’une onde électromagnétique monochromatique, de fréquence ν. D’autre part, on peut faire l’hypothèse simplificatrice que le champ électrique possède une polarisation linéaire fixe, adaptée à la chaîne de réception en aval de l’antenne, de sorte qu’on peut ne considérer que la grandeur scalaire E_ν correspondant à la projection du vecteur E_ν sur un vecteur unitaire fixe caractérisant la polarisation du champ. Enfin, la distance entre la source et l’antenne étant grande devant la taille de cette dernière, il est tout à fait raisonnable de supposer que l’onde arrivant au niveau de l’ouverture de l’antenne est plane, si l’on suppose pour simplifier qu’il n’y a pas de perturbation du front d’onde éventuellement due aux milieux traversés par le rayonnement, en particulier l’atmosphère terrestre.

XIV.3.b Réception du signal

Concrètement, le champ électrique incident sur un élément de surface de l’antenne y crée un courant variable, lequel est à l’origine d’un champ électrique additionnel. La superposition des deux champs peut alors s’interpréter comme une réflexion du champ électrique sur l’antenne. Ainsi les propriétés des antennes radioastronomiques peuvent parfaitement se comprendre à partir des lois de l’optique et on peut également voir les antennes comme des instruments modifiant la phase du champ électrique incident de manière à concentrer les rayons sur un point focal. En particulier, les antennes de type paraboloïde de révolution sont théoriquement stigmatiques lorsque la source est à l’infini^2. De même, comme en optique, la taille finie des antennes se traduit par un phénomène de diffraction autour de l’image géométrique de la source. Afin de comprendre quelle est la quantité mesurée par une antenne, intéressons nous donc d’abord au cas d’une source ponctuelle monochromatique située à l’infini sur l’axe de pointage de l’antenne, comme sur la figure XIV.1. Schématiquement, l’antenne se comporte comme la combinaison d’un diaphragme et d’une lentille formant l’image de la source sur le plan focal.

2Comme on l’a dit, c’est le cas des objets astronomiques, avec une excellente approximation.

180 XIV.3: Antennes radioastronomiques

r

q r

q

Lentille

Diaphragme

Réflecteur

Plan focal

Plan focal

F θ θ

Fig. XIV.1 – Formation d’une image par un radiotéléscope. Le front d’onde plane arrive perpendiculairement à la ligne de visée et est concentré au foyer du réflecteur (à gauche). La situation est formellement identique à celle de la formation de l’image d’un objet à l’infini par une lentille convergente (à droite).

On est alors dans les conditions de l’approximation de Fraunhofer du phénomène de diffraction. Si l’on note E^0_ν (r) le champ électrique dans un plan perpendiculaire aux rayons situé juste en amont du système optique, et si l’on note g_ν (r) la fonction de transfert de ce système, définie par le rapport du champ électrique en aval à celui en amont, alors le champ électrique E_ν (q) dans le plan focal de l’instrument est donné par une relation de transformée de Fourier,

E_ν (q) = νe^{ikF} icF � g_ν (r)E^0_ν (r) exp (−2iπq.r)dr, (75)

où F est la distance focale de l’instrument, k = (2πν)/c et q repère la position d’un point dans le plan focal en termes de fréquences spatiales, et peut être relié aux angles d’inclinaison θ_x et θ_y de la direction de diffraction sur l’axe optique,

q = q_xe_x + q_ye_y = ν c sin (θ_x)e_x + ν c sin (θ_y)e_y.

Puisque la source est ponctuelle, monochromatique, et située à l’infini sur l’axe optique, le champ E^0_ν (r) dans le plan juste en amont de l’ouverture est évidemment uniforme, égal à une constante E^0_ν , de sorte que l’équation (75) devient

E_ν (q) = νe^{ikF} icF E^0_ν � g_ν (r) exp (−2iπq.r)dr = E^0_ν ^g_ν (q).

Le traitement du signal en aval de l’antenne nécessite alors un couplage au niveau du plan focal, de façon à faire entrer le champ électrique E_ν dans un guide d’onde menant au mélangeur. Ce couplage complexe se fait à l’aide d’un cornet permettant une adaptation d’impédance entre l’espace libre et le guide, de sorte que les pertes d’énergie par réflexion soient limitées. De plus, il faut noter qu’on récupère uniquement le champ au centre du plan focal, de sorte que le signal obtenu pour une source située dans la direction de pointage est simplement U_ν (0) = E^0_ν ^g_ν (0) = E^0_ν B_ν (0), où l’on a introduit B_ν (q) = ^g_ν (−q), qui représente la réponse impulsionnelle de l’instrument en termes d’amplitude du champ électrique, ou voltage reception pattern [Thompson et al., 1991], à ne pas confondre avec le power pattern ou lobe primaire P_ν (q) qui est égal à |B_ν (q)|^2. Typiquement, B_ν (q) présente un pic central important pour q = 0 et des pics secondaires positifs et négatifs, qu’on peut atténuer en modifiant la fonction de transmission^3. La largeur du pic central,

3Cette modification se fait en réalité plus loin dans la chaîne, grâce à des corrugations sur la surface interne du cornet au niveau de l’entrée du récepteur.

ou lobe principal, donne la résolution angulaire de l’antenne unique. En effet, si l’on considère maintenant une source également monochromatique et ponctuelle mais située hors de l’axe optique, la distribution du champ électrique au niveau du plan focal est

E_ν (q) = νe^{ikF} icF � g_ν (r)E^0_ν e^{iϕ0 (r)} exp (−2iπq.r)dr = νe^{ikF} icF � � g_ν (r)E^0_ν exp [−2iπ(q − q_0).r]dr,

où ϕ_0(r) = 2πq_0.r est la phase du champ électrique en r au niveau de l’ouverture, par rapport à la phase au point central r = 0, le vecteur q_0 correspondant, dans le plan de Fourier, à la direction de la source par rapport à la direction de pointage. Ainsi, dans le cas considéré, E_ν (q) = E^0_ν ^g_ν (q − q_0), ce qui traduit le déplacement de la réponse impulsionnelle dans le plan focal, et le signal reçu finalement en sortie est U_ν (q_0) = E^0_ν B_ν (q_0) et c’est donc bien la taille du lobe central de B_ν qui donne la résolution angulaire de l’instrument.

XIV.3.c Conversion de fréquence

Le traitement des signaux en sortie des antennes comprend de nombreuses étapes, notamment d’amplification, de transport, de retard, de filtrage et bien sûr de corrélation. La plupart de ces manipulations du signal sont techniquement difficiles aux fréquences d’origine, qui peuvent atteindre plusieurs centaines de GHz. Il est donc classique d’abaisser la fréquence ν du signal astronomique à l’aide d’un oscillateur local et d’un mélangeur, de la manière suivante. À la sortie de l’antenne, on dispose d’une tension alternative U_ν (t), de fréquence ν et dont l’amplitude est proportionnelle au champ électrique. Cette tension est ensuite mélangée au signal U_0(t) issu d’un oscillateur local (LO),

U_ν (t) = αE^0_ν cos (2πνt + ϕ) et U_0(t) = A cos (2πν_0t + ϕ_0).

Ce mélange se fait en appliquant la superposition des deux tensions à un dipôle non-linéaire (de type diode) dont la caractéristique courant-tension est exprimable sous forme d’une série, d’où [Guilloteau, 2000] I = � p⩾0 a_p(U_ν + U_0)^p = � i,j⩾0

b_{ij} U^i_ν U^j_0 = � i,j⩾0

b_{ij} (αE^0_ν )^iA^j [cos (2πνt + ϕ)]^i[cos (2πν_0t + ϕ_0)]^j .

La relation fondamentale 2 cos (a) cos (b) = cos (a + b) + cos (a − b) montre que l’intensité aux bornes du dipôle possède un spectre discret, où seules sont présentes les fréquences de la forme |pν + qν_0| avec p et q entiers relatifs. En sortie du mélangeur, on insère un filtre de fréquence centrale ν_c et de bande passante Δν permettant de sélectionner uniquement la composante de fréquence |ν − ν_0|, soit

ν_c − Δν 2 � |ν − ν_0| � ν_c + Δν 2 . Le signal en sortie du filtre est alors, suivant les positions relatives de ν et de ν_0,

I ∝ E^0_ν A cos [2π(ν − ν_0)t + ϕ − ϕ_0] si ν � ν_0 ou I ∝ E^0_ν A cos [2π(ν_0 − ν)t + ϕ_0 − ϕ] si ν � ν_0.

La fréquence ν^′ = |ν − ν_0| est appelée fréquence intermédiaire (intermediate frequency). En conclusion, le filtre laisse passer les composantes du signal radioastronomique dont les fréquences se trouvent dans deux bandes de part et d’autre de la fréquence de l’oscillateur local, appelées Upper Side Band (USB) et Lower Side Band (LSB), respectivement, comme indiqué sur la figure XIV.2. Remarquons que la phase à t = 0 est différente dans chaque cas. Sans autre filtrage ou information complémentaire sur le spectre de la source, il est donc a priori impossible de déterminer à quelle bande de fréquence appartient un signal particulier en sortie du récepteur, et on a affaire à une réception de type Double Side Band (DSB). Certains récepteurs, cependant, permettent de supprimer l’une des deux bandes, soit parce qu’ils ont une réponse très dépendante de la fréquence, soit parce qu’un filtre a été placé en amont de la chaîne de réception, auquel cas on parle de réception Single Side Band (SSB).

Δν Δν Δν

ν_c ν ν_0

(LSB) (USB)

G

Fig. XIV.2 – Représentation schématique de la conversion de fréquence. Les deux bandes de fréquences observables (USB et LSB) sont représentées en tirets, la bande passante du récepteur en trait plein.

XIV.4 L’interféromètre à deux éléments

XIV.4.a Les franges d’interférence

Supposons maintenant que la source ponctuelle monochromatique est observée simultanément par deux antennes identiques formant l’interféromètre le plus simple qu’on puisse imaginer, dans la direction du vecteur unitaire σ_0. On suppose toujours que la distance à laquelle se trouve la source permet de considérer que l’onde électromagnétique incidente est plane.

cτ_g b

� � �

σ_0

Antenne 1 Antenne 2

Fig. XIV.3 – Représentation de l’origine du retard géométrique τ_g .

On voit sur la figure XIV.3 que l’onde arrivant sur l’antenne 1, bien qu’étant la même que celle arrivant sur l’antenne 2, est reçue avec un retard géométrique τ_g donné par la relation cτ_g = b.σ_0, où b désigne le vecteur de ligne de base reliant les deux antennes. En faisant l’hypothèse que les deux récepteurs sont également strictement identiques, et en négligeant toutes les sources de bruit, les signaux issus des deux antennes sont^4

u_1 = U cos [2πν(t − τ_g )] et u_2 = U cos (2πνt),

4On oublie pour l’instant la conversion de fréquence évoquée au dessus.

où l’amplitude U des deux signaux est proportionnelle à celle du champ électrique reçu au niveau des antennes. Les deux signaux sont alors combinés dans un corrélateur constitué d’un multiplicateur et d’un intégrateur, de sorte que le signal en sortie u_s est une moyenne du produit u_1u_2 sur un temps τ_i,

u_s = 2μU^2 ⟨cos [2πν(t − τ_g )] cos (2πνt)⟩_{τi} = μU^2 cos (2πντ_g ), (76)

où μ est un facteur de proportionnalité dépendant du corrélateur. Cette équation suppose que le délai géométrique τ_g ne varie pas sur la durée de l’intégration, ce qui est inexact en toute rigueur. En fait, le temps caractéristique de variation de τ_g est celui de la rotation terrestre, et est donc grand devant les temps caractéristiques τ_i d’intégration des signaux, qui sont plutôt de l’ordre de la minute. Ainsi, le signal de sortie dépend lentement du temps selon u_s(t) = μU^2 cos [2πντ_g (t)], et présente donc des variations sinusoïdales exactement analogues aux franges d’interférence connues en optique, avec une amplitude proportionnelle à l’intensité du champ de rayonnement incident. Il faut noter que ce résultat n’est valable que si la réponse des antennes au signal est invariante dans le temps, soit parce qu’elles sont isotropes, soit parce qu’elles suivent la source dans son mouvement sur la sphère céleste.

Antenne 1 Antenne 2

Amplificateur Amplificateur

Mélangeur Mélangeur Oscillateur local Phase shifter

Ligne à retard

Multiplieur

Intégrateur

� � � � � � �

�

� � �

� �

�

Corrélateur

Fig. XIV.4 – Schéma simplifié de la chaîne de réception et de corrélation des signaux reçus au niveau de deux antennes. En sortie, le signal résultant est enregistré pour un traitement ultérieur.

XIV.4.b Cas d’une source étendue et non monochromatique

Le cas d’une source ponctuelle et monochromatique est hautement idéalisé. De manière plus réaliste, on doit considérer que la source observée est étendue et qu’elle émet dans un domaine de fréquence Δν, en s’autorisant toutefois à supposer que son émission est spatialement et temporellement incohérente. Considérons que les deux antennes pointent dans la direction σ_0 du “centre” de la source. Comme on l’a vu, le signal U_ν (σ) reçu par chaque antenne en provenance d’un angle solide dΩ autour d’une direction σ et dans un intervalle de fréquence dν autour d’une fréquence centrale ν est proportionnel au produit^5 E_ν (σ)B_ν (σ), et le signal en sortie du corrélateur, correspondant à l’équation (76), est

d^2u_s = CP_ν (σ)I_ν (σ) cos � 2πν b.σ c � dΩdν avec I_ν (σ)dνdΩ = Z|E_ν (σ)|^2, (77)

le coefficient de proportionnalité Z, homogène à une impédance par unité de surface, dépend des caractéristiques de la chaîne de réception. La quantité I_ν (σ) désigne l’intensité spécifique (voir le chapitre XVIII)

5Notons qu’on change quelque peu la notation, puisque les quantités considérées sont écrites ici en fonction de la direction σ et non plus des coordonnées q_0 dans le plan de Fourier, ce qui est équivalent.

émise par la source à la fréquence ν et dans la direction σ. Notons que l’équation (77) suppose que les antennes sont identiques. En intégrant sur le champ de vue, on a donc

du_s = dν � P_ν (σ)I_ν (σ) cos � 2πν b.σ c � dΩ = dν � P_ν (σ)I_ν (σ) cos (2πp.σ)dΩ avec p = ν c b = b λ . Sachant que le pointage des antennes se fait dans la direction “moyenne” σ_0, on introduit le vecteur s = σ − σ_0, qui est orthogonal à σ_0 puisqu’on suppose les vecteurs σ_0 et σ unitaires. En effet,

1 = σ.σ ≈ σ_0.σ_0 + 2σ_0.s = 1 + 2σ_0.s d’où σ_0.s ≈ 0

au premier ordre si |s| ≪ 1, c’est-à-dire si on s’intéresse à une source assez petite. On peut alors écrire^6 la réponse de l’interféromètre sous la forme

du_s = cos (2πp.σ_0)dν � P_ν (s)I_ν (s) cos (2πp.s)dΩ − sin (2πp.σ_0)dν � P_ν (s)I_ν (s) sin (2πp.s)dΩ.

En introduisant la fonction de visibilité complexe V_0 définie par

V_0(p) = � P_ν (s)I_ν (s)e^{−2iπp.s}dΩ, on a du_s = dν|V_0| cos (2πντ_g − ϕ_ν ), (78)

où |V_0| et ϕ_ν sont respectivement l’amplitude et la phase de la fonction de visibilité complexe. En intégrant sur la bande passante Δν autour de la fréquence centrale ν_0, et en faisant ici l’hypothèse simplificatrice que le lobe primaire et l’intensité spécifique ne dépendent pas de la fréquence, on a

u_s = � dν|V_0| cos (2πντ_g − ϕ_ν ) = |V_0|Δν cos (2πν_0τ_g − ϕ_ν ) sin (πΔντ_g ) πΔντ_g

. (79)

Le facteur d’atténuation de la forme sinus cardinal apparaissant dans cette équation^7 correspond au brouillage des franges d’interférence pour une source présentant un spectre étendu, chaque longueur d’onde apportant son propre système de franges avec un interfrange différent. On peut également interpréter cette atténuation, qui augmente rapidement avec le délai géométrique, comme le résultat de la “désynchronisation” des trains d’onde arrivant sur les antennes 1 et 2. Cet effet peut donc être dévastateur si l’on souhaite suivre une source pendant son transit, et il convient de compenser le retard τ_g de manière à resynchroniser les trains d’onde.

XIV.4.c Blocage des franges

On introduit donc, sur le chemin du signal issu de l’antenne en avance, une ligne à retard qui peut être constituée soit de câbles de différentes longueurs qui sont connectés à tour de rôle au système de façon adaptée à l’évolution de τ_g , soit de retardateurs électroniques lorsque le signal est déjà numérisé. On a donc un retard τ_d introduit dans la chaîne de réception en aval du mélangeur de l’antenne 2. En considérant le schéma de la figure XIV.4 et en se plaçant dans le cas d’une conversion de fréquence USB, les signaux issus des antennes 1 et 2 présentent des phases ϕ_1 et ϕ_2 en entrée du corrélateur, avec ϕ_1 = −2πντ_g − θ_1 et ϕ_2 = −2πν^′τ_d − θ_2, où θ_1 et θ_2 sont les déphasages introduits, sur les signaux 1 et 2 respectivement, par l’oscillateur local. La forme intégrale de l’équation (79) s’écrit alors

u_s = � dν|V_0| cos (ϕ_2 − ϕ_1 − ϕ_ν ) = � dν|V_0| cos (2πνΔτ + 2πν_0τ_d − θ_2 + θ_1 − ϕ_ν ).

De manière générale, cette forme implique que l’amplitude de la réponse du corrélateur est également modulée, comme au XIV.4.b, par une fonction dépendant cette fois de l’erreur Δτ = τ_g − τ_d appelée delay

6Sous réserve de redéfinir le lobe primaire P_ν et l’intensité spécifique I_ν en les recentrant sur la direction σ_0. 7Le fait que le facteur d’atténuation soit ici un sinus cardinal est lié aux hypothèses d’uniformité en fréquence de la réponse des récepteurs et du spectre de puissance de la source, mais le résultat général est qu’il apparaît un brouillage des franges pour des bandes passantes ou des délais géométriques trop grands.

tracking error, qui en pratique est bien inférieure au retard géométrique τ_g , ce qui permet, en ajustant régulièrement le retard τ_d, de préserver le contraste des franges.

Cependant, la présence du terme 2πν_0τ_d provoque également une modulation des franges à une vitesse un peu trop rapide pour la numérisation du signal. On introduit donc un décalage de phase (phase shift) ϕ_0 permettant de compenser ce terme, et ainsi de bloquer les franges. En théorie, ce blocage empêche dès lors de mesurer simultanément l’amplitude et la phase de la fonction de visibilité. On améliore donc encore le système en utilisant un second corrélateur qui déphase l’un des deux signaux de π/2 avant corrélation. On mesure ainsi simultanément les parties réelle et imaginaire de la fonction de visibilité complexe. Le système ainsi décrit est appelé corrélateur complexe, pour des raisons évidentes.

XIV.4.d Système de coordonnées

Une fois mesurée la fonction de visibilité complexe V_0(p) donnée par l’équation (78), son utilisation pratique requiert la définition d’un système de coordonnées approprié dans lequel écrire le vecteur p représentant, à un facteur multiplicatif près, la ligne de base entre les deux antennes. Il apparaît naturel que l’une de ses composantes soit prise parallèle à la direction de pointage σ_0 de l’interféromètre. On introduit donc un système (e_x, e_y, e_z) avec e_z = σ_0 et (e_x, e_y) définissant un système de coordonnées perpendiculaire à la direction de pointage avec, conventionnellement, e_x vers l’est et e_y vers le nord. On notera ainsi p = ue_x + ve_y + we_z. Notons que u, v et w donnent les composantes de la ligne de base dans ce système de coordonnées, mesurées en longueurs d’onde. La direction quelconque σ, dans ce système de coordonnées, s’écrit alors σ = le_x + me_y + ne_z, avec l^2 + m^2 + n^2 = 1. Les coordonnées l et m correspondent aux cosinus directeurs de σ dans le système (e_x, e_y). Bien entendu, les fonctions P_ν et I_ν ne dépendent que de ces deux paramètres, et une image dans le plan (l, m) représente la projection de la sphère céleste sur son plan tangent à l’origine des coordonnées, comme le montre la figure XIV.5. Dans ces conditions, le vecteur s = σ − σ_0 s’écrit le_x + me_y + (n − 1)e_z et la fonction de visibilité devient

V_0(u, v, w) = � P_ν (l, m)I_ν (l, m)e^{−2iπ[ul+vm+w(n−1)]} dldm √ 1 − l^2 − m^2 , avec la convention que l’intégrande est nulle pour l^2 + m^2 � 1. Cette équation est presque une transformée de Fourier, mais pas exactement. Afin de pouvoir utiliser le puissant formalisme de Fourier, on peut faire l’hypothèse que le champ dont on veut faire l’image est petit, de sorte que

n − 1 ≈ − 1 2 � l^2 + m^2 � ⇒ V_0(u, v, w) ≈ � P_ν (l, m)I_ν (l, m) √ 1 − l^2 − m^2 e^{−2iπ(ul+vm)}e^{iπ}(^{l2+m2} )^wdldm.

Le terme d’erreur de phase δϕ = π � l^2 + m^2 � w peut être majoré simplement en remarquant que

w < w_{max} ≃ b_{max} λ ≃ 1 θ_s et l^2 + m^2 < θ^2_f donc δϕ < πθ^2_f 4θ_s , où θ_s et θ_f désignent respectivement la taille du lobe synthétisé (voir plus bas) et celle du champ de vue, ce qui implique une majoration de ce dernier suivant l’erreur de phase maximale qu’on s’autorise. Moyennant la redéfinition du lobe primaire d’une antenne selon la transformation

P^′_ν (l, m) =

P_ν (l, m) √ 1 − l^2 − m^2 on a V_0(u, v, w) ≈ V^′_0 (u, v) = � P^′_ν (l, m)I_ν (l, m)e^{−2iπ(ul+vm)}dldm,

ce qui constitue une véritable transformée de Fourier bidimensionnelle reliant la distribution de brillance dans le ciel à la fonction de visibilité complexe V_0(p) ou plutôt à la projection V^′_0 (q) de cette dernière sur le plan (u, v), le vecteur p = ue_x + ve_y + we_z se projetant en q = ue_x + ve_y. Pour simplifier les écritures, on notera cependant P_ν pour P^′_ν et V_0 pour V^′_0 dans la suite.

XIV.4.e Brouillages fréquentiel et temporel

Le point q de l’espace (u, v) représentant la ligne de base entre deux antennes à un instant donné et pour une direction de pointage donnée, dépend également de la fréquence d’observation ν puisqu’on a la relation p = νb/c. Si l’on considère alors une source observée dans une bande de fréquence Δν autour de ν_0, toutes les mesures sont traitées comme si elles étaient effectuées à cette fréquence centrale et les valeurs de u et de v attribuées sont celles calculées pour ν_0. Les vraies fréquences spatiales u_ν et v_ν correspondant à la fréquence ν sont alors données par

u_ν = ν ν_0 u et v_ν = ν ν_0 v, donc la contribution de la fréquence ν à la fonction de visibilité complexe est de la forme

V_0(u, v) = V_0

�ν_0 ν u_ν , ν_0 ν v_ν � dont la transformée de Fourier est � ν ν_0

�_2 I � ν ν_0 l, ν ν_0 m � , par application du théorème de similitude des transformées de Fourier [Bracewell, 2000]. Chaque fréquence ν dans la bande passante Δν se traduit donc par une image déformée de la vraie distribution de brillance, qu’on peut résumer par un brouillage radial (bandwidth smearing).

D’autre part, la mesure des visibilités ne se fait pas de manière instantanée, et chaque mesure est le résultat d’une intégration sur un temps τ_i. Pendant le temps d’une intégration, la rotation terrestre modifie la ligne de base projetée q, comme on le verra, et les visibilités instantanées intégrées correspondent donc à des points différents du plan (u, v). Il en résulte un brouillage (time averaging) et une distortion de l’image. Il faut donc trouver un compromis entre cette contrainte et la nécessité d’obtenir un bon rapport signal sur bruit, pour lequel on devrait choisir un temps d’intégration long.

XIV.5 Réseaux d’antennes et imagerie

XIV.5.a Position du problème

Comme on l’a vu, un interféromètre élémentaire, constitué de deux antennes identiques, permet à chaque instant de mesurer la valeur de la fonction de visibilité complexe V_0 en un point q d’un espace à deux dimensions, dit espace (u, v) ou plan (u, v), en référence aux notations u et v habituellement utilisées pour les fréquences spatiales dans deux directions orthogonales^8,

V_0(q) = � P_ν (σ)I_ν (σ)e^{−2iπq.σ}dσ = � J(σ)e^{−2iπq.σ}dσ soit V_0 = TF [J] . (80)

Le processus d’imagerie consiste à inverser cette équation, de manière à obtenir, à partir des visibilités, la distribution de brillance I_ν . Notons que si le lobe d’antenne P_ν est suffisamment bien connu, on pourra oublier celui-ci dans un premier temps et considérer que l’image à obtenir à partir des visibilités est J = P_ν I_ν , sachant qu’une simple division par le lobe permettra, en fin de traitement, de retrouver la distribution de brillance réelle I_ν de la source.

La relation de transformation de Fourier (80) exprime le fait qu’à tout instant, une paire d’antennes permet de mesurer une composante de Fourier particulière de la distribution de brillance modifiée J. Notons que cette dernière étant réelle, la fonction de visibilité est hermitienne [Bracewell, 2000], soit

V^∗_0 (q) = V_0(−q) où l’étoile désigne la conjugaison complexe.

Chaque mesure fournit donc en réalité deux points dans l’espace (u, v), bien que ces deux points ne soient pas indépendants. L’utilisation d’un réseau de N_a antennes doit alors permettre la mesure simultanée d’un nombre important de composantes de Fourier, environ de l’ordre de N_a(N_a −1)/2, aux fréquences spatiales q correspondant aux projections des différentes lignes de base sur un plan perpendiculaire à la direction de pointage (voir la figure XIV.5). D’autre part, la rotation de la Terre se traduit par un déplacement du point représentatif d’une ligne de base donnée dans le plan (u, v), selon un chemin qu’on décrira dans le chapitre suivant, et dont on voit un exemple sur la figure XIV.6. On dispose donc en fin d’observation d’un ensemble de points q_k où est mesurée la fonction de visibilité complexe. L’incomplétude de l’information sur cette dernière représente la difficulté majeure de l’imagerie en interférométrie.

8Remarquons qu’on désignera ici la transformation de Fourier sous la forme d’un opérateur TF, la transformation réciproque étant notée TF^{−1}.

m l v u q

Fig. XIV.5 – Systèmes de coordonnées dans le plan du ciel (à gauche) et dans le plan de Fourier (à droite).

u (mètres) v (mètres)

Fig. XIV.6 – Couverture (u, v) d’un interféromètre à deux éléments situé à une latitude de 45^∘ nord, lors d’une observation d’une source à 45^∘ de déclinaison, pendant 12 heures.

Afin de formaliser cette idée, on introduit une fonction d’échantillonnage S, non nulle uniquement aux points effectivement mesurés. La fonction de visibilité V dont on dispose réellement est alors

V (q) = S(q)V_0(q) avec S(q) = � k δ(q − q_k). (81)

Le support de S est constitué des points mesurés et est couramment appelé couverture (u, v), bien que ce terme soit également parfois utilisé pour désigner la fonction S elle-même. Par ailleurs, en réalité, les mesures des visibilités sont entachées de bruit, de sorte que V = SV^′_0 , où V^′_0 représente la fonction de visibilité complexe corrompue par le bruit. On y reviendra plus bas. Afin d’obtenir une image, la première possibilité consiste à prendre brutalement la transformée de Fourier inverse de V ,

I^B (σ) = � V (q)e^{2iπq.σ}dq soit I^B = TF^{−1} [V ] . (82)

L’image I^B , dite image sale, est une représentation de la distribution de brillance qui, bien qu’incorrecte, représente généralement la première étape du processus d’imagerie. La relation entre l’image sale et la véritable distribution de brillance est alors donnée par une équation de convolution,

I^B = B ∗ J avec B = TF^{−1} [S] ,

où l’on a négligé la présence de bruit. La fonction B, appelée lobe sale ou lobe synthétisé, représente la réponse impulsionnelle de l’instrument, et on voit donc que, même en l’absence de bruit, l’obtention de la distribution réelle de brillance nécessite une déconvolution dont la solution n’est pas unique. Supposons en effet qu’on se donne une distribution de brillance Z solution de l’équation homogène B ∗ Z = 0, ce qui est possible : on peut simplement prendre la transformée de Fourier inverse d’une fonction définie sur le plan (u, v), hermitienne, dont le support soit disjoint de celui de S. Dans ces conditions, il est impossible de distinguer la distribution J + Z de J à partir des données. L’existence de ces distributions invisibles empêche le plus souvent de considérer la solution principale de l’équation de convolution - pour laquelle V_0 est prise nulle en dehors des points mesurés - comme une solution réaliste du problème posé. En effet, cette solution est souvent non-physique, présentant par exemple des valeurs négatives. C’est l’objet des multiples méthodes dites de déconvolution que d’obtenir une solution réaliste en remplissant les trous du plan (u, v). On construit ainsi des modèles de distribution de brillance, qu’on appelle images propres, à partir des données et d’hypothèses a priori sur l’objet observé.

XIV.5.b Affectation de poids aux données

Dans l’expression de la fonction d’échantillonnage S de l’équation (81), il apparaît que toutes les mesures sont traitées de la même façon et qu’on leur accorde une importance identique. Or, il est bien évident que la réalité est différente, car certaines mesures peuvent être plus bruitées que d’autres, par exemple. D’autre part, il peut s’avérer intéressant de modifier les valeurs de la fonction d’échantillonnage de manière à atténuer les artefacts et à obtenir un lobe synthétisé plus proche d’un lobe “propre”. On introduit ainsi une fonction de poids W telle que

W (q) = � k F_kT_kD_kδ(q − q_k) = F (q)T (q)D(q)S(q)

où les coefficients F_k , T_k et D_k correspondent à divers effets. Les F_k traduisent la fiabilité des mesures, telle qu’envisagée précédemment, et on ne peut donc pas les modifier. La fonction T , dite de tapering, permet de diminuer l’importance accordée aux mesures à haute fréquence spatiale, afin de supprimer les lobes parasites à petite échelle. La fonction de densité D permet quant à elle de compenser, en partie, l’incomplétude de la couverture (u, v) en prenant comme valeur en un point l’inverse de la densité locale de points de mesure^9. On dispose alors d’une fonction de visibilité V_w = W V_0, et d’une image sale dépendant évidemment du schéma de poids appliqué

I_w = B_w ∗ J avec B_w = TF^{−1} [W ] .

Il ne faut cependant pas oublier que l’image I_w n’est pas, de manière générale, une solution acceptable du problème de la distribution de brillance, car l’influence des poids sur l’aspect de l’image sale est toute relative, et on ne peut se passer de l’étape de déconvolution.

XIV.5.c Le gridding

L’obtention de l’image sale à partir des données nécessite, on l’a vu, une transformation de Fourier. Numériquement, le calcul de cette transformée peut se faire de deux façons. On peut effectuer une transformation “directe” en calculant, pour chaque direction d’observation σ désirée, la quantité

I^B (σ) = 1 N N� k=1 V (q_k)e^{2iπqk .σ}.

Le coût numérique de cette méthode, pour obtenir une image M × M, est de l’ordre de M^4, et peut donc s’avérer extrêmement lourd. Plus rapide, l’utilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT) requiert que les données soient placées sur une grille régulière. Or, bien entendu, ce n’est pas le cas des données d’origine, et il convient de procéder à une interpolation communément appelée gridding. Le coût numérique

9Cette option est appelée uniform weighting, tandis que le choix D = 1 constitue le natural weighting. Le choix de l’une ou l’autre option est essentiellement dicté par l’objectif de sensibilité de l’instrument à plus ou moins grande ligne de base. Notons qu’il existe des variantes, telles que le robust weighting ou encore le super uniform weighting.

d’une telle interpolation suivie d’une FFT est lui de l’ordre de M^2 log M, ce qui justifie amplement qu’on choisisse cette option plutôt que la transformation directe^{10}.

Il s’agit donc de se donner une grille régulière dans le plan (u, v) et d’assigner des valeurs à chaque nœud de cette grille en fonction des visibilités observées dans son voisinage. Plusieurs méthodes sont possibles pour parvenir à ce résultat [Thompson & Bracewell, 1974], mais il apparaît que les techniques consistant à convoluer les données dans l’espace (u, v) sont les plus utilisées, en particulier parce qu’elles ne se limitent pas à une simple interpolation, mais qu’elles impliquent également une moyenne permettant de limiter quelque peu les effets de mesures aberrantes. Il est par ailleurs possible de corriger les effets de cette convolution sur l’image finale, ce qui est un avantage certain.

Si G est le noyau de convolution utilisé, la fonction dont on prend la transformée de Fourier est évidemment V^g_w = G∗V_w et on peut relier l’image sale I^g_w et le lobe sale B^g_w, correspondant à V^g_w , aux quantités analogues avant gridding,

I^g_w = TF^{−1} [G ∗ V_w ] = ^GI_w et B^g_w = TF^{−1} [G ∗ W ] = ^GB_w avec ^G = TF^{−1} [G] .

Bien entendu, V^g_w ne représente qu’une étape intermédiaire, puisqu’il s’agit d’une fonction lisse, qu’il faut maintenant échantillonner sur la grille. Ce procédé est équivalent à la multiplication par un peigne de Dirac à deux dimensions, noté ici R et défini par

R (u, v) = 1 ΔuΔv � i,j δ � u Δu − i, v Δv − j � où la sommation porte sur (i, j) ∈ ZZ^2.

De manière évidente, Δu et Δv désignent les tailles des cellules de la grille dans chacune des directions. Ainsi l’échantillonnage de la fonction V^g_w fournit une distribution de visibilités V_s = RV^g_w . L’image sale I_s reconstruite à partir de ces visibilités est alors donnée par une convolution,

I_s = TF^{−1} [V_s] = ^R ∗ I^g_w avec ^R = TF^{−1} [R] .

La fonction ^R est également un peigne de Dirac, dont la périodicité, dans chaque direction, est égale à l’inverse de la périodicité de R. Cette convolution a pour effet de répliquer l’image sale I^g_w dans l’espace réel, et il est donc possible qu’un repliement (aliasing) se produise, si le support de l’image sale est plus grand que la périodicité de ^R. L’atténuation due au lobe de l’antenne permet d’assurer, en première approximation, que ce support est fini, mais il n’est pas exclu que des sources brillantes dans un lobe secondaire soient repliées dans l’image I_s. De plus, le bruit n’est pas limité dans l’espace réel et subit donc un repliement qui augmente son niveau aux bords de la carte. Remarquons que si l’aliasing est négligeable, on préserve l’équation de convolution sous la forme^{11}

I_s ^G = I^g_w ^G = I_w = B_w ∗ J.

Les fonctions de gridding G choisies habituellement tentent de satisfaire des conditions quelque peu contradictoires, à savoir être non nulles uniquement sur une petite région tout en limitant l’aliasing et sans trop ralentir la vitesse de calcul. Le choix le plus simple^{12} est de prendre une fonction rectangle, c’est-à-dire d’assigner chaque visibilité au nœud de la grille le plus proche. Mais en définitive, le choix le plus approprié répondant aux contraintes de support et d’aliasing limités est celui des fonctions sphéroïdales, qu’on ne peut exprimer analytiquement, mais dont les valeurs sont tabulées, ce qui permet de procéder au gridding de manière numérique.

XIV.5.d Le problème du bruit

On a bien pris soin de noter plus haut que les visibilités observées sont corrompues par l’existence de bruit. Celui-ci peut-être de deux types principaux, additif ou multiplicatif. Si on note ϵ_a le bruit additif et

10Ce n’est plus vraiment le cas, cependant, pour les petites images construites à partir d’un nombre réduit de données. D’autre part, la méthode directe a l’avantage de permettre de construire l’image sale en temps réel, au fur et à mesure que de nouvelles visibilités sont disponibles.

11La division par bG de l’image sale I_s obtenue in fine se nomme correction de gridding. 12Bien qu’il soit le pire en termes d’aliasing...

ϵ_m le bruit multiplicatif, on a, schématiquement, V^′_0 = ϵ_mV_0 + ϵ_a. Toutes les opérations effectuées étant linéaires, le bruit additif a pour effet d’ajouter une structure de bruit sur l’image finale, tandis que le bruit multiplicatif se traduit par une convolution dans l’espace image.

En ce qui concerne l’origine du bruit, on peut essentiellement en distinguer deux sources. Les récepteurs, tout d’abord, qui peuvent collecter des photons radio provenant de leur environnement immédiat et non de la source astronomique. Il faut donc les protéger par des écrans appropriés, qu’on doit refroidir pour minimiser leur émission thermique propre, sans quoi le remède risquerait d’être pire que le mal. Le refroidissement est d’ailleurs effectué en plongeant chaque récepteur dans un cryostat dont la température est de l’ordre de la quinzaine de Kelvins, de façon à réduire leur bruit intrinsèque, sans qu’il soit possible de l’éliminer entièrement.

D’autre part, les fluctuations de l’atmosphère, en particulier de son contenu en vapeur d’eau, se traduisent par des retards de phase différents, et dépendant bien entendu du temps^{13}, au niveau de chaque antenne. La corrélation des signaux est alors entachée d’une erreur. En conséquence, la source semble bouger sur le ciel, ce qui limite la résolution de l’instrument, ainsi que sa sensibilité puisque le signal est étalé spatialement et donc plus faible. Cet effet de dégradation atmosphérique est plus important à haute fréquence. Pour en minimiser les effets, on peut par exemple observer régulièrement un calibrateur, en alternance avec la source à laquelle on s’intéresse. Le calibrateur doit avoir une position connue dans le ciel, ce qui fournit une référence de phase. Les fluctuations du retard sont calibrées a posteriori en interpolant les mesures faites sur le calibrateur, puis soustraites des mesures de phase sur la source. Alternativement, on peut mesurer directement, par exemple à l’aide de radiomètres, la quantité de vapeur d’eau présente sur la ligne de visée au niveau de chaque antenne, et en déduire le retard de phase correspondant. On reparlera brièvement de ce problème au XV.2.c.

XIV.5.e La déconvolution

Comme on l’a vu, les images sales obtenues aux différentes étapes du traitement des données décrites plus haut peuvent toujours se mettre sous la forme d’une convolution de la véritable distribution de brillance modifiée par un lobe synthétisé. Cependant, le problème des distributions invisibles demeure, et la remarque faite plus haut sur l’inadéquation des méthodes de déconvolution linéaire est toujours valable. On doit donc plutôt construire, à partir de l’image sale, des modèles de distribution de brillance compatibles avec les observations, en se fondant sur des hypothèses a priori. On va voir quelques unes de ces méthodes.

CLEAN et ses dérivés

La méthode CLEAN, dont il existe de nombreuses variantes, fait l’hypothèse qualitative que la distribution de brillance réelle peut être représentée par une collection de sources ponctuelles, et la reconstruit en adoptant la procédure suivante : On se donne deux images de la taille de l’image sale. L’une, l’image propre, est intialisée à zéro, tandis que l’autre, l’image des résidus, est identifiée à l’image sale. On commence par repérer le maximum de brillance dans l’image des résidus, et on place dans l’image propre, au même point, une source ponctuelle avec une amplitude égale à γ, où γ est un facteur de gain typiquement de l’ordre de 0,1 à 0,2. Cette source ponctuelle est convoluée avec le lobe synthétisé et le résultat est soustrait de l’image des résidus. On reprend alors le processus jusqu’à ce que l’image des résidus passe en dessous d’un certain seuil - usuellement lié au niveau de bruit - ou lorsqu’une limite d’itérations a été atteinte. L’image propre est alors une collection de sources ponctuelles, qu’on convolue par un “lobe propre” (typiquement une gaussienne de même taille que le lobe synthétisé) de façon à obtenir une image lisse et réaliste. On ajoute enfin à cette image propre celle des résidus, ce qui permet d’obtenir une estimation du rapport signal sur bruit de cette image. L’approche CLEAN ne permet cependant pas d’écrire explicitement la solution qu’elle fournit, et il est donc très difficile de faire une analyse de ses performances, par exemple en termes de bruit.

Les méthodes de maximum d’entropie (MEM)

En revanche, les méthodes de maximum d’entropie sélectionnent une image parfaitement bien déterminée, à savoir positive, compatible avec les données au bruit près, et dont l’entropie est maximale. Ici, l’entropie

13L’échelle de temps de ces variations est de l’ordre de la dizaine de secondes.

est une fonction sur l’image caractérisant sa plausibilité, qui prend la forme suivante

S(I) = − � I ln � I M � = − � k I_k ln � I_k M_k � , où M est une image modèle incluant les hypothèses a priori. Cette forme est égale à l’opposé de la pseudodistance de Küllback de l’image I au modèle M (voir le chapitre XVII) et la procédure déterminant l’image propre consiste donc à minimiser cette distance, tout en imposant que les visibilités théoriques restent proches^{14} des visibilités mesurées. Pour cela, on inclut une contrainte de type χ^2. À cela il faut ajouter qu’on a remarqué [Cornwell & Evans, 1985] qu’il était également nécessaire de contraindre les grandes échelles en imposant le flux total, car les espacements courts étant absents des données, ils ne permettent pas de contraindre l’image finale par le biais du χ^2.

Comparaison des deux méthodes et alternatives multirésolution

Contrairement à CLEAN, les méthodes de maximum d’entropie ne sont pas spécifiques au domaine de la radioastronomie, car il ne s’agit ni plus ni moins que de méthodes bayesiennes de détermination d’un modèle “le plus probable” étant donné un ensemble d’observations, tandis que CLEAN fait implicitement l’hypothèse que l’image à reconstruire est un ensemble de sources ponctuelles. Par conséquent, les images d’émission étendue reconstruites par CLEAN sont souvent mauvaises, tandis que MEM échoue typiquement lorsque des sources ponctuelles sont superposées à un fond étendu.

Il existe de nombreux algorithmes hybrides entre CLEAN et MEM, ainsi que des méthodes fondées sur des principes différents, dont l’objectif est de permettre une déconvolution correcte des structures à toutes les échelles, puisque c’est justement dans ces situations que CLEAN et MEM se heurtent à des difficultés. Il existe donc des méthodes dites “multirésolution” faisant par exemple appel à des décompositions en ondelettes des images, de manière à déconvoluer séparément chaque plage d’échelles, avec des méthodes adaptées.

XIV.5.f Imagerie de raies spectrales

Les sources astronomiques peuvent présenter de l’émission et de l’absorption continuum, indépendante de la fréquence^{15}, et des raies spectrales, en émission ou en absorption. Ces raies ne sont pas infiniment minces, elles sont élargies, par exemple par effet Doppler ou du fait des collisions entre émetteurs. Les récepteurs dont la bande passante peut être découpée en un certain nombre de sous-bandes appelées canaux permettent alors d’établir un ensemble de cartes bidimensionnelles des sources étudiées, à différentes fréquences, c’est-à-dire à différentes vitesses longitudinales. C’est ainsi qu’on obtient les cartes par canaux T_k(X) décrites au chapitre IX, dont on essaie de tirer des informations quant à la structure en vitesse, aussi bien qu’en densité, de la source observée.

Dans tout ce qui va suivre, cependant, on ne se préoccupera pas de la vitesse, et l’on ne considérera que des structures bidimensionnelles telles qu’on peut en observer sur les cartes par canaux d’une observation interférométrique. L’objectif du reste de cette partie est de caractériser le filtrage interférométrique sur ces structures, à l’aide des outils introduits dans la deuxième partie. �

14Au sens que la différence entre les deux est inférieure au niveau du bruit.

15En fait lentement variable, de sorte qu’on peut la considérer comme constante sur les plages de fréquences habituellement considérées.

192 XIV.5: Réseaux d’antennes et imagerie

CHAPITRE XV

Filtrage interférométrique des structures

XV.1 Introduction

On vient de voir que l’observation d’une source radioastronomique par un interféromètre fournit, au travers de mesures de la fonction de cohérence spatiale du champ électromagnétique, une image “sale” qui est égale au produit de convolution de la distribution de brillance réelle dans le ciel, à la fréquence considérée, par un noyau dépendant de l’ensemble des paramètres d’observation. Autrement dit, avant d’appliquer l’un des algorithmes classiques de déconvolution, les différentes cartes par canaux effectivement observées sont des versions dégradées de celles qu’on a définies au chapitre IX. Le schéma de la figure XV.1 résume succinctement les différentes étapes du filtrage interférométrique, à la fois dans l’espace réel et dans l’espace de Fourier.

I_ν P_ν × I_ν B_w ∗ (P_ν × I_ν ) ^G × [B_w ∗ (P_ν × I_ν )]

Lobe primaire Échantillonnage incomplet Gridding

↾⇃ ↾⇃ ↾⇃ ↾⇃

V_0 ^P_ν ∗ V_0 W × ( ^P_ν ∗ V_0) G ∗ [W × ( ^P_ν ∗ V_0)]

Espace réel

Espace de Fourier

→ → →

Fig. XV.1 – Représentation schématique du filtrage interférométrique. La première ligne donne les étapes successives du filtrage de la brillance I_ν dans l’espace réel, la seconde donne les quantités correspondantes dans l’espace de Fourier.

Cette vue d’ensemble permet de remarquer que s’il est particulièrement ardu de remonter des visibilités effectivement observées jusqu’à la distribution de brillance réelle, il est en revanche, au moins théoriquement, beaucoup plus simple de faire le chemin inverse, c’est-à-dire de se donner un modèle de brillance et de calculer la carte sale qu’on devrait obtenir en sortie de l’instrument, étant donnés les paramètres d’observation. En effet, si l’on reprend un à un les divers filtrages appliqués, on voit que la donnée d’un modèle d’antenne et d’une fréquence d’observation suffisent à définir le lobe primaire^1, que d’autre part la couverture du plan (u, v) est déterminée par la position initiale de la source, la configuration du réseau d’antennes et la durée d’observation, et qu’enfin les autres étapes de filtrages (gridding et poids notamment) sont contrôlées par l’observateur. Seul le bruit, par son caractère aléatoire, peut venir altérer cette approche par ailleurs entièrement déterministe.

Il fait peu de doutes que le facteur essentiel du filtrage interférométrique décrit ici réside dans l’incomplétude de la couverture du plan (u, v). Or, celle-ci se traduit naturellement par un défaut de mesure de certaines échelles spatiales, qui doivent donc être absentes des images sales obtenues en sortie. Cette idée suggère fortement d’étudier les effets du filtrage sur des objets possédant des structures sur une grande plage d’échelles, tels qu’on en observe dans le milieu interstellaire. Afin de procéder à cette étude, on a choisi de recourir à une approche numérique, en construisant un simulateur assez simple permettant d’obtenir rapidement des images sales à partir d’une distribution de brillance donnée et de paramètres observationnels qu’on précisera plus loin. Le choix de l’approche numérique est amplement justifié par la complexité du filtrage instrumental, d’autant plus importante que le nombre d’antennes, et donc de corrélations, est élevé.

1On ne considérera que des antennes illuminées uniformément, de sorte que leur lobe sera supposé suivre exactement une fonction d’Airy.

XV.2 Le projet ALMA

XV.2.a Introduction

La nécessité de comprendre et d’optimiser le filtrage interférométrique dans le cas d’un grand nombre d’antennes est en effet une priorité actuelle de la communauté radioastronomique, dont l’un des projets majeurs pour le début du siècle est justement la construction d’un réseau d’une soixantaine d’antennes travaillant dans le domaine millimétrique. Cet interféromètre, fruit d’une collaboration entre les États- Unis, l’Europe et le Japon, et baptisé ALMA pour Atacama Large Millimeter Array, du nom du plateau andin où il sera installé, doit voir le jour en 2007, date à laquelle commenceront les premières opérations, avec un nombre limité d’antennes. Le réseau devra être complété au cours du temps et il est actuellement prévu que les dernières antennes soient livrées aux alentours de 2012.

In fine, le réseau sera composé de 64 antennes de 12 mètres de diamètre, qui devront être réparties sur 240 stations fixes, pour former diverses configurations dont les plus grandes lignes de base s’étaleront entre environ 150 mètres et 14 kilomètres. Le projet d’opération suggère de passer continûment d’une configuration à l’autre^2, de manière à ne pas interrompre l’exploitation de l’instrument le temps de déplacer l’ensemble des antennes. Le problème de la détermination des configurations “optimales” a été étudié par Boone [Boone, 2001, Boone, 2002] et on en dira quelques mots plus loin.

Fig. XV.2 – Le site choisi pour ALMA. Sur la carte du nord du Chili, à gauche, le plateau de Chajnantor est indiqué par un point bleu. La photographie de droite montre une vue du site.

XV.2.b Objectifs scientifiques

Les motivations scientifiques d’un tel projet sont multiples, et les performances attendues devront fournir à la communauté des astrophysiciens en général et non pas seulement des radioastronomes, des résultats dont l’importance justifie à elle seule les coûts de construction d’un tel instrument. ALMA permettra en effet de mieux comprendre le processus de formation stellaire dans les galaxies proches, ainsi que la naissance des quasars et des galaxies dans l’Univers lointain, par l’observation des raies spectrales de molécules interstellaires, de l’émission submillimétrique des poussières, de transitions atomiques, ou bien encore du fond diffus cosmologique (qui pique à environ 1 mm de longueur d’onde).

L’évolution du projet a connu de nombreuses étapes depuis les premières idées apparues au cours des années 1980. En résumé, ALMA peut être considéré comme la fusion de deux projets distincts, l’un américain, l’autre européen. Le projet américain MMA (pour MilliMeter Array) mettait l’accent sur la couverture en fréquence plus que sur la sensibilité et la résolution. Le projet européen LSA (Large Southern Array) optait quant à lui pour des antennes plus grandes et des configurations plus étendues, maximisant la sensibilité pour l’observation des sources de taille angulaire réduite. Ces choix reposaient sur des objectifs scientifiques différents, mais suffisamment proches pour qu’une fusion des deux concepts soit possible [Booth, 2000].

2Du moins pour les configurations les plus compactes.

XV.2.c Spécifications technologiques

En ce qui concerne les fréquences d’observation, l’altitude du site de Chajnantor sur le plateau de l’Atacama, qui est d’environ 5000 mètres^3, ainsi que la faible quantité de vapeur d’eau atmosphérique sur le site permettent d’exploiter au mieux les fenêtres du domaine millimétrique et submillimétrique présentées sur la figure XV.3.

Fréquence (GHz)

0 500 1000 1500 0

0.5

1

Transmission

Fig. XV.3 – Transmission atmosphérique calculée pour une observation au zénith sur différents sites et pour une quantité de vapeur d’eau correspondant au premier quartile des statistiques locales en hiver. Le trait plein correspond au site de Chajnantor, les tirets au Mauna Kea, à Hawaï, et les pointillés au Pôle Sud. Figure due à Juan Pardo [Pardo, 2000].

Les récepteurs construits pour ALMA sont en effet prévus pour fonctionner entre 30 GHz et 950 GHz, c’est-à-dire entre 0,3 mm et 10 mm de longueur d’onde. Le tableau 1, provenant de [Wootten et al., 1998], résume les bandes passantes des différents récepteurs qui devront être installés aux foyers des antennes. Chaque bande de fréquence devra pouvoir être séparée en un grand nombre de canaux (de l’ordre de 1024), permettant d’atteindre une résolution en vitesse d’environ 0,05 km s^{−1}. Le nombre de récepteurs devra en outre tenir compte de la possibilité de traiter les deux polarisations séparément. Au total il faudra compter plus de 1300 récepteurs, ce qui constitue un défi majeur du point de vue technologique.

Tab. 1 – Les bandes de fréquence prévues pour ALMA

Numéro ν_l (GHz) ν_0 (GHz) ν_u (GHz) 1 30 35 40 2 67 79 90 3 89 100 116 4 125 144 163 5 163 187 211 6 211 243 275 7 275 323 370 8 385 442 500 9 602 660 720 10 787 869 950

La surface collectrice totale avoisinant les 7000 m^2, la sensibilité d’ALMA sera inégalée dans son domaine de fréquences, d’autant qu’avec 64 antennes, l’instrument sera capable de mesurer 2016 lignes de base simultanément, ce qui, dans le cas des configurations compactes, permet d’obtenir une couverture “complète” du plan (u, v) en mode snapshot, comme on le verra plus loin. Par ailleurs, les grandes lignes de

3La difficulté logistique avec le manque d’oxygène suggère de procéder aux observations à distance, depuis une station scientifique située dans le village de San Pedro de Atacama.

base qui seront disponibles permettront d’atteindre des résolutions impressionnantes, jusqu’à moins d’une dizaine de milliseconde d’arc dans le cas de figure optimal (ligne de base de 14 kilomètres et fréquence d’observation 870 GHz). Notons qu’il s’agit là d’une limite théorique, car la résolution sera en pratique limitée du fait des fluctuations spatio-temporelles de la quantité de vapeur d’eau atmosphérique sur le site. Pour minimiser cet effet, il est possible de passer rapidement de l’observation de la source à celle d’un calibrateur selon une méthode nommée fast switching. Cependant, cette procédure requiert des antennes dont la conception peut s’avérer très coûteuse. Pour allonger le cycle d’observation entre la source et le calibrateur, les équipes de Cambridge et d’Onsala travaillent actuellement sur des radiomètres, prévus pour être installés sur chacune des antennes, permettant de mesurer les fluctuations de brillance grâce à la raie de H_2O à 183 GHz et d’en déduire les fluctuations de phase dans l’ouverture synthétisée par le réseau d’antennes.

�_E N �_E N

�_E N �_E N

�_E N �_E N

(B) (A)

(D) (C)

(F) (E) y (mètres) y (mètres) y (mètres) x (mètres) x (mètres)

Fig. XV.4 – Configurations “optimales” calculées par Boone dans le cadre du projet ALMA. Chacune des configurations comporte soixante antennes, dont les positions sont repérées par les croix. La configuration A est la plus étendue, et la configuration F la plus compacte. Excepté pour cette dernière, on représente également, par des carrés, les positions des antennes dans la configuration précédente. On voit que certaines stations sont réutilisées d’une configuration à l’autre.

XV.2.d Le problème des configurations

Le choix des configurations de base de l’instrument a fait l’objet de nombreuses études (voir [Boone, 2001] et les références qu’il cite), et il faut bien comprendre qu’il n’existe pas de configuration optimale en soi, mais qu’on cherche à obtenir les meilleures solutions d’un problème dépendant évidemment de l’objectif scientifique recherché. On aura en effet plutôt intérêt à choisir une configuration compacte si l’on veut par exemple cartographier un nuage moléculaire proche, alors que l’observation de sources lointaines nécessitera une meilleure résolution et donc une configuration étendue. Comme le fait remarquer Boone [Boone, 2002], l’objectif scientifique peut ainsi se traduire par une distribution “idéale” des composantes de Fourier mesurées dans le plan (u, v). Étant alors donnés les paramètres de l’instrument (nombre d’antennes et de stations), ceux du site (latitude, contraintes du terrain) et ceux de la source (position et durée d’observation), on est confronté à un problème d’optimisation qui est cette fois bien posé, puisqu’on sait qu’il s’agit d’approcher au mieux cette distribution idéale.

Pour résoudre ce problème, Boone [Boone, 2001] a développé un programme d’optimisation dont on va maintenant décrire le principe. On se place dans le cas idéalisé d’une observation instantanée d’une source au zénith. La fonction d’échantillonnage S définie au chapitre XIV est alors simplement l’autocorrélation de la fonction décrivant la position des antennes. Comme c’est la distribution de S dans le plan (u, v) qu’il s’agit d’optimiser, on pourrait penser qu’il suffit d’inverser l’autocorrélation en partant de la distribution idéale, mais cela n’est pas toujours possible^4. La méthode proposée par Boone, à l’opposé, consiste à partir d’une configuration initiale et à la modifier progressivement de façon à ce que la distribution D de la couverture S s’approche au mieux de la distribution idéale D_0. La modification de la configuration se fait en observant que le déplacement d’une antenne implique le déplacement de 2(N_a − 1) points de la couverture, où N_a est le nombre d’antennes, et qu’il existe une relation linéaire entre le déplacement de l’antenne et le mouvement de chaque point de mesure dans le plan (u, v), relation qu’on peut inverser. Le gradient^5 ∇ (D − D_0) fournissant le déplacement souhaitable en moyenne pour les points de mesure, on obtient ainsi simplement la direction dans laquelle on doit déplacer l’antenne. On répète le processus de manière itérative pour toutes les antennes jusqu’à ce que la distribution D converge^6 vers la distribution cible D_0.

Il est également possible de prendre en compte les contraintes imposées par le terrain en interdisant par exemple aux antennes de se déplacer sur certaines zones, puis d’étendre l’optimisation au cas d’observations de durée finie, ainsi qu’aux problèmes du mosaïcing et des configurations multiples^7 . La figure XV.4 montre le résultat de telles optimisations dans le cas de six configurations de taille croissante. Ce sont ces dernières que nous utiliserons dans la suite.

XV.3 Implémentation d’un simulateur d’instrument

XV.3.a Le choix de la simplicité

La mise en œuvre d’un outil permettant de simuler les observations qu’on peut attendre d’un instrument tel qu’ALMA peut se faire selon plusieurs niveaux de complexité, suivant les paramètres intervenant dans la formation des images sales qu’on choisit d’intégrer à la simulation. La prise en compte des configurations, de la position de l’instrument sur la Terre, de la position de la source dans le ciel, de la durée et de la fréquence d’observation forment sans doute une base incontournable, mais il est bien sûr possible d’inclure de nombreux autres paramètres. On pense notamment aux effets de l’atmosphère, au bruit des récepteurs, aux erreurs de pointage, à la possibilité d’utiliser des fonctions de gridding sophistiquées, à la déformation des antennes^8 lorsque la source est basse sur l’horizon, aux effets de shadowing quand une antenne fait de l’ombre à une autre, ou encore au brouillage en fréquence et au moyennage temporel, dont on a parlé au chapitre XIV. On peut également inclure des procédures réalistes d’observation, en imposant par exemple

4Étant donnée une fonction quelconque Y , il n’existe pas nécessairement de fonction X telle que Y = A_X . 5Le calcul de ce gradient pose clairement des problèmes de définition, du fait de la discrétisation de la couverture. 6Comme la distribution idéale n’est pas nécessairement une autocorrélation, le critère de convergence ne doit pas être trop strict. Boone discute d’ailleurs de ce problème [Boone, 2001].

7Le coût de construction des stations étant élevé, cette extension du problème revient à imposer de réutiliser le plus grand nombre de stations d’une configuration à l’autre.

8Qui implique une modification du lobe ainsi que des erreurs de pointage.

198 XV.3: Implémentation d’un simulateur d’instrument

que les antennes pointent régulièrement un calibrateur, ou encore que l’étendue du champ observé nécessite la construction d’une mosaïque.

Cependant, si l’on souhaite modéliser un grand nombre de ces paramètres, il faut le payer en temps de programmation, et également en temps de calcul, et quant à savoir lesquels de ces paramètres doivent être inclus en premier, il n’est pas clair qu’un consensus soit arrêté. Pour ma part, j’ai choisi l’option de construire un simulateur extrêmement simple, dont je vais maintenant décrire le fonctionnement.

XV.3.b La construction de couvertures (u, v)

Comme on l’a dit, certaines des caractéristiques du simulateur sont incontournables, car celui-ci doit absolument permettre de calculer une couverture (u, v) étant donnés les paramètres de l’instrument et de l’observation. Les positions des antennes au sol ont été fournies par Frédéric Boone sous forme de fichiers de configuration comprenant 9 colonnes. Pour chaque ligne, la première colonne donne le numéro de la station. Les deux suivantes repèrent la position de celle-ci au sol, en mètres, respectivement vers le sud et vers l’est. Enfin, les six dernières colonnes correspondent aux six configurations et indiquent si la station en question accueille ou non une antenne^9. La figure XV.4 présente les positions des antennes dans les six configurations de l’instrument.

(a) (b)

(c) (d)

O

D_z

D_y Est Ouest

D_x Sud

Nord O y^′

D_x x^′ z^′

Sud Nord

x^′ z^′ z

x

Équateur

Pôle Nord

α

O y

O z

x y

Direction de la source

h δ

Fig. XV.5 – Représentations schématiques des différents systèmes de coordonnées utilisés pour passer des positions des antennes au sol aux coordonnées (x, y, z) apparaissant dans l’équation (83). La latitude du site de l’interféromètre est notée α. L’angle horaire et la déclinaison de la source sont notés h et δ, respectivement.

On notera D_x la distance parcourue au sol vers le sud, et D_y la distance au sol vers l’est, comptées à partir du barycentre O des positions des antennes, comme le schématise la figure XV.5(a). Ce sont les positions lues dans le fichier de configuration. À partir d’elles, on peut calculer les coordonnées des différentes antennes dans le repère orthonormé (Ox^′y^′z^′) représenté sur la figure XV.5(b) et défini de la manière suivante : le plan (Ox^′, Oy^′) est le plan tangent à la Terre en O et les directions Ox^′ et Oy^′ pointent respectivement vers le sud et vers l’est. Étant données les courtes distances au sol mises en jeu, la courbure de la Terre est négligeable et on peut en fait écrire x^′ = D_x, y^′ = D_y et z^′ = 0. Numériquement, l’erreur relative commise en faisant cette approximation est inférieure à 10^{−7}.

9La valeur stockée dans le fichier est un dans le premier cas, zéro dans l’autre.

Le repère (Ox^′y^′z^′) est également représenté sur la figure XV.5(c), où l’on peut le comparer au repère (Oxyz) qu’on utilisera dans la suite. L’axe Oy est confondu avec Oy^′, tandis que Ox et Oz sont déduits respectivement de Ox^′ et Oz^′ par rotation autour de la direction Oy, de telle sorte que Oz soit parallèle à l’axe de rotation de la Terre. Les positions des antennes dans le repère (Oxyz) sont soustraites deux à deux pour obtenir les coordonnées des différentes lignes de base. À l’aide de la déclinaison δ et de l’angle horaire h de la source, on passe alors dans l’espace (u, v, w) par application de la transformation linéaire suivante [Thompson et al., 1991], � � u v w � � = � � sin h cos h 0 − sin δ cos h sin δ sin h cos δ cos δ cos h − cos δ sin h sin δ � � � � x y z � � . (83)

La déclinaison de la source est inchangée au cours de la rotation terrestre, mais il n’en va pas de même de l’angle horaire, de sorte que le point représentant une ligne de base donnée se déplace dans le plan (u, v), comme on l’a déjà remarqué sur la figure XIV.6. La durée totale de l’observation et le temps d’intégration τ_i séparant deux mesures successives complètent le jeu des paramètres permettant de construire la couverture associée à cette observation simulée. La figure XV.6 montre le résultat du calcul de six couvertures (u, v) exemplaires, construites à partir de trois des configurations de la figure XV.4. On remarque notamment le manque de mesures aux plus petites lignes de base.

XV.3.c Le gridding

Les couvertures (u, v) ainsi obtenues correspondent aux fréquences spatiales de la source qui seront effectivement mesurées par l’instrument au cours de l’observation. Or, les champs modèles que nous allons introduire en entrée du simulateur seront échantillonnés sur une grille régulière orthonormée, et pour les raisons qu’on a déjà évoquées au chapitre XIV, il est recommandé de ne travailler qu’avec des tableaux réguliers de données, de façon à pouvoir utiliser les algorithmes de transformation de Fourier rapide, ce qui se justifie, en termes de temps de calcul, dès que la taille des images et le nombre de visibilités augmentent. Dans le cas d’ALMA, le seul fait de disposer de 2016 lignes de base simultanément impose de passer par une étape de gridding.

Le choix le plus simple pour la fonction de gridding G consiste, on l’a dit au chapitre XIV, à prendre une fonction nulle en dehors d’un petit rectangle de taille (δu, δv) centré sur l’origine du plan (u, v) et prenant une valeur constante non nulle à l’intérieur de ce rectangle. C’est ce choix qui a été fait pour le simulateur. Dès lors, il se pose la question de savoir quelle taille de support choisir pour cette fonction de gridding. Pour y répondre, il faut prendre en considération plusieurs éléments. Tout d’abord, cette taille ne doit pas être trop petite, sous peine d’obtenir une couverture sur-échantillonnée, avec de nombreux trous. D’autre part, plus les cellules sont petites, plus les images sont grandes, ce qui peut devenir gênant pour la rapidité du simulateur. Inversement, si la taille des cellules est trop grande, on se retrouve avec une couverture sous-echantillonnée, des trous significatifs du plan (u, v) ayant été remplis artificiellement par la convolution. Autrement dit, si la fonction de gridding a un support trop grand, on va combiner des visibilités relativement éloignées les unes des autres et donc a priori indépendantes, et ainsi fausser la représentation de la brillance. En effet, lorsqu’on corrèle des signaux issus de deux antennes de diamètre d uniformément illuminées, les composantes de Fourier mesurées sont moyennées sur un disque de rayon d. Plus précisément, le poids qui est affecté à une visibilité dépend linéairement de la distance au centre du disque, de sorte que la taille de l’intervalle d’échantillonnage effectif est de l’ordre de d. Le critère de Nyquist impose alors de mesurer les visibilités avec une résolution dans l’espace (u, v) meilleure que d/2. En pratique, pour utiliser les algorithmes de déconvolution, on se place souvent à d/3 ou mieux. Ceci est à relier au problème de l’aliasing, puisque si l’intervalle d’échantillonnage est trop grand, les différentes répliques de l’image vont se recouvrir. Or, le champ de vue est inversement proportionnel au diamètre d d’une antenne unique, donc la taille “optimale” des cellules dans l’espace doit être de l’ordre de d, et plutôt inférieur à cette valeur pour limiter l’aliasing. On a choisi de prendre ici δu = δv = d/2. La figure XV.7 montre les résultats obtenus pour les deux couvertures correspondant à la première ligne de la figure XV.6. Dans le cas de cette configuration compacte, l’échantillonnage est presque parfait sur une grande plage de fréquences spatiales même sans utiliser la rotation terrestre pour effectuer une synthèse d’ouverture.

u (mètres) u (mètres) v (mètres)

v (mètres) u (mètres) u (mètres) v (mètres)

v (mètres) u (mètres) u (mètres) v (mètres)

v (mètres)

Fig. XV.6 – Exemples de couvertures (u, v) calculées par le simulateur. Dans tous les cas, la source est à une déclinaison δ = −23^∘. La colonne de gauche montre une observation instantanée et celle de droite une observation d’une durée de 100 minutes. Les trois lignes correspondent à trois configurations différentes de la figure XV.4, à savoir, de haut en bas, les configurations F, D et B. L’angle horaire initial est choisi égal à h_0 = −5^∘. On note les échelles très différentes entre ces trois configurations.

u (mètres) u (mètres) v (mètres)

v (mètres)

Fig. XV.7 – Couvertures (u, v) rééchantillonnées sur une grille orthonormée. Il s’agit des couvertures illustrées sur la première ligne de la figure XV.6. La taille des cellules dans les deux directions u et v est égale au rayon d’une antenne.

XV.3.d Simulation des observations

Maintenant qu’on dispose de couvertures (u, v) et de leurs versions rééchantillonnées, il s’agit de passer à la simulation des observations. Les distributions de brillance modèles introduites en entrée du simulateur seront des champs browniens fractionnaires, tels qu’on les a définis au chapitre VII. Si l’on devait respecter la méthode de simulation à la lettre, il faudrait, pour chaque vecteur d’onde k mesuré, se donner une visibilité exacte dont l’amplitude serait déterminée selon une loi de puissance dépendant du module de k, et dont la phase serait choisie aléatoirement dans une distribution uniforme entre 0 et 2π, puis rééchantillonner ces visibilités sur la même grille orthonormée. Le problème de cette méthode, c’est qu’assez paradoxalement, elle rend moins bien compte des phases des composantes de Fourier qui sont les mieux mesurées. En effet, la valeur assignée à une cellule donnée est égale à la moyenne^{10} des visibilités tombant dans cette cellule, qui sont des nombres complexes dont les phases sont complètement décorrélées et les amplitudes sensiblement identiques. En somme, la valeur rééchantillonnée sera un complexe dont l’amplitude sera en moyenne égale au rapport de l’amplitude d’une seule visibilité à la racine carrée du nombre de visibilités tombant dans cette cellule^{11}. En revanche, on ne saurait donner la phase de cette visibilité rééchantillonnée. D’un autre côté, si l’on se donne ces visibilités “brutes”, et si l’on souhaite avoir une image de la distribution de brillance modèle, on est confronté au même problème de temps de calcul que celui mentionné plus haut, et donc obligé de rééchantillonner.

La solution de ce probème, c’est probablement de le contourner. Puisque c’est le caractère aléatoire des phases au sein d’une même cellule de l’espace de Fourier qui pose problème, supprimons-le. Cela revient à considérer que les phases des visibilités tombant dans la même cellule sont toutes identiques, et prennent une valeur aléatoire, toujours choisie dans la même distribution. En somme, ce qu’on fait là, c’est considérer que la phase est plus lisse dans l’espace de Fourier que ne le suggère le modèle mathématique, ce qui est parfaitement raisonnable physiquement. En ce qui concerne les amplitudes, rien n’empêche a priori de les construire comme on l’a suggéré plus haut avant de les rééchantillonner, cependant il est beaucoup plus simple de supposer que l’amplitude est aussi constante sur une cellule donnée, de sorte qu’on peut se donner les distributions de brillance modèle directement sur la grille régulière, comme sont construits les champs browniens fractionnaires du chapitre VII. Dans cette approximation, la simple multiplication de la transformée de Fourier de l’image par la couverture rééchantillonnée W donne les composantes de Fourier de l’image sale. La notation W n’est pas innocente. Elle fait référence au fait que la couverture présentée

10On considère une fonction de poids uniforme.

11Qu’on se représente une visibilité tombant dans la cellule considérée comme un pas d’une marche aléatoire dans R^2, chaque pas étant de même longueur. La valeur rééchantillonnée est égale à la position finale du marcheur par rapport à son point de départ, divisée par le nombre de pas.

Modèle de brillance

Configuration F Configuration E Configuration D

Observation longue Observation instantanée

Fig. XV.8 – Exemples de filtrage interférométrique d’une distribution de brillance complexe. L’image de départ est un champ brownien fractionnaire d’indice spectral β = 3 et de taille 1024 × 1024, représenté à l’extrême gauche. Les six autres figures montrent les images sales obtenues dans divers cas. La première ligne correspond au cas d’une observation de type snapshot, la seconde à une observation de durée 100 minutes. Chaque colonne correspond à l’une des trois configurations les plus compactes montrées sur la figure XV.4. Dans tous les cas, on a utilisé les poids naturels. La taille du champ est de 51 secondes d’arc dans chaque direction.

sur la figure XV.7 inclut les poids naturels affectés aux données, puisque la valeur de chaque cellule est égale au nombre de visibilités qu’elle contient. Si l’on désire les composantes de Fourier de l’image sale dans le cas des poids uniformes, il faut prendre comme filtre non plus W mais son support W_0, c’est-à-dire l’image valant un là où W est non nulle et zéro partout ailleurs.

Il est un dernier point à aborder avant de montrer des exemples du filtrage interférométrique de structures complexes et de passer à l’analyse quantitative. La taille des pixels dans l’espace (u, v) est fixée arbitrairement, on l’a vu, et reste identique d’une configuration à l’autre. Seulement, lorsqu’on éloigne les antennes les unes des autres, il en résulte une augmentation de la taille des tableaux représentant les couvertures, et donc de celle des images. Or on voudrait n’avoir qu’une seule taille d’image de façon à pouvoir comparer les résultats obtenus d’une configuration à l’autre, sur la même distribution de brillance. Il suffit en fait pour cela de plonger les couvertures correspondant aux configurations les plus compactes dans des tableaux plus grands, ce qui ne pose pas de problème puisque justement les pixels ont toujours la même taille. La seule limitation est qu’avec des tableaux très grands le temps de calcul devient prohibitif, de sorte qu’on se limitera aux trois configurations les plus compactes, et à des images de taille 1024 × 1024. La figure XV.8 montre, pour ces trois premières configurations, l’exemple d’un champ brownien fractionnaire filtré par le simulateur, dans le cadre d’une observation instantanée et d’une observation de 100 minutes, en utilisant les poids naturels. On voit notamment que le trou central de la couverture (u, v) supprime les plus grandes structures, et que la taille caractéristique des structures présentes dans les images sales diminue avec l’étendue de la configuration. D’autre part, on remarque peu de différences entre le snapshot et l’observation de longue durée, ce qui correspond au fait que la couverture instantanée des configurations compactes est déjà pratiquement complète, et que par conséquent la synthèse d’ouverture par utilisation de la rotation terrestre n’est pas fondamentalement nécessaire.

Ceci étant posé, on va s’intéresser maintenant aux diagnostics du filtrage interférométrique ainsi simulé en utilisant les divers outils de caractérisation des structures introduits au chapitre V. �

CHAPITRE XVI

Diagnostics de l’effet du filtrage

XVI.1 Introduction

Le simulateur décrit au chapitre XV va nous permettre d’étudier les effets du filtrage interférométrique sur des distributions de brillance complexes, telles qu’ALMA pourra en observer dans le milieu interstellaire, et de déterminer les différentes réponses qu’apportent à ce filtrage les outils de caractérisation des structures introduits dans la deuxième partie. Dans l’idéal, ceux-ci devraient être suffisamment robustes pour que leur utilisation sur les distributions de brillance modèles et sur les cartes sales fournissent les mêmes valeurs, ou qu’à défaut la relation entre les deux soit univoque et bien calibrée. On pourra alors dire que l’outil en question permet de remonter aux propriétés des distributions de brillance sans passer par une étape de déconvolution.

Comme on l’a déjà annoncé au chapitre précédent, les champs synthétiques que nous allons “observer” au travers du simulateur instrumental seront des browniens fractionnaires bidimensionnels. Le fait qu’ils possèdent de la structure à toutes les échelles constitue une propriété particulièrement intéressante dans l’optique du filtrage interférométrique, puisque celui-ci est essentiellement de nature spatiale. On a d’ailleurs déjà pu constater visuellement, sur la figure XV.8, la dégradation causée par le simulateur sur ce type de champ. De plus, en ce qui concerne les outils de caractérisation des structures, les browniens fractionnaires présentent l’intérêt d’être entièrement déterminés par l’exposant de leur spectre de puissance et par leur carte de phases. Comme le lecteur s’en apercevra, ce chapitre traitera essentiellement de la question de l’indice spectral, le problème des phases étant abordé au chapitre XVII.

Ainsi, l’objectif de ce chapitre consiste à évaluer le comportement, vis-à-vis du filtrage interférométrique, des différents outils introduits dans la deuxième partie, à savoir le spectre de puissance, les fonctions de structure, la Δ-variance ou encore la dimension fractale, et à déterminer lesquels sont les plus aptes à fournir des estimations fiables de l’indice spectral des distributions de brillance modèles. Plus précisément, on essaiera de séparer les effets de l’incomplétude de la couverture (u, v) de ceux induits par le lobe primaire, et on introduira également un bruit heuristique de façon à tester plus avant la fiabilité des méthodes de caractérisation choisies.

XVI.2 Les modèles de distribution de brillance

Concernant l’implémentation pratique de cette étude, comme on l’a déjà expliqué au chapitre précédent, on se limitera aux trois configurations les plus compactes de la figure XV.4 et on utilisera, comme champs modèles, des browniens fractionnaires de taille 1024 × 1024, d’indice spectral compris entre 2 et 4. Plus précisément, on se donne 21 valeurs de cet indice, régulièrement espacées, et on construit 21 browniens fractionnaires, représentés sur la figure XVI.1, correspondant chacun à un indice spectral différent. Notons que les cartes de phase utilisées pour chacun de ces champs sont toutes différentes, ce qui ne pose pas de problème, comme on le verra dans la suite de ce chapitre.

Pour chacun de ces champs, on applique en premier lieu l’atténuation due au lobe d’antenne. Dans le cas d’une antenne ayant une ouverture de diamètre d = 12 m illuminée uniformément, ce lobe est une fonction d’Airy dont la largeur à mi-hauteur est d’environ 27 secondes d’arc, en se plaçant à une longueur d’onde λ = 1, 3 mm. Le champ de vue, lui, fait un peu plus de 51 secondes d’arc dans chaque direction, la taille d’un pixel étant de 0,05 seconde d’arc. La figure XVI.2 montre ainsi l’exemple du champ correspondant à β = 3, 1. Le fait que l’on ait choisi ce champ plutôt qu’un autre n’a pas de signification particulière. Le lecteur doit bien être conscient qu’on obtient des résultats semblables avec les autres champs de la figure XVI.1.

À partir de ces images propres atténuées par le lobe primaire, on construit ensuite six images sales, correspondant aux deux fonctions de poids (naturel et uniforme) et aux trois configurations les plus compactes

204 XVI.2: Les modèles de distribution de brillance

β = 2, 0 β = 2, 1 β = 2, 2 β = 2, 3 β = 2, 4

β = 2, 5 β = 2, 6 β = 2, 7 β = 2, 8 β = 2, 9

β = 3, 0 β = 3, 1 β = 3, 2 β = 3, 3 β = 3, 4

β = 3, 5 β = 3, 6 β = 3, 7 β = 3, 8 β = 3, 9

β = 4, 0

Fig. XVI.1 – Modèles de distribution de brillance utilisés en entrée du simulateur. L’indice spectral de chacun de ces champs est indiqué sur chaque sous-figure. Les cartes de phase ne sont pas conservées d’un modèle à l’autre.

CHAPITRE XVI. DIAGNOSTICS DE L’EFFET DU FILTRAGE 205

Δα (”) Δα (”)

Δδ (”)

Δδ (”)

Fig. XVI.2 – Atténuation par le lobe primaire. La distribution de brillance d’indice spectral β = 3, 1 est représentée sur la figure de gauche. À droite, on peut voir la distribution obtenue après multiplication par le lobe primaire, celui-ci étant caractérisé par une largeur à mi-hauteur de 27”, indiquée par le cercle noir sur chacune des deux figures. Les axes sont gradués en secondes d’arc par rapport au centre de pointage. La taille d’un pixel est de 0,05” × 0,05”.

(F, E et D) de la figure XV.4. Dans tous les cas, l’observation se fait en mode snapshot, c’est-à-dire sans utiliser la rotation terrestre pour remplir le plan (u, v), et en supposant que le centre de pointage se trouve à la position α = −5^∘ et δ = −23^∘. On a vu très qualitativement, à la fin du chapitre précédent, que la synthèse d’ouverture par ce biais n’apportait pas grand chose de plus dans le cas des configurations compactes d’ALMA. La figure XVI.3 présente les images sales obtenues de cette manière dans le cas de la distribution de brillance déjà représentée sur la figure XVI.2 et correspondant à β = 3, 1. Les remarques essentielles concernant cette figure sont les mêmes que celles qu’on a faites à propos de la figure XV.8. En ce qui concerne l’introduction de bruit dans les données, on en discutera plus loin, sachant bien entendu que celui-ci modifiera les cartes sales de la figure XVI.3. Dans tout ce qui suit, on notera X les modèles de distribution de brillance, et Y les images sales en sortie du simulateur.

XVI.3 Spectre de puissance

XVI.3.a Effet attendu

Comme on l’a dit, l’une des propriétés essentielles des champs browniens fractionnaires introduits en entrée du simulateur est le fait que leur spectre de puissance suit une loi de puissance sur l’ensemble des échelles échantillonnées dans l’image, et l’exposant de cette loi est donc une caractéristique de la distribution de brillance que l’on va chercher à retrouver à partir des images sales. Dans ce contexte, il est logique de commencer par étudier l’effet du filtrage sur le spectre de puissance lui-même.

Le spectre de puissance brut, c’est-à-dire non moyenné azimutalement, est égal, en chaque point du plan (u, v), au carré du module de la transformée de Fourier du champ. Par conséquent, le diagnostic du spectre de puissance doit être évalué dans l’espace des visibilités plutôt que dans l’espace image. Les spectres de puissance de l’image modèle et de l’image sale obtenue dans une simulation donnée, notés respectivement P_X et P_Y , sont alors

P_X = |V_0|^2 et P_Y = |W ( ^P_ν ∗ V_0)]|^2 = |W |^2 × | ^P_ν ∗ V_0|^2,

en rappelant que cette écriture est une version simplifiée de celle de la figure XV.1, en ce sens qu’elle suppose le gridding déjà inclus dans les images modèles, ce qu’on a discuté au chapitre précédent, et qu’elle ignore

206 XVI.3: Spectre de puissance