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d6y50*2F3) � 3* 12 D,5 ,E)3+H3 35 6E),+-*0,505 �+6+,2y3 �(E3+y37 �& $%�� b���� ,2 -6+ 7 D8d 0))0,5 *.3+d 0123 F3) -,2))0�+3) F65) 73 F,d 6053 )2Ed 0770d 8�*+0123 i �3) )*+24*2+3) 	 -3*0*3 84.3773 53 ),5* 35 +3H654.3 -6) �+64*673) i } 773) ),5* 4,5534*83) 35*+3 3773)-6+ F3)  76d35*) F35)3) F2 */-3 F3 432~ 8H,128) 	 76 )34*0,5 -+848F35*3 � 12 D,5 ,E)3+H3 5,*6dd35* 356E),+-*0,5 F3H65* F3) ),2+43) E+07765*3) i �7 3)* *+�) -+,E6E73 123 43)  76d35*) ),035* �,+d 8) 35 -6+*03-6+ 7 D64*0,5 F D25 4.6d- d6y58*0123 .8704, �F67 ��03y3 � I2F+0*� � eccc� � 43 120 3)* 4,5 +d 8 -6+ F3) 8*2F3)4058d 6*0123) ��67y6+,53 �& $%�� ecc b� i }5 43 120 5,2) 4,543+53 F65) 43 *+6H607 � 5,2) 5,2) 05*8+3))3+,5) 250�123d35* 	 76 4,d-,)65*3 F0�2)3 3* �+64*673 F2 d 07032 d,7842760+3 � 35 +3d 6+1265* 12 D07 ) D6y0* F3) +8y0,5)120 53 �,+d 35* -6) F D8*,073) � 3* 12 D3773) 4,5)*0*235* 76 d 6g 32+3 -6+*03 F3 76 d 6))3 F3) 526y3) � 35 *,2) 46)35 43 12 0 4,543+53 73 H,0)056y3 ),760+3 i
� �� �� !�, ����!�" �"' ���#"'  � $,��$� ��"'
��� �� � �'" "� ,� ��"��" �" $� �' � �,�!" $$"
�6 46+*,y+6-.03 F3) 526y3) d,7842760+3) F3 5,*+3 y676~ 03 � 	 7 D60F3 F3 7 D8d 0))0,5 F3) +603) F3 +,*6*0,5 F2d,5,~/F3 F3 46+E,53 � d ,5*+3 123 73 d 07032 d,7842760+3 F0�2) -+8)35*3 F3 +3d 6+126E73) -+,-+08*8) F D62*,�)0d 076+0*8 � 	 4,5F0*0,5 E 035 35*35F2 F3 )3 -7643+ 7,05 F3) *60773) 46+64*8+0)*0123) 8H,1283) - 72) .62* i �7 3)*-+,E6E73 123 73) 7,0) F D84.3773 d 0)3) 35 8H0F3543 � 120 *+6F20)35* 43**3 62*,)0d 076+0*8 3* F,5* ,5 H6 -6+73+25 -32 -72) E6) � ),5* 76 4,5)8123543 F3) F0H3+) -+, 43))2) -./)0123) 120 ,5* 7032 62 )305 F3) 526y3) d,78�42760+3) i �7 �62* 43- 35F65* 5,*3+ 123 43) 7, 0) F D84.3773 ),5* )2g 3**3) 	 462*0,5 F2 �60* d �d3 F3 76 d 8*.,F32*070)83 -,2+ 73) ,E*350+ i }5 3�3* � 76 -+, 48F2+3 )20H03 -,2+ 3~*+60+3 25 �526y3� 	 253 43+*6053 84.3773 � 65F D35 F8F20+3 F3) -+,-+08*8) *3773) 123 )6 d 6))3 ,2 )6 F0)-3+)0,5 F3 H0*3))3 05*+05)�123 � 3)* 5843))60+3d 35*0d-+840)3 � 8*65* F,5583 7 D05*3+64*0,5 35*+3 84.3773) 12 D,5 ,E)3+H3 F65) 73 d 07032 d,7842760+3 F0�2) i � 6E0�*23773d 35* � ,5 0),73 F3) )*+24*2+3) 4,553~3) F65) 7 D3)-643 -,)0*0,5�-,)0*0,5�H0*3))3 � F,5* ,5 4674273 35)20*373) -+,-+08*8) 4,dd3 ) D07 ) D6y0))60* F3 )*+24*2+3) +83773d 35* 0), 783) F65) 7 D3)-643 *+0F0d 35)0,5537 i
�6 y2+3 ' 'ie d ,5*+3 605)0 � -,2+ 25 35)3dE73 F3 F,5583) d,7842760+3) � 76 +376*0,5 12 D,5 -32* 3~.0E3+ 35*+3

����� �� #!������  � �*



32 ''�3 � �0 � �� �0�4� �6 56	 ��0�6	 �� 
�4� 
0 ��6	

L ��#�

M
H

2
(M

�
)

�s� � ' 'ie � � �%$&#�� �� &�� %$ &$#% %� ��� �&��"&���� 
 �%!"� %$#��� �& %$ 
 $��� �� � $� �
2
�� �% %�� "�� &#����� &� ���

���� !�� ��� & ����� &#�% %�
 �� & #����� �� 
 ������ �� 12CO
� 13CO

�&
C18O

��$�$ �& $%�� 	

 �� ����� � 	
�
 �
� �#&� $���� �& $%�� 	

� � �#% %#$
 � �& $%�� 	

� � �$%� $���� � � !�$� %&� 	
� �� �$%� $���� �& $%�� 	

� �
� $
 � �& $%�� 	
��� � �%�
 �� �& $%�� 	
� �� � $� �& $%�� 	

 �� ��

 � �& $%�� 	

� � �$�� �& $%�� 	

��
�$����� �
 ��� �& $%�� 	

�� � ��� �!� !��� "��  �!"#��� ��� & ���� !��  $� ��$%� $����� 	

�� � ��� & ��& �� &�$#&�"�&&� � ���� �
76 *60773 F3) )*+24*2+3) 0F35*083) 3* 76 d 6))3 F3 F0./F+,y�53 12 D3773) 4,5*035535* � )64.65* 123 43**3 3)-�43
�,+d 3 76 d6g 32+3 -6+*03 F2 y6� d,7842760+3 i �5 +3d6+123 5,*6dd35* 123 43**3 7,0 F D84.3773 53 - 32* �*+36g 2)*83 	 7 D60F3 F D253 )3273 F+,0*3 i a0 7 D,5 84+0*

MH2 ∝ Lγ � ,5 F,0* 67,+) 6Fd 3**+3 123
γ
H6+03 � 6H34
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��� ��!"��� ���� �"��" ����� 	 ����� �!���� �� ��4�!��� 
 !� � #� ��� 
 �� ��"���� ���� �!������� ��� �������$"� �� � ������ ��������$"�  �� ��"� �!�� �!�������� $"� �� ������� ������ ����!������

v(x, t)
����� $"� ���

�"���� � �� �� 
 ��� ���� ��� ��"� �� �������
ρ(x, t)


 �� ��� �����"��
T (x, t)

!" �� ������!�
p(x, t)


 �!�� ���
� �� �� �����!���� 
 $" #�� �!������ �� ������� 	 � #���� ��� !"���� ��������$"�� ��"���� �" � ������ �  �� �������
�� � #������ �"� �� $"� ���� ��� ��"� ���� 
 !� ������ ����� ��� �������� �� ��!�������� �!����

Wp
������ $"� ��

�$* (GWR,M,& PFG  LKW  GRPRG JKG LI LIFOGKF &G L (UQNKLGH GER X



����  ���    � � 	��
  ��� �� ���  �� �� �������
�� ��

$"������
Wp(v1, . . . , vp; x1, . . . , xp; t1, . . . , tp)dv1 . . . dvp

���������� �� ��!�������� $"� �� ������� ������ ��
����"�

vi
	

dvi
���� 	 �� �!����!�

xi
�� 	 � #�� �����

ti


�!"��� ��� ��!������� ��������$"�� �" � �� � �� ������� � #"� ��!"��� ��� �"��"���� �!�� �!����"�� ���� ��
�!���������� ��� �������� �!����!��

Wp
 3� � �� � 
 !� ������ ��� �������� �� ��!�������� ���! ����� �"��"���� ������ ��� �� � #��!"��� ��� 
 ����� $" #�"� �!�������!�� �� ��" ���"�� ������ ���  �� �� �� �!�������� �"�

�� ��"� � �� � �� ������� ���� �� �"��� �� �� � ������ 
 � ��� !� �!��������� "������"��� ��� ��� $"�������
��������� ������ ��� �� �� ������� 
 �!��� � ��� �"� � ������� � 
 �  �� �� 
��� ����������  4�!� ���� �"� � #��!"��� ��� �"��"���� 
 ������ �� � ������ ��������$"� 
 �!����� �"� ��� ��!�
������� �� ��� �������� �� ��!��������  � # 4�!� ��� �� �����!������� 
 ��� ���� ��� 
 �����$"� $"� �!"��� �!��
��� ������ ��� ���������!� �� � #!��� ��� ��� ��� ��  �"��� �"�  4�!� ���� � # !� !������� �� � #��!��!� �� ����
�����$"�� ������ ��� ���� �� ����� �� �� � �!��� �� �!�� !�!�!� 
 ����� ���������� 	 ������ $"� ��� �!����!��

Wp�!�� ����������� ���� ������� ��� ��� � ����� ��� �� � #!��� ��� ��� �!!��!����� �� ��� �!����!� �" �4���� �
� #���� 
��������� 
 ���� �� �����$"� 
 ��� �������� �� ��!�������� �� �!�� ��� ������� ��� ����������� 
 �� �� ��"� ���!"����" ����"� �� ������"�� � !4����� �"� � #��!"��� ��� 
 �!�� !� � !���� $� $" #����� ��"���� � #������ �� �!�� �
��� ���������� �"� ��� ��������!�� �!������� ��� �!����!��

Wp
 �� � �� ����� � ������ ���������� ��� �����

�"� ��!������� ��� �������� �� ��!�������� 
&��� � ��� ������"�� � !4����� �!"��� � ��� "�������� 
 !� �!���� �� ������"���� ��� �!����!�� �� �!�������!�
	

n
�!���� 
 ������� ��� �� ������� �� ������� �� ��� ������� �� ��� ��$� 
 ���

Avi1 ,...,vip
(x1, . . . , xp) = E{vi1(x1) . . . vip

(xp)},
�� �!����� �� � !4���� $� ��� ��!�"��� ��

n
�!� �!������ �� �� ������� ������ ��

n
�!����  � � � #!� �� �����

���� �� ��� !� �!"��� ��� �!� �!������ �!��������� �!�� ��� ��� �� 
 !� ������� �� �!����!�� � #�"�! �!�������!�
	

n
�!����  3 #�"��� ���� 
 �� �"��!���� � #��!"��� ���  !� !���� 
 ��� �!����!�� �� � �"���� ��� ����� $"� ���

n−1
��������!��

ri = xi −x1
�!"�

2 6 i 6 n
 �� ������"���� 
 !� "�������� �� �!����!� �� �!�������!� 	 ��"�

�!����
Avi,vj

(x1, x2) = E{vi(x1)vj(x2)}

 $" #!� ������ �� ��"� �!"���� �!"� �� �!�� �

Avi,vj
(r)


 !�
r
��� ����

	 �� ��������!�
x2 − x1

 ���� 
 !� �!��������� �!"���� �� �!����!� � #�"�!�!�������!� 	 ��"� �!���� 
 $" #!�
������ ���� "� ��"� ������

Avi
(r) = Avi,vi

(r)

 �� $" #!� ��������� ��"����� ��� �!����!� � #�"�!�!�������!� 


���� ��"� �� �������!� 
�� �� ���� ������ ��� ��� �!����!�� �� ���"��"�� 
 ������� ��� �� ������!� ��������
Svi1 ,...,vip

(r) = E
{
[vi1(x + r) − vi1 (x)] . . .

[
vip

(x + r) − vip
(x)
]}

,

!� � #!� � "������ � # 4�!� ��� � # !� !������� �� �� ������� ��� ��
x

"� ���"� ��� �� �� �!����!�  �!� � � �!"�
��� �!����!�� �� �!�������!� 
 !� � #����������� �!"���� �" ��� !� ��� �!� �!������ �� �� ������� �!�� �!"��� ���
� �� �� 
 � #����	����� �"� �!����!�� �� ���"��"�� � #!����

p
�� � ������ �!"� �� �!�� � $� 


S(p)
vi

(r) = Svi,...,vi
(r) = E {[vi(x + r) − vi(x)]

p} .3 #�"��� ���� 
 ���� �� ������� ��� 
 �� ��� ����������� �� �!�������� � #!��������!� �� �� ��������!�
r
��������� ���

	 � #���
i
 �� ������ ��� �� ��� �!����!�� �� ���"��"�� � #!����

p
�!�� ��"������ �� ���������� 


L(p)
vi

(r) = E {[vi(x + rui) − vi(x)]p} �� T (p)
vi

(r) = E {[vi(x + ruj) − vi(x)]p} (i 6= j).

���� � # 4�!� ��� � #��!��!��� 
 ��� ��"� �!����!�� �!�� �� ���� ����� �������� �� �� �!� �!����� ������"�����
�� �� ������� $" #!� �!������� 
 �� !� �!"��� !� ����� � #������ �!�����!�����  �� ��"��    � � !���� "� �� �� �
������������ ��� ��"� ��� 
 �!�� ��"����� �� ����������  �!�!�� ���� $"� 
 ���� �� ��� � #"� � �� � �� �������
��������$"�� ���  !� !���� 
 �� �� ���� "�� ������!� �������� ��� ��� ����� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"�
� #"�� �!� �!����� $"���!�$"� �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �� ����� � �� � �!��!����� 
 	 ���!��
S(2)

vi
(r) = 2 [Avi

(0) − Avi
(r)] ,

�"� ��$"���� !� ��������� �" � � � �� $" #!� � ����� 	 ��!�� �" � ������ � 
���NPF LG QVI PRFG �� X�%2NKRGW LGW S PRGWWGW WNER WK  NWUGW  FPWGW IK H �HG PEWRIER X�&#I ENRIRPNE

E
&UWPOEG L (GW UFIEQG H IRVUH IRPJKG ! "NFH ILPWIRPNE &G LI ENRPNE &G HN1GEEG �SNPF LG QVI PRFG �� � X�)DE  GKR UOILGH GER &U�EPF LGW "NEQRPNEW &G WRFKQRKFG &G QG R1 G GE  FGEIER LI FIQPEG

p	
 � &G LI "NEQRPNE
S

(p)
vi

! &G "I�NE MQNEWGFSGF LI & PH GEWPNE & (KEG SPRGWWG X
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�!�� � !� � #� ��!$"� "� ��" ��" �  �"� 
 !� ��"� �����"�� "�� ����4�� �" � �� � �� ������� �� ���� ���� �!� �!������ �� �!"���� $�  ��� ��!������� ��������$"�� �������� ���� � #������ ������ ��� ��� �!����!�� ��
�!�������!� �!����� ��!�� ��� �$"�������� �� �!"���� 
 �� $" � �� ��� 	 �!�������� ��� �� ������ �� ������� ��
� #��!"��� ��� 
 ������ �!� � � ��� ������!�� ��� �� �!"���� ��� �!����!�� �� �!�������!� 	 ��"� �!���� 


Pvi,vj
(k) =

∫
Avi,vj

(r)e−2iπk.rdr
!� � #���������!� ��� ����� �"� � #�������� ��� �� ����� �����������

r.

����� $"������ ��� �!� ����� �� ����� $"� Pvi,vj
(k) = P∗

vj ,vi
(k) = Pvj ,vi

(−k)

 �� ����!� ��� ��!������� ��

�4� ����� ��� �!����!�� �� �!�������!� 	 ��"� �!���� 
 �� �" ���� $"� ��������� �!�� �������  3� ��"� 
 �� � ������
�!�����"�� ��� ������ �������� �� ������� ��� ��� �������� �!������ 
 �� �!��� $" #�� ������"���� ��� ���� ����
����!��"� �!�� ��� ����� �!������ !" �"��  �� ������� �!"��� � ��� ��� �������� �� ������ �� �"������� ���
�!� �!������ �� �� ������� �"�$"����� ��� �� ����!����� 


Pvi
(k) =

∫
Avi

(r)e−2iπk.rdr
�!"� � �$"� �!� �!�����

i.

���� 
 �� ����� Pv(k)
�� �� �����"� ��� ����� 	 �� ������!�� �� �� �!"���� �� �� $"������

E {v(x + r).v(x)}�� � �"� ��� ���� �� ��� ���� ������� ������� �� �"������� �� �� ������� 
 ���� ��" � �� �������!�  ��� ��$"!��
��� ������ $"� 
 ���� �� �"��� 
 !� � #�"�� ����� $" #	 "�� ��"�� �!� �!����� �� �� ������� 
 	 ���!�� ����� ������� ��
	 �� ����� �� ����� 
 �� !� ���� "� ��"� �� ������� �� ������� �� ������� �� �"������� �� �� ������� �!"��������� �� �� ����� �� �"������� �� ����� �!� �!����� $% 
� #�� �!�� ���!� �!����"� ���� ��� �������� Pvi,vj

(k)

 $"� �!�����"��� "� �����"� � #!���� ��"� ���������� #"� �����"� ������ ����!���� 
 ��"� �����"����� ��� ���� ���"��� 	 "�� �!����!� �������� � #"� �������� 
 �� ����

� ����� �!"�� �� �!�� ���!� �� �������!�  �� ������ ����� �� �� ����� �� ����� �� �� � #��!" ��� ��� �� �!���������
� #���������!� �" ������� �� �"������� �� �� ������� �"� �!"��� ��� �������!�� �!������� �" �����"� � #!���

k



�!��$"� �� �!�� �
k
�� �� ������� ��� ���� 
 �!��

E(k) =

∫
Pv(k)δ(|k| − k)dk.

�� � ��� 	 ��!$"� ����� $"������ ��"�  �"� 
 �� �������� $"� 
 � #����� �!�� !�!�!� 
 �!� �!� �!���� ��� ����
�� �!� ���� �������� �" �� "�� �!� �� �� �!�� � E(k) ∝ k−5/3  �� �!���$"���� 
 �� ������� �� �"������� �� ��
������� �"�� �� �!� Pv(k) ∝ |k|1−n−5/3


 !�
n

��� �� ��� ����!� �� � #������ 

� ���: �� � �
 ���
� ���� �����
3� � ������ �������� 
 ��� �� ������ �� ������� Pvi,vj

(k)
�!��������� � ��"�!"� ��"� � #�� �!�� ���!� $"� ��

������� �� ����� �� E(k)
 ��� ������ 
 ���� �� ��� �� �� �"��"����� ��!��!� � 
 !� � !���� $"� �� �!����������

�� �� ������� ��� �"� �����  �� ���� 
 ����� �!���� � #��!��!��� 
 � #�� �!�� ���!� �� �������!� �!����"� ���� ����������� �� ������� �� � �"� ��� ����� $"� ��
k

 � � 
 ��� ��"�� �����"�� � #!���� ��"� ���������� ��� �!����!�
�- �K  NWNEW JKG L (NE QVGFQVG KEG WNLKRPNE VIFHNEPJKG M L (UJKIRPNE &G 	 ISPGF,�RN
GW ! GE ENRIRPNE QNH  LG(G X #G RGFH G ENELPEUIPFG

(v.∇)v
WG RFI&KPR ILNFW GE RGFH GW &G SGQRGKFW & (NE&G  IF KE QNK LIOG &GW H N&GW ! QNFFGW NE&IER IK QNK LIOG &GWUQVGLLGW &UQFPR  IF LI QIWQI&G RKF/KLGERG G.N G ! )IIIJ X�A�E WK  NWIER L (PWNRFN PG ! NE I &G RNKRGW LGW H IEP+FGW LI FGLIRPNE

Pv (k) = 3Pvi
(k)

! JKGLLG JKG WNPR LI QNH  NWIERG
i
X



����  ���    � � 	��
  ��� �� ���  �� �� �������
�� ��

$"� � #!� ��"� �!�� �� 	 ������ �" �����"� � #!��� �!�� �� �����"� "����
1
�� �� �����"� �!�� ��� ���� ���� �!��

kikj

 � #!� �� �!�� � ���������� �" �����"� ��� �� ������ �� �������

Pvi,vj
(k) = B(k)δij + C(k)kikj .

3 #�"��� ���� 
 �� ����"���!� �� �!"���� �� �� �!�����!� � #���!� ������������ �� � #��!" ��� ��� 

∇.v = 0


 � #!��
����� �� ��� ��$"��� $"� �� ��������!� ��� ����!�� 	 "�� �!!��!���� � #������

xj
������� 	 �"�������� ���

ikj
�� �!"����$5  �� � #���"�� $"� �� �!�����!� � #���!� ������������ � #�����

k.v = 0

 �!�� ���!��

∑

i

kiPvi,vj
(k) =

∑

j

kjPvi,vj
(k) = 0,

�� �"��������� ��� "�� �!� �!����� �� �� ������� 

� ������ �� ��� �$"���!�� �� �� �� �������!� �" ������� �� ����� �� 
 !� !������ ��� �!�� �� ��
B

��
C




Pvi,vj
(k) =

E(k)

4πk2

(
δij −

kikj

k2

)
.

3�� �!�� �� ��� ������� �!�� !����"�� ���� � #������ ������ 
 �� �����$"��� ���  4�!� ���� �� �!�� !�!�!�
�"� �!����!�� �� ���"��"��  3��� �� ��� 
 � # 4�!� ��� � #��!��!��� �� ���$"� <� !��� � ��� �!� 
 !=��> $"� �������"� � #!���� ��"� �!�� � ��� �!����!��

Svi,vj
(r)

��� ����������� ��� "�� �!�������!� �������� ��� ��"���"�� �����"�� ���������� ��� �!����!� �!�� �� 	 ������ �" �����"�
r


 	 ���!�� �� �����"� "���� �� �� �����"�
�!�� ��� ���� ���� �!��

rirj
 � �������� ��� �!����!�� �� ���"��"�� � #!���� ��"� �!�� ��"������ �� ���������� 


!� �
Svi,vj

(r) = T (2)(r)δij +
[
L(2)(r) − T (2)(r)

] rirj

r2
.

�� ���� 
 ���� �� ����� � #"�� �"��"����� �! ����� ���  !� !���� �� ��!��!�� 
 !� ��"� � !����� <&!�� 
 �@@@>$"�
Svi,vj

��� �������� ��� ������ ���� ��� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"� �!�� ��"������  � � 
 � #������� ��"� ��� �  4�!� ��� �� �!�� !�!�!� 
 !� ��"� ������ "�� ������!� ��� ����!������ �!����� �� �!�� � ��
����� �!����!� �"� ������ �!����� �� � �4�!��� 

L(2)(r) = (εr)2/3f(r/ld),

�� ��������� $"�
ld

��� � #�� ���� �� �!�� !�!�!� 
3��� �� ��� ��� ��� �!����� �� ��4�!��� ������ 
 �� $"� �!�����!�� 	 "�� ����!���� �� 	 "�� �� ���� ��
���������!�

ld
�"���� 
 �� ��������  4�!� ��� �� �!�� !�!�!� �� ���$"� $"�

f
���� ���� "�� �!�������

C"���������� �� $"� ���� �� ��� !� � ������ ���

Svi,vj
(r) = C(εr)2/3

(
4

3
δij −

1

3

rirj

r2

)
.

�� �!�� � �� �� �!����!� �� ���"��"�� �!�� ��"������ ������ ��"�  �"� �� ���������� �"� !����� �������
p$"���!�$"��  �� ���� 
 ���� �� ����� ���  4�!� ���� �� �!�� !�!�!� 
 	 �� ��� ��� ��� �!����� �� ��4�!���

������ 
 �� �� � #!� �� � ���� ���� �� �!� ���� �������� 
 �� �!����!� �� ���"��"�� �!�� ��"������ � #!����
p
�� ��"�

�������� $"� ��
ε
�� ��

r

 �� $"� �!��� 
 ��� ����!������� ���

L(p)(r) = Cp(εr)
p/3 !�

Cp
��� "�� �!������� "����������  ���

�� ������"���� 
 !� � �� �!� ���� "��� $"��������$"��� ��# �� �!�� !�!�!� 
 L(3)(r) = −(4/5)εr

 ������ ����

�� ��� �� � # !� !������� �� �� � #��!��!��� �! ����� 	 �!"��� ��� �� ����� 
 � ��� ������ ��� ���� ���� �������
������� ������� ��� 
� ���: �� �
� ��� ��
� �
 �� ������
 �
 7� ��������
3� �!����"��� � ��"��� ������� ������� ��!�� ��� ���� ��� <������ �� ., -/1
 !=�?>� � !������ $"� ��� �!���
��!�� �� ���"��"�� �!�� ��"������� �"����� ��������� ��� ��� �!�� �� �"������� �� �!����!� �� � #�� ����

r

 � ���

���� ��� ���!�����
ζp

��������� �� ��"� ������� ��� �!�� !�!�!�  �� �!������ �� ���� $"�
ζp < p/3

���
�E*GQP  IFQG JK (NE QVGFQVG &GW WNLKRPNEW &K QVIH  &G SPRGWWG WNKW LI "NFH G

exp (ik.x)
X
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$" #!� ������� � #!����

p = 4
 �� !������ �!�� "�� �������!� �" �!� �!���� ��� ������" ���� �� �!� ����

��������  3��� �� �!� ���� ���������� 
 � #����	����� �"� ������� �� ����� 
 !� � #��������� �"� �������� �!�� ��"�������� �� �� �������
�  �� !������ ��!�� ������� ������� ��� $"� �!"� ��� !�����
p > 4


 ��� �������� ��
��!�������� �� ��� �������� ���������� ��� ����� �!����"�������� �!���� ��� � ��$"���  �� ���� 
 ��� ����� ���
���������� ������ ��� ���� ��� �������� �� ��!�������� ��� ������ ���� �� ������� �"����� �� 
 4 �!� ���� �"��� ����� �����������
$ 
��� �������� !��������!�� �!�� ������������ <� �� ���� 
 !==�> �!� � � ��� ������"��� � #"� � ��!���� � #������
� ������� 
 �� $" � ������� $"� ��� ���������� � #����� �� �!�� ��������� ��� �� ��� �!������ ���  ����!�����  ��� 

�� � !� "���������# �!�� ���� ���� ���� "� ���� ����� 
 ��� �� � #�� �� �!� ��"��� ��� �� �� ������� ��������$"�
�"� �� ����� ����������� � ��� ������ ��� �� �� ���������!�  3��� �� ����!� ������ ������� �� �� �"��"����� 
 ���
���������� � #����� �� �� �� ���������!� �!�� �! ������� ���� � #������ �� �� ����� 
 �� $"� �!������� � # 4�!� ���
� #�"�!��� ������� �� �!�� !�!�!�  �� ������� <�!�� !�!�!� 
 !=��> 
 ����� $" #��"" !� <��"" !� 
 !=��> 
 � ��!�
�!�� �� ��� ��� �����  4�!� ��� �� �"��!���� $"� ��� ������ ���� �� ������� ��� ������ � #"� �!�� ����� ��
���������!� �! ���

εr
	 "�� �������� �� ����

r

 ��"��� $"� �" �!�� ����� �� ���������!� � �!���

ε


� # ����!������� �� �� ���������!� � #����� �� ���� ��� ��!"��� ���� �"��"����� 
 $" #!� ����� �� ��� ��$"�� 
 �"��
���� �� � #������!��� �"� �� ���"��"�� ��� �!��� ������������  ������� ������� ��� 
 !� !������ ��� � ��� ����
�� �!��� �!������� 
 �"�$"��� �!�� ���! ���� ��� ��"� �� ���������!� ������ ��� ����!�� 	 ��"� �����!����
� ��� <���!� ., -/1
 !==�>  �� ����� $"� ��� ���"��"��� � ��� ����"��� �! ������� �!�� ����� 	 � #������ �������
�� �� ���������!� <&!���� ., -/1
 !==?> �� �!������ ��������� �� ��� ��$"�� 
 �!� � � �� ���� &!�� <&!�� 
 �@@@> 
 $"� ��"��� ��� ��������$"�� � #!����
����� 
 ������ �"� ������� �� ����� 
 �!�� ���������� ��� ���"������ ��� ��� ����"�� �� �� � �!��� �� �!�� !�!�!� 
3��� �� �!������ �� �� ������� � #����� �� �" ���� ��� ��!" ��� ���� �"��" ����� 
 �� ��� ��"� �� �!����� ��
� #���������� �"� � ��!� ���� ������ ����� �� ��"� �� ��������� ��������$"� $" #	 � #������ ������� 
 ���� �����
$"� ��� �������!�� ������� ������� ��� ����!�� 	 �� � �!��� �� �!�� !�!�!� �!�� ������� �"� ������� �� ����� 
�� ��"� ����� !��� ������� ����� �" ���� $"� 
 ������!$"�� ��� 
 ��� � ������� �� � #��� ����!� � #����� �� 	 ���
�� ����� ��� ������ - � *.+*. �!���� ��� �" �4���� � ��"��� 

� ���� �� ����� �
�
 ��� ��� ��� ������ ���
 ���� 	�
�� �� �

����� �� �
� ����� �� � �
 �� ��������� ������ ���
 ���� 	�
�� �� �
 ���� �

�� �������� �� � �� � � ������$"� ���� "� � ����" ���������� ��� �!���� 
 ��� $"� �� � �� 
 �� � !���� ���������
� ��� �� �!� �!���� ��� �4��� �$"� 
 �" ���� ��� �!���� ������!� ������$"�� $" #�� ��� ���������� �� �!��������
���� � #�$"���!� �" � !"��� ��� ��� �!��  �� �������� � #��� ���� ��"���� 
 !�������� 	 "�� �$"���!� � #����"���
��� ��� �!���� 
 � ��� ����� !��� �!"����� �"� �!�� ��� ��� �!���� �� ������!� 
 �!� ���$"� ���!�� �� ��!���� � 
�� ��� ��� ������ �!������ 
 �" ���� �� ��������� ����!� �� ���!��

 
 � #!������ ��� �$"���!�� ��� ������ �� � ��
����! 4��!�4��� �$"� ���3 � ������ 	 ������ ��� �$"���!�� �� ���� �� �� � �����$"� ��� �"���� �� ���
�$"���!�� �� � ��#��� 
 ���$"����� � #��������

∇.E =
ρe

ε0
, ∇.B = 0, ∇ ∧ E = −∂B

∂t
, ∇ ∧ B = µ0j +

1

c2

∂E

∂t
,

!�
ρe

��� �� ������� �� � ����� ��
j
�� ������� �� �!"����  &!"� ��������� 
 !� �!������� �!"� � #������� �� ���

� #"� � ����" �������� ��� �!����  3��� �!"� ��� ��� 
 !� ��"� ������ �� �!��������!� �� �� � ���� 
 �� ��������� ���������� �� �� �������� �$"���!� �� � ��#���
� 


∇.(∇ ∧ B) = µ0∇.j +
1

ε0c2

∂ρe

∂t
= 0 ⇒ ∂ρe

∂t
+ ∇.j = 0.

� � �� �!��"������� �������$"� �" � ����" ��� �"� ��� � ��� ������ 
 ��� �����"����� �!���������!�� �� � �����
�! ����� �!�� ������� ���� ������� ��� 
 �� �!��� $" #!� � "� � ����" � �!����� ��� ��"��� 


ρe = 0
 3� ��"� 
 ��
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� #!� �"��!�� $"� ��� � !"��� ���� �" �"��� �!�� �!� ������� ����� 
 �� ��� �!���� �� �� ��� ����� �� �!"���� ��
�������� ��� 
 �� �!��� $" #!� �

∇ ∧ B ' µ0j

 �� ������� �� �!"����

j
����� ��!�!���!������ 
 �" ���� �� ��

��"������� � �!���� �" � ����" 
 	 �� ���������
ui−ue

��� �������� ��� �!�� �� ��� ������!��  3��� ��� �!�����!��
�" � ����" �������������� �� �"� �� ����� !�������� 
 ����� ������� ������������� ��� ������ ��� ��� ������ �� ��������� �������� ������������$"�� ��� ��!"��� ���� 
� ���� �!��� $"� ��� �!�����!�� ����� �!�� �� ������!�� �� �!�� ���� "� ��� �� ������������$"�

τc
��"� �!"��

$"� �!"��� ��� �"���� �� ����� �� ����� �� �� �4��� �$"� 
 !� ��"� �!�������� $"� ��� ������!�� !�� 	 �!"�
������� "�� ������� � #�$"������ ��� ����!�� �"� �!�� �!���� ��� �� ������!� �� �������

v′
e = −eτc

me

(
E′ + v′

e ∧ B′
) !�

E′ �� B′ ������������ ��� � �� �� ���� �� ����������� ��� �!�� 
�� ��"� �� ���"��� �� ������� �� �!"����

j = −neev
′
e

�"�� 
 �� "�������� ��� ������!�� ���!�� ��� � �� ��
���� �� ��� �!� ������� ���� 
 �!��

B′ = B
��

E′ = E +vi ∧B

 !�

vi
��� �� ������� ��� �!�� ���� �� �����������

�� � #!��������"� 
 !� !������ ������ ��� "�� �$"���!� � #��!�"��!� �" � �� � � ������$"�
∂B

∂t
+ ∇ ∧ (B ∧ vi) = $∆B

!�
$ =

me

nee2τcµ0

��� �� �������� ��� �������$"�
.

����� �$"���!� 
 �!"���� 	
∇.B = 0


 ������ � #��!�"��!� �" � �� � � ������$"�  �"��� 	 � #��!�"��!� �4���
� �$"� �� �� � ������ 
 !� � #!������ �� �������� $"� ��� � �� �� �������$"� �� � ������$"� �� �!���� ��� �!����
F i

��
F e

�"� �!�� �� �"� ������!�� 
 ���� ������� ���  � � 
 ��� ������!�� ����� �� �$"������ 
 ��� �"���� ����!��
�������� �"� �"� 
 ��� ��� �!�� 
 !�� "�� ���"������ −F e

 &�� �� ������� � � #����!��������!� 
 ��� ������!��
�������� �!�� �"� ��� �!�� "�� �!���

F e

 �!�� ��� �������� �!�� � �� �� � !"��� ��� ��� "�� �!��� �!����

F m = F i + F e
�!�� !� ��"� � !����� $" #���� � #�����

F m = j ∧ B =
1

µ0
(∇ ∧ B) ∧ B =

1

µ0
(B.∇)B − ∇.

(
B2

2µ0

)
,

�� ���� ��� ���� � ������������ �� �����!� � ������$"� 
 � #!��!���� 	 �� �!"��"�� ��� ������ �� � �� � 
 ��
�� ���!�� �� ������!� � ������$"� 
 � #!��!���� �"� ��������� �" � �� �  ����!�"����� ����� �!�� � ����
� #�$"���!� �� � ��������!"�� 
 !� !������ � #�$"���!� � #��!�"��!� �� �� ������� ��� �!��
∂vi

∂t
+ (vi.∇)vi = −1

ρ
∇

(
p +

B2

2µ0

)
+ µ∆vi +

1

µ0
(B.∇)B.

���� � #�$"���!� � #���!� ������������
∇.vi = 0
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��� �$"� ���!�������� �� ������ 
� ���� �� � �
 ���
� 	��	������
� ��� $"� �!"� �� ������!�� ��� 
 ���� �� �"��� �� �� ������� 
 �" ��� �� �� � �����! 4��!�4��� �$"� 
 �� � #��
��� ��� � !��� ����������� �� ������� �������� ��� ���" ����� !����"�  �!"� � #��!�� 
 ��� �$"���!�� �� �� ��3
�!������� ��!�� �4� �� �� � !�� �� �������!� �"�!"� �� �� ���"���!� � #�$" ������ ���� ���� �!�����!����� 	 "�
� �� � � ������$"�

B0
 !� !���� �� 	 "�� ������� �"���  � #"� �� ��� � !��� ��� ���!� ��������� 
 �!�����"�

� #!���� � #� ����� �� ��!������� �� �!�� �" � �� �
B0

	 "�� �������
vA

��!�!���!������ 	 � #��������� �" � �� � 
�� �������!� �� ������� �� ����� �� � �� � �!�� ������� ��������� ��� 
 �� ����� �!��� $" #!� � �$"��������!� �����
��� ����� ��� ������$"� �� � ������$"�  3�"� �"���� � !��� 
 � #"� ��� ���� �� � #�"��� ��� ��� 
 �!�� �!�������� ��� 

�� �� �!�� �!�� ��� ��!���� ���� ����� �����!� 
3��� ��� �!�����!�� 
 $"���� � �"� ���� �� ���"�� � #"�� �"��"����� � �����! 4��!�4��� �$"� ���!� ��������� �
� � � #!� ���� � # 4�!� ��� $"� 
 � #"�� ���� 
 ��� ���� �� �� ���������!� ���$"�"��

µ∆vi
�� ���������

$∆B
��

�!�� �� �!������ $" #�"� ������� �� ����� �� $"� 
 � #�"��� ���� 
 � #��� ����!� � #����� �� �� ���� ����$" #����"�����
� ��� �"� ������� �� ����� 
 !� ��"� ����!������� ��� � ����� $" #�� �� ������ "� �!� ���� ��������  ��������� 

"�� ��������� �!���� ������ ���� �� ��� �"��� ���  4��!�4��� �$"� ��� $"� �� � ��� � ������$"� � !4��
B0

�� ��"� ��� ���� ���!�� ���� �� ������� ��� ��� � !"��� ���� �"� ������� �� ����� 
 ����� �!��� $" #��
������ ��� �� ������ ��� ��!������� ��� !���� � #� ����� 	 ��� �� �����  �� ���� 
 !� ����� � ��������� $"�
�� �"��" ����� ��3 ���!� ��������� ��� ��!������ ��� �� ���"���� ��� ���������!�� �!�� ��������� �� ��$"���
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� #!���� � #� ����� �� ��!������� ���� ��� �������!�� !��!���� �� �!�� ��� ������ �" � �� � � ������$"�
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 �� �� �!���� ��
��4�!��� ��� � ���� �� �� �!���� �� � �� ����� <&��4 
 !===>  �!�!�� ��������� $"� � #����!� �� ���!� �"���
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&!"� �!���"�� 
 �!"� ���!�� ��!$"�� ��� �!"���� �� � #����� �� ��� ����� ���� �� ������� �"��"�����  �� ��� ��� �
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 �� ����!� ������������ ��� �� � # ����!�������
�������� �� ����!����� �� ��� ��� ����!�� 
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 ��� $"� ���"� �� �� ����� �� 
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�� �������� �" ������ �"�� ���� 
 �� $"� ��!�!$"� "� ��������� ��� 	 ������ �� ���� ��� ���"��"��� �" � ����"
�������������� �� ������!�� � ����� "�� ����� �� ������$"� !��!���� �� ����� �� ������$"� �"��"����� 
.

��� ���������!�� ����� �"���� ���� ������ "� ��������� � #����� �� �� � #�� �"���!� ����!�"� �" ��� � #"��
����!���� ����� ������"��� �"���� 
.

��� !���� �� ������� ���� �� ���$"� ������ �� �� ����� �� ����������� "�� �������� $"������ � #����� �� ������$"�
�"� �"���� ��������������� 
 	 �!�����!� $" #�� �� ���� "�� ��4� ����� ����� $"� �� ���!� ������!� �!��$"� � #!���
��� ������ �� ������ ��� �!"�� � #����� �� ��� ����� �!�� �� �� �!� ������!� 
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�� �!�������!� ��� �"���� � !���"������ ������ ��� ��� "�� ������ �� ��"� ����� �� �!��������� �� ���������!� 

$"� � �"� ���� �!������� �� ����� �� ������$"� �"��"����� 
.

��� ����� ���������� ��� ��!���� �� �� �� ��� �� � � ���� �" � ����" �������������� �� �"� ��� ������ �� � #����� ��
��� ������!� 
.

��� �!�� ���!������ ���"� �� ��������� ��!���� � �"��� !" �� �!�� ���!� �!�����"��� �� �� � �� � ���!� 	
� #��� ����!� � #����� �� ���� �� � ����" ��������������  �� � #�� �� ��!������ ��� �� �� �!"��� �!� ������ ���� ���
��� �!�� �� �!�� ���!� � #��!���� 
.

� #�������!� ��� ��� �!�� 	 �� 
 $"� �� �!�� ��� �� �$"������ �� ������!� ���� �� � ����" �����!����� 
 ��������
�� ��� �������������� �"�$" #	 ��� �������� �!� �������� �"� �������� � ��� �$"�� �� � # 4��!���� �!���� �� ���
��� �!�� 
.

��� �"����!�� �� ������ "�� ������ $"������ �� � ������ ���� �� � ����" �������������� 
 �� �" � �����������
����� �� � #����� �� ������$"� 
� #��� ����!� � #����� �� �"� �� ����� ���������� ��� !@@ � � �!"� ��� �"� ���"���� ���"�� ��� ������ �� �"����!��
	 @ 
! �� �!"� ��� �!�� � ��!������� �!"����� ����� � ����� $" #�� � #�� ���� �� ���� ��� �� �!� ���� �������� �!"� ��
�"��"����� ��������������  ��� ������ 
 ��� �� ����� ������������ �!�� ���!�� ��"� � ������ ���� �� � ����" ��!�� 

� #����� �� $"� � ��� ��� �" � ������   
 �� $"� ���"�� � #�� ������� � #"� �!� ���� �������� �"� � �"���"�� !�����
�� ������"�� 
 �" � !�� � �! �� ��� ��� �!�� �� �!�� ���!� ��������� 

�



�������� ��	
��

��� ���� � ��� � ���� ��� �� � ����� � ������ ��

���� ! � �� 
 � � �!��������4 !� �"������"��4 ���������� �� �����!�� ���� �� ����!� �� ����4 � 
��@ �! !"#$ %&'& ! � ���� ���� � � � � !��� () *+, -+,. / 01 2 345 6,2 . *,672. 8+97 : ;<2=,> 2 ? @9+.A





������ �� ��
	
����� � ������ �� ��� ��� �
����

�� �� �� 

����
 �� 
�
 	���������� 

� #!��������!� �� �!����"� � ��!� ���� �� ��!�"����� �� ���!� ������� � ��� ���!��!���� � !���� $" #��
���� ��������� � !4����� ������� ���� ��� ����"�� � ��� ������� $"��� �� �!���� � #������ ���� ��! �� 
 �� $"�
��� ����"�� �� ��� ������ ��� �" �!"���������� ������"���� � #������ ���� �!�������� 
 �!"��" $"� ��� ���� ����
�!���� �� �!���� �"� ����  � ���� 
 !� ���� ���"������ ��� $"� �� � #!� �!"� 	 ���� !" ���� "� ����� �!���� ��
�!�� 
 �� $" #!� �!� ��� �� �!���� �� �!�� $" #!� !������ � #"� !" � #�"��� ���" ���� 
 �� ��� ���� ��!����� $" #!�
�"�� �����!� �"���� �� ���� $"� �� ����  �� �"� �� �� � �!��� ��� ��!��������� ��� �� �!�� ������ �� ��!���� �
�� �� �!� ������� ��� ��!������� ��� � !4����� $" � ������������  &!"� ���� !� ������ �� ��!��������

P(E)� #"� ������ ��� E �!� � � ����� "� �!���� ������������ 9 *+))+ / +-+ �� ���$"���� �������� � #��������!�
�� ��� ������ ��� �" �!"�� � #"�� ����� � #����������� 
 �� $"� ������ ����!������ �" �" �� � #���� ��� �" � �"
�� ���� !" ����  &!"� ���� ��� ����� 
 �� !� �����"� "� �!����

N
�"� ��� � ��� ����� � #����������� �� $"�

� #������ ��� E �� ��!�"��
NE

�!�� 
 !� �"�� ����!� �� ������ ���
P(E) ' NE/N


����� ������������!� ��� �!"� 
 ��� !� �� ������� ��� �� $" #!� ������ ��� "�!���� �"� ��� � ��� �����
� #�����������# !" ���!�� �� $"� ������� ������� ��� ����� ����!� �� ���!�  &!"� ���!"��� �� ��!���� � 
 �� ���
� #"���� �� ������ �� ����$"�� ��� �� ��!�������� � #"� ������ ��� E �!� � � �� ��� ��� �� �� ���$"���� ��������
�������"� 
 �!"� "� �!���� � #����������� ����� 
 �!��

P(E) = lim
N→∞

NE

N
.

����� �������!� 
 �!�� ������ ��� �!� � ���� <�!� � ���� 
 !=��> 
 � � #�������� �� �!���� �� �!����� � �� �� ����$"� �� ��!�������� �"� � #!��������!� $"!��������  ��������� 
 ���� � � #���!���� ���� �� ���!��� �"� � # 4�
�!� ��� �!��� �� � #�� ������� � �� � �� ��� ��� ���� 
 �� �� ��"���� ��� �!���$"��� ���� �"��� ��!���$"� $" #!�
�!"����� �� �!" ����� �� ���� $"� �!��� �� ������ �� �� � �!��� 
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 !=��>  � ��� �!������� � #"�� ���� ��� ������ ���� �!� � � ��� ������� � #"�
�������� �� � #�"��� ���� ��� ��!��������� �!� � � ��� � ��"��� �"� ��� �������  �� � �!��� ��� ��!���������
��� ��!�� �!�������� � #"� �!��� �� �"� ����������� 
�� �� ��������� $"� ������� ��� ��� �"� ��� �!��!�� �� ���� �� �� � �!��� ��� ��������� 
 �� !� �� ����
������������ ��� ���� � #!���$"� �� �������� �� ���� ��!�!� �� �� �� � �!��� ��� ��!���������  � ���� 
 !� �� �!���"� �������� C $" #!� ������� �������� ��� �!�������$ 
 �� ��� ���� ���� �!�� ������� ������ ���� ���� �������� 
��� ������ E �� C 
 � !4������ ��������� ��!������� 
 ���� ������� �� � ������ �������� "� ������ ���  3���
� �$"� ���������� 
 �� �� ���"����

x
��� "� ���� ��� �� E ⊂ C 
 !� ��� $"� � #������ ��� E �� ��!�"��  �� �������

� #�����"�� ������ ��� ������� "� ������ ��� $"� �� ��!�"�� 	 � �$"� ���������� 
 �� ���"���� ��� �!� �!��" ����
C  �"��� 	 � #�������� ���� 
 �!�� ∅ 
 �� ��� ������ ������ ��� ���!������ ���� �� ������� ��� ��!���������  �
������ �� ��"� ������ ���� E1

�� E2

 !� ��"� �"��� �� �!����"��� �� �!"���"� ��� "��!� !" ����������!� 

� #"� �!� �� ��"� ������ ���� E1
�� E2


 �!��� E1 + E2
!" E1 ∪ E2


 ��� � #������ ��� $"� �� ��!�"�� �!��$"� � #"�
!" � #�"��� �� ��!�"����� 
 ���� $" #�� 4 ��� ����������� ��� ����"��!� 
 ������ $"� � #����������!� E1 ∩ E2
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E1
�� E2

�!�� �"�"����� ��� ����"���� �� �� ���������!� �� � #"� �� ��� � ����� �� � #�"��� 
 �"$"�� ��� E1E2
���

� #�������� ����  ����� �!��!� �!��"�� 	 ����� �� �������!� �� C 
 �!�� � ����� "�� �!������!� � #������ ����
Ei

����"���� ��"� 	 ��"� �� �!�� � #"��!� ��� ����� 	 C  ���� !� �!���� $"� �!"� ������ ��� E �!����� "�
������ ��� �!������� 
 $"� ��� �� �!� ���� ������� �� E ���� C 
 ����� ��� E = {x ; x ∈ C et x /∈ E} 
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�!�� � !� � #� ��� 	 � ����!��� 
 ����� �!��� "� �������� ��� �!���� ��� C 
 !� ������� "�� � ��"�� �"� ���
������ ���� E ⊂ C 
 $" #!� ��������� ��!��������  ��� ������ 
 !� �� �!��������� ��� �!"� ��� �!"�����������
�� C �!�� � ����� ��� ������ ����  �� ����!� �� ��� $"� ���� �������� ��� � #��������� ������ 
 �� � #��� ���
�!������ � #�������� ��� ��!��������� 	 �!"��� ��� ������� �� � #�������� ��� �!�������  �� �� ��� ����� �!��
	 "�� ��� ����

F
�� ������� �� C  ����� ��� ���� �!�� ���� �!������ �� �!������ ��� ��!������� �"������� 
 �" �

�!� ������ "�� ���"��"�� ���� �� ����" �!" σ
�������� � �

.
� � E ∈ F

��!�� �� �� �� �� � �� � �� �!� �!����� ������� 
 E ∈ F


.
� � !� �� �!��� "�� ��� ���� �" ��"� ���!������� {Ei}

� #���� ���� ��
F


 ��"� "� �!� ��� ������ ��� "����� ��� ��
F


 �!�� ⋃
i Ei ∈ F


� #����������!� ��� Ei

��� ��!�� ������ ��� "� ���� ��� ��
F


 ��� �� ������� �" �!� ���� ������� ����������� ���
�� ��� �� � #"��!� �� �� � #����������!�  �� ��"� �"��� �� ���"��� $"� C �� ∅ �!�� ��� ���� ���� ��
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(C, F, P)
!����" �� �� �!����� 
 �!"� "� ������ ��� �!������� C �� "��

��� ����
F

�� ������� �� C �!������� "�� ���"��"�� �� ����" 
 "�� � ��"�� ������"�����
P

�"�
F

 ���� �������
$" #!� � "�� �!����!�

P
������ �"�

F
�� 	 ����"�� ����

[0, 1]

 ������� ��!�������� 
 $"� �!��

.
� ��� �!������ 


P(E) > 0
�!"� �!"� E ∈ F



.
� ��� �!�� ������ �� �!��� $"� �� ��!�������� �� � #������ ��� ������� ���

P(C) = 1



.
&!������ �� ��!������ ��

σ
�������� ��� �!"� ��� ������ ���� ���!��������� 
 � #����	����� $"� �!"� �!"��

��� ���� �" ��"� ���!������� {Ei}
� #������ ���� ��"� 	 ��"� ����"���� 
 !� �

P

(
⋃

i

Ei

)
=
∑

i

P(Ei). �? �
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�
������ � ��� 
 ����� ��!������ ��

σ
�������� ��� 
 �����$"�� 	 "�� �������!� �� C 
 � !���� $"� �� ����"� � �� �� ���

��
P

��� !
 ����"� �������� �!"� � #������ ��� ������� 
 �!� � � �� �� �!��  3 #�"��� ���� 
 �� ��!�������� ��
� #������ ��� �!����� ������� �� E ���

P(E) = 1 − P(E)

 �� ��� �!���$"��� 
 �� ��!�������� �� � #������ ���

�� �!���� �� 
 $"� ��� �� �!� ���� ������� �� � #������ ��� ������� 
 ��� �" ��� 
�� ��� ������ ��� �!������ �� � !����� $"� ��� ��!��������� �� � #"��!� �� �� � #����������!� �� ��"� ������ ����
$"���!�$"�� E1

�� E2
�!�� ����� ��� �� ������!�

P(E1 + E2) = P(E1) + P(E2) − P(E1E2)


���� 
 !� ���� $"� ��� ��"� ������ ���� E1
�� E2

�!�� ����� ������� ��
P(E1E2) = P(E1)P(E2)

 ����� �������!�
��"� �� ����������� 	 �!"� �������� ��

n
������ ����

(E1, . . . , En)

 �!�� !� ���� $" #�� �!�� �"�"����� ���

������������ �� $"���� $"� �!�� �� �"���
(i1, . . . , ik)

��
k

������� 
 ����
1 < k 6 n


 !� ��"� �����"�� ��
����!������!�

P(Ei1 . . .Eik
) = P(Ei1) . . . P(Eik

)


�� �� �
 
 �� ��������� �� � �� �� 
 ��
�
��� �� ���
�!��$" #!� �!����� �� ��!��������

P(A)
� #"� ������ ��� �!��� A ∈ F

�� $"� �������� � #��� ��� �"��� 
 �� ���
�!������ �� �!����"��� "�� �!"����� � ��"�� �� ��!�������� �"�

F

 ���� ��!�������� �!�����!������ ��������� ���



����  ���  � � 	�	��
�� � ��	��  � �� ������  �  � 	� ��

	 A �� �!���
P(E|A)

�!"� "� ������ ��� $"���!�$"� E 
 $" #!� ������ ��� �� ������!�

∀E ∈ F P(E|A) =
P(EA)

P(A)
���

�� ��"� � !����� ���� ��� �"��� $"� ����� � ��"�� ��������� �"� �� �!� �� �� �!����� ��� 
 �� �!�� �������!� 
 ��
��

σ
�������� ��� 
 $"� �� �!�� "�� ��!��������  �� ���� �� ������������ 
 ����� �!"����� ��!�������� �� �!� �����

�!� � � "�� � ��"�� ����!�� ������� �� �� ������ �� E ����"�� ���� A  ����� ������������!� ������� �� ���� $" #��
�������

P(E|A) 6= P(E)

 �� $" #!� �!�� � ����!�� ���� �� �������!� 

����� 
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�!��������� ��"� ������ ���� A �� B �� ��!��������� �!� �"���� 
 �� ��� �!������ �� �!����"��� ��� ��!���������
�!�����!������� ��������� ��� 	 ��� ��"� ������ ����  �����$"��� �� �������!� ��� 
 !� �!�� $" #!� � �� �!"���
�������

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

 �� $"� �!��"�� 	 �� �!��"�� �� ��4��

P(B|A) =
P(A|B)P(B)

P(A)
.

����� �!��"�� ��� �" ��"� � #"�� ��� � �� !��� �� ���!��!�"��!� ��� �� ���� ����!�!� �$"�� 
 	 ���!�� ��
� �� !�� �� � �� ��"� � #����!��� 
 $" #!� � ����!����� �" � ������ �  � 
�� �� �� �� ������ ��  �
 �� ������
 �
� 	�����������
�� �!���������� �� �� ��!��������

P(E)
� #"� ������ ��� ��� ��� E �!��� �!�� � ��� ����� 
 �!"� $"� �� � �!���

�" ���� � #�����$"�� �� � ������ !� ����!��� 
 �� ����"� ��� ��!��������� � #������ ���� ��" � �!� ������  &��
���� ��� 
 �� � #!� �!������� "� ������ ��� �!�� �� ��!��������

P(E)
��� �!��"� 
 $"���� ��������!� ��"� !�

����� �"� �� ���" ���� � #"�� ��"�� ���������� �
���" ������ ��� 
 !� ��"� �������"�� ��"� ��� � � �

P(E)
� #��� ��! � � �� �� @ �� �� !
 ��� ���� ���

P(E) = 0.6



!� �� ��"� ��� ���� ���� "�� �!������ �"� ����� $"�� �� ���� �� ���"���� �� � #����������  �� ������ � 
�� ��� ���� ���
P(E) = 0.999


 ��!�� !� � ��" �� � ����� �� �� ��!� ��� �� �� �� ��� $"� � #������ ��� E�� ��������� ��� �� ��!�"��� 
 ���� $" #!� �� �"���� ��� ����"�� ��� �� �!��������� $" #�� �� �� ��!�"��� ��� 

�"��$" #�� � #��� ��� ������� 
�� ��!������ ����� ��� ��"� ��� ��� ���� ��� ���������� 
 � ��� �� � �!��� � ��� �� �� ������ �" ���� ��� �"
���!�� 
 �� �"�!������ �� ����"� ��� ��!��������� � #������ ���� �!�������  �� ���� 
 �� � #!� �� ����� ����
�� ���� ��� ���

(P(E) = 0.6)

 �� $" #!� ���!"����� � #���������� !@@@ �!�� 
 ��!�� � #������ ��� E �� ����$"�

����� ��� �� ��!�"��� ����� ��@ �� ��@ �!��  ���� ����� $"� �� � �!��� � ��� �� �� � !����� $"� �� ��!��������
�� � #������ ��� E ′ = {E se produit entre 550 et 650 fois} ��� ����� 	 @ === 
 � #����	����� $" #!� � #��� ��� ���
�" ���!�� ��� 
 �!"� ��$"�� �� ��������!� � ��������� ��� "� ���� 
�� �6 ����� � �
� � ����� ��
� � ��� �� �����
�� �6 �� �� �� ���� ��  
� ��� �� �� 
�� �!��!� �� �������� �����!��� � ��� �� �� �� �!���� "�� � ��"�� �"� "� ������ ��!��������

(C, F, P)
��

������ "�� ������!� ����� ���"���� �� "� ������ � ��"����� 
 �4� �$"�� ���
R

 �� ��"� ����� 
 ������!$"�� ��� 

����!��� � #"�� ��!�������� �"� ��� ������ � ��"�����  � #������� �� ����� ���! �����!� 
 ���� �� ��� !� � #������
� ��"����� ���

R

 !" � �� �

R
n


 ��� $" #!� ��"� ��� �� �������� "� �!���� �!" "� �"���� ���� �" ���"����
�!"���� �������� � #"�� ���������� 
 ��� $"� "����# !" " ����# 
 ��� ���� ��� 
 �� $" � � ��� �� �� ������� 
 � #"��
���!� � �� �� ���$"� �� "� ���� 
 ��� ����������� ��� ������� "���� �� ���� ��!�!� ��� ����������  ��� ��������
�����!��� ��� �!�� "�� ���������!�

X : C −→ R
���! ����� "� ����

X(ω)
	 �!"� ������ ��� ���� �������

ω ∈ C 
��������� 
 �!"�� ���������!� �� C ����

R
� #��� ��� ����������� ��� "�� ������ �� �����!���  � #������ � ��"�

�����
R

����� �"�� � #"�� ����" �!������� ��� �����������
Ix =]−∞, x]


 �� ��"� 
 �!"� $"�
X

�!�� "�� ��������
�����!��� 
 $"� ��� �� ���� ������!$"�� Ex = X−1 (Ix)

�� ��� ����������� �!���� ��� ���� ���� �� �� ����"
F

 ��
� #�� �� � #"�� �!�����!� ���������� �� �"� ����� ������ ��� �� �!�����!������ ����� ��� ���� ���� ��� ����"� ��
C �� ��

R




��  � �� � ������ 
6� � 
���� ��6� � ���� �� 
����
�� �6 ��  ��� ��  �
 ��	��� �� �� 
��� �� ���
����� �!�����!������ � ��� �� 
 �� � ������ ���� ��� ��� 
 �� �!� � � !� �� �"������� � �"�  �"� 
 �� �"���
� #������ � ��"����� � #������� � #"�� ��!�������� 
 �!���

PX

 $"� ��� �� ��!�������� �� ��� ��

P
���

X

 ������

���
PX [X(E)] = P(E)

�!"� �!"� E ∈ F
 �� �!����!�

PX
�������� $" #���� ������ �" � !�� ��

X
 �� � #�������

� #�����"�� �! � �� �� �������� �����!���
X

 ����� �!��!� 
 �����$"�� �"� �����������
Ix

��
R

������ ��"�  �"� 

�� �!�������� ��!�� �!� � � "�� �!����!� �" ����

x

 �!"���� �� $" #!� �!� � � �� �!����!� �� ���������!�

FX(x)�� �� �������� �����!���
X


 �!��
FX(x) = PX(Ix) = P(Ex)

 �� ��"� ���� �!� ������� �� $"� ������� �����
�!����!� �� ���������!� � �� ����"� ��

x
��� ����� 	 �� ��!�������� $"� �� ���"����

ω
� #"�� ���������� �!����

�!�� ��� $"�
X(ω) 6 x

 &�� ��"� �� ������� 
 �� �!��$"� ��� ���"����� ��� ����������� �!�� �"� ���$"�� 

!� ����� ����� ��� ������� �� ������ �� � #������� �� �� ������ �� �����!��� 
 �� �!��� $" #!� ���� 
 �� � �������$" �������� 
 $"�

FX(x)
��� �� ��!�������� $"� �� ���"���� � #"�� ���������� �!���� �!�� �� �����"� !" ���� 	

x
 �� �!"����� � �� � �!"���� � #��"� �"�$" #	 �"����� �� �� ��������� 	 �� �������� �����!��� 
 �� �������� ��

�!����!� �� ���������!� �!"� �� �!�� �
F (x) = P(X 6 x)


������ �
���� �������6� ��� ���6 �� 
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R

�!�!�� $"� �"��$" #!� ��"� �!����"��� �!"�� �� ����" ��
R

���! ���� �"� �����������
Ix

	 ������ �� ��"��
�� 
 �� �!���� �� �� �!����!� �� ���������!� � #"�� �������� �����!��� ��� �$"�������� 	 ����� �� �� �!�  ��
��"� � #�����"�� ����� ��� ����"��� �� ��!�������� ����� �� 	 "� ���������� $"���!�$"�

I
��

R

 ������ ��� ��

��!�������� $"�
X

������ "�� ����"� �!����� ���� ��� ����������  �� � 
 ���� ������� ��� 


I = ]a, b] ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a)
I = [a, b] ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) + P (X = a)
I = [a, b[ ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) + P (X = a) − P (X = b)
I = ]a, b[ ⇒ P(X ∈ I) = F (b) − F (a) − P (X = b),

������!�� $"� ��"���� �� ��� !����� ���� ��� �"��� 
 �� !� � #!� �!�� $"� �� �!����!� �� ���������!� ��"�
�����"����� ��� ��������� ��� ��"�� �"� �!����

a
��

b
 �� ����� ��"� �!�� $"� ��� ��"�� �!�� ���� �" ���������

����!����" �� �� �������� �����!��� 
���������� 56 
� ����� ��� 56 ������ �� ���
3� � �� � $"� �!"��� ��� �!����!�� �� � #������ ��� �!������� ����

R
�� �!�� ��� ��� ��������� �����!���� 


"�� �!����!� $"���!�$"� �"�
R

�� 	 ����"�� ����
R

� #��� �� ������� ��� "�� �!����!� �� ���������!�  � ���
�� � #��� $"� �� �� ��"��� ��� �� ���� ��� � !�!�!�� ��!������� 
 �!����"� 	 ��!��� �� �4��� ��� ��� ���� @ �� −∞�� ! ��

+∞  3� �!"��� ��� ��!������� 
 �� ��" �� $"� � ����� "�� ���������!� "� ��" ��"� ��������� ��� �����
�!�������� �� �!����" ��� 	 ��!���  �� ���� 
 �� � #!� �� �!���

x ∈ R
��

ε > 0

 !� �

P(x < X 6 x + ε) = F (x + ε) − F (x)
� #!�

0 = P(∅) = F (x+) − F (x),

�� ������� 	 �� ��� ���
ε → 0

 �� � �� � ����"� �� �!����"��� 
 � ��� 	 ��"� � 
 � !���� $" #!� � ��!�� �� ������!�
P(X = x) = F (x) − F (x−) = F (x+) − F (x−)


 !� � #!� �!�� 	 �!"���" $"� �� �!����!� �� ���������!� ��"�
�"��� ��� ����!����"���� 
 �� �!�� !� �� ������ � ��������� 
 ��� �6��� ���6� 56 ��������� 56 ������ �� ���
�� ���� 
 �� �� ���� ��!�� �4� � �� �!����!�� �� ���������!�� �!���� ��� 
 � ��� !� � #�� �!��������� $"� ��"� 
  ���
�!����!�� ����!����"�� �� �������� 
 ���!����� �"� ��������� �����!���� 	 ����"�� ��������� 
 �� ��� �!����!��
���!�"� ��� �!����"�� 
 $" #!� ��������� ��� ���� ��� �!����!�� �!����"�� 
 ���!����� �"� ��������� �����!����
�!����"�� 
��� ��������� �����!���� ��������� �!�� ������ $"� �� ��!�������� ����� �� 	 "� �!��� $"���!�$"� ��� �"���
��" � �� ������� � �!���� 
 �!�����!����� �"� �!���� �� ����!����"���� �� �� �!����!� �� ���������!� ���!���� 

$"� ��� ��!�� �� ��������  ��� �!���� �!�� ��� "� �������� �" ��"� ���!������� 
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����  ���  � � 	�	��
�� � ��	��  � �� ������  �  � 	� ��

��� �!����!� �� ���������!� ��� ���!�"� ��� �!����"� �� �� ��"��� ��� �� ���� ��� ����$"� ����!"� ������� ��
�� ����� 	 � #��������� �������� �� �� �������  &!"� �!"� 
 �� �"� �� $" #���� �!�� " �"� ��� � ��� ���"�����#  ��������"���� 
 "�� �!����!�

C1 ��� ���!�"� ��� �!����"�  ��� ��������� �����!���� $"� �!�� ���! ����� 	 �� ������
�!����!�� �� ���������!� ��"���� ������� "� �������� �!����" �� ����"�� �� �!�� ����� �!����"��  3��� ��
��� 
 �� ���"����

P(X = x) = F (x+)−F (x−)
� !���� $"� �� ��!�������� $"�

X
������ "�� ����"� ������"�����

��� �"���  �� $"� �!"� �� ��� 	 ������ �� ������� �� ��!�������� 
 �� � ������ 	 !������ "�� ����� ���!� ���� ��!�������� $"� �� ���"���� � #"�� ���������� �!�� "��! � �# ��
x

 �� ��"��  � ! � !���� ��"� ���� ���� ��
�!����!�� �� ���������!� 
 � #"�� �� �������� 
 � #�"��� �!����"� 

F
(x

)

x x% �& *  � ! + �@ ./� /.) -. = +,5,.+,) -. *8� -*,.,.+, ., .)5-/..* �� 9 -(5: .� ., -0)+ /(/ ., , 5+, ,.,(. �� -*+.,.� 1
� 4.@ ./� /. -. 9 -(5: . 5+**.)� +,- � (,. 7-*.-0/. -/8-,+.*. -.)5*�,. )( .7-, , (,. /+. -. � +.))+, -. � -*-/ �,*.
µ = 5

1 � 4.@ ./� /. -. -*+.,. 5+**.)� +,- -( 5-) - 4(,. 7-*.-0/. -/8-,+.*. 5+, ,.,(. )( .7-, , (,. /+. .@� +,., ,../ /.
-. � -*-/ �,*.

λ = 1
1 �+(*0.) *.� *+-( .,.) - 4-� *�) �� ./-,? ����� 1

�� �6 �� 	
� ��� �
 	����������
�!��$" #!� � ������ 	 "�� �������� �����!��� �!����"�

X

 !� ��"� ������ 
 �"� �!���� !� �� �!����!� ��

���������!�
F

��� ��������� 
 �� ������� �� ��!��������
f
�� �� �������� �����!��� 
 ������ ��� ������� �������"�

��!� 
 �!�� � ����� �"���� ��� ����� 	 ����� ������� 

f(x) = F ′(x)

 � ���� 
 �� "� �!���
x

!� ����� ������� ��
��!�������� ��� ������ 
 �� �!"� "� ����� ����������

δx

 !� ��"� ������ $"� �� ��!�������� �!"� $"� �� ��������

�����!��� �!�� �!� ����� �����
x
��

x+δx
��� ����� 	

P(x < X 6 x+δx) = F (x+δx)−F (x) ' f(x)δx
 �����

�!�� � �"����� � #���������!� �� "������� �� ��!��������# � !���� �!"�
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 �"$"�� ��� �� ������� �� ��!�������� ��� "�� �!�� �
�� �������"��!�� �� 3 ���� 
�� ��� ������� $"� �� ������� �� ��!��������

f
� #"�� ������ �� �����!���

X
��� �!������ �� ���� $"� �������

� #"�� �!����!� ��!������� 
 �� �!�� ������ 
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F (∞) = 1
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 �!"�� �!����!� � ��"����� 
 �!������ �� �!�� ������ 	 ! ��� �� ������� �� ��!�������� � #"��
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n
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������
X = (X1, . . . , Xn)
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n ���
F (x1, . . . , xn) = P(X1 6 x1, . . .Xn 6 xn)

 ����� �!����!� ��� 	 ����"�� ����
[0, 1]



��!������� �� �!����"� 	 ��!��� �� � ��"�� ��� ������ ���  � ��� ��"� @ �� � #"�� $"���!�$"� ��� ��������� ��"�
−∞ �� ! �� �!"��� ��� ��������� ������

+∞ 
�"��� ���� �� ���� 
 �� ������� �� ��!��������

f
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X
��� ������ ���

f(x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 . . . ∂xn
F (x1, . . . , xn) ⇐⇒ F (x1, . . . , xn) =

∫

Ix1

. . .

∫

Ixn

f(u1, . . . , un)du1 . . .dun.
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 ����� �!��
� ��� ������ 
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 �� �"� � �� ��� ��$"�� $"� �� ��!�������� $"�
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 ����� ����� � ��� ��� ����"�� ������ ��� ��� �"���� ������ ��� �����!���� 
 ��� ����� 	
F (∞, . . . ,∞, xk,∞, . . . ,∞)
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 �� �!����!� �� ���������!� � ��� ����� � #"� �������� ��
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n − k
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F (x1, . . . , xn) = F1(x1) . . . Fn(Xn)
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Y = h(X)
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g(y) =
∑

k

f(xk)

|h′(xk)|
!� ���

xk
�!�� ��� �!�"��!�� ��

h(x) = y.
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h : R
n −→ R

n
 �� � ��!��

"�� ������!� ��� ������ 	 �� ���������� 
 ���� ��� �!����!�� ������������ 


g(y1, . . . , yn) =
∑

k

f(x
(k)
1 , . . . , x(k)

n )

∣∣∣∣
∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
−1

xi=x
(k)
i

����
(y1, . . . , yn) = h(x

(k)
1 , . . . , x(k)

n )

����� ��������!� 
 !� �� �!�� 
 ���� ���������� �� ���!���� �" � ����� ��� �� ��������
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��� ��!��������� ���� ������� {pi}

 � #��������� �� �� ������ ��
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E(X) =
∑

i

xipi
	 �� �!�����!� $"� ∑
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|xi|pi < ∞. ���
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� #"�� �������� �������� ���! ����  &�"� �������� ��� 
 !� �� �!���
δ > 0
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X
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δ
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Xδ

 �!�� � #��� ������ � �� �� ���$"�

E(Xδ)
� "� ���� ������ 
 �� !� �������

� #��� ������ � �� �� ���$"� ��
X

�!���
E(X)

�!� � � ����� �� ��� ��� 
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 ��
E(Xδ)
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δ → 0
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X : C −→ R
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P
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E(X) =

∫

C

X(ω)dP =

∫

R

xdF
�!"� ∫

C

|X(ω)|dP < ∞ �� ∫

R

|x|dF < ∞.
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�� ���"�� 	 � #��������� �� � ��� ��� ������$"�

E(X) =

∫

R

xf(x)dx
�!"� ∫

R

|x|f(x)dx < ∞.
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 !� ������� �!"���� "� !4���� � #��������# � #��� ������ � �� �� ���$"� � #"�� ��������
�����!���  �� �!"��� �� �!��� 〈X〉 
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X
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 !� �

E(λ1X1 + . . . + λnXn) = λ1E(X1) + . . . + λnE(Xn)
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X
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Y
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����� �" ��!�"�� ��� ��� ������� � �� �� ���$"�� ����������� �� � ��"�� ��� ��������� 
 ��" � �� ��� ���������
�!�� ������������� � #"�� �� � #�"��� 
 �"$"�� ��� !� � ����

E(XY ) = E(X)E(Y )
 ��������� 
 !� ����!��

� #"� ���"���� ������� 
 ������� $"� ��� ��������� �����!���� �!���� ������������� !" �!� 
 �!"� �� �!�� � � #"����������� �� ��"� 4��� #��� ���!� ��$"���� !� � �!"�!"��
E(XY )2 6 E(X2)E(Y 2)


3��� "� � ����� ��� �� ��������� �����!���

Y = h(X)

 !� ��"� � !����� $"�

E {Y } = E {h(X)} =

∫

R

h(x)f(x)dx =

∫

C

h[X(ω)]dP,



��  � �� � 
����6� 6� ����� ���� ��������������6�
�� $"� �� ���$"� $" #�� � #��� ��� ���������� 
 �!"� ����"��� � #��� ������ ��

Y

 �� �!������� �� �!� 
 �� �� �!����!�

�� ���������!� 
 !" ���!�� �� ������� �� ��!�������� �� �������� �� ����  � ���� �!��� �� � ����� ��� �� ��������
h
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E {Y } = E {h(X1, . . . , Xn)}  �� �!�� � #�����"�� �	
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 �� � !� ��� �!� ������

µ′
k

� #!����
k
��� ����� ��� ���������� ��������!�� �$"���������

µ′
k = E(Xk) =

∫

C

X(ω)kdP =

∫

R

xkdF =

∫

R

xkf(x)dx,
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f
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µk
� #!����

k
��� $"��� 	 �" � !����" ��� ��� ��������!�� �"�������

µk = E
{
[X − E(X)]k

}
=

∫

C

[X(ω) − m]kdP =

∫

R

(x − m)kdF =

∫

R

(x − m)kf(x)dx
�� �!����

m = µ′
1.
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E(|X |k)
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���6��6 �

������6 6� �����
�
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&��� � ��� ��������� � !� ���� 
 �� �!������ �� �!"������ � #�� �!������ $"� �������� ������� � � #����� �"�  ��
������"���� 
 !� ������� � !4���� �� �� �������� �����!���

X
�� � !� ��� �!� ������ � #!���� "�

m = µ′
1

 ��
� !4���� ��� �� ������ �!�����!�� 	 � #���� ���"����� $"� � #!� � #�� ���� �!"� ��� ��������� �����!���� ��������� 
3� � �� � 
 !� ������� �������� �� � !� ��� ������ � #!���� ��"� 


µ2
 �� � #�� �� � #"�� $"������ �!������ �!���

��������� ���
σ2 
 �� $"� � ��� �� � #����!�"��� � #�������4��

σ

 ��$"�� ��� ������ ��� �!"�!"�� �!����� 
 ���� ���

�������!�  � #�������4� � �� �� �������� ������������� 9 *+))+ / +-+ �� � ���� �� ����"�� �"� ��$"���� �� ���
����!������ �� ������ $" #!� �� ��!"���

X
 &!"� �������� ���!�� ��"� �� �!� �� �� �������� �����!��� 
 !�"������ �"��� ��� � !� ���� ������� � #!���� ��!�� �� $"���� 


µ3
��

µ4

 �!"� ������ �� �!�� ����� � #��4� �����

γ1�� �� �!�� ����� � #���������� ���
γ2

�� �� �������"��!� �� �!����

γ1 =
µ3

µ
3/2
2

��
γ2 =

µ4

µ2
2

− 3

�!�� � ��"�� �!� � � #����$"��� 
 ��� �!�� ������
γ1

��
γ2

������������� ���� ������� ��� � #��4� ����� �� �� �!�
��� ����!�� 	 �� � !4���� �� � #���������� ��� �" ���� � �� �� �!�  � ���� ����� 
 �� �!�� ����� � #�� �������� ���
��� �"� �!"� �� �!� �!�� ��� ���"������� � 
 �!����� �!"� ��� �! �� � �"� ��$"��� $"� �� �!� �!�� ��� 
 �� �������
�!"� ��� �!�� � !��� ��$"��� 
��� 56 n

����� 
6� � 
���� ��6�
�� �!�������

n
��������� �����!���� {Xi}


 �� !� �"��!�� $" #�� �� ���� "�� ������� �� ��!�������� �!����
f(x1, . . . , xn)

����� $"� ������ �"  � � 5  �� ������ ��� � !� ���� �!� ������� �� �� �!� �" ���� ��� �� ��������



����  ���  � � 	�	��
�� � ��	��  � �� ������  �  � 	� ��

�����!���
n

���� ����!������
X = (X1, . . . , Xn)

�� ��������

µ′
k1,...,kn

=

∫

Rn

xk1
1 . . . xkn

n f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

!� � #!���� �" � !� ��� ��� �!��� ��� �� �!� � � ���
ki

 3 #����� ��� ��� ��$"�� ������ �" �"� �� ��� �!��
� ��� ������ 
 !� �!�� $"� ��� � !� ���� �!�� ���� 	 ��"� ��� ������ ��� �����!����

Xi
������ �������"����� ��� 

&�� ���� ��� 
 !� �
µ′

1,0,...,0 = E {X1}
 3 #�"��� ���� 
 !� ������ ��� � !� ���� ������� ���

µk1,...,kn
=

∫

Rn

(x1 − m1)
k1 . . . (xn − mn)knf(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

���� �� �!����!�
mi = E {Xi}

 �!� � � �!"� ��� � !� ���� �!� ������� 
 !� ��"� � !����� $"� ��� � !� ����
������� ����� ������ ���!����� 
 �!��$"� �������� �������

ki
�!�� �"�� 
 ��� � !� ���� ������� ��� �!�� �" �����

��� ��� ��������� �����!���� �������"�����  &�� ���� ��� 

µ2,0,...,0

��� �� �������� �� �� �!� ��
X1


�� �� �� �� ���� ��  ������� ���� �� �

3��� ��� ���"���!�� ��� ��" � �!"������ 
 !� �� ����!�� ��� ��� ���� ��� �� �� �!� �� ��!�������� �"���� ��� "��
�������� �����!���

X
 �� ������ � 
 !� ��"� � �"� ������� ��� �� �!������� ��� � !� ���� 
 ��� ��� ����! � ��

�������  � � 
 !� ��"� � !����� $" #�� ��� �!���� �� 
 �!��������� � #�������� ��� � !� ���� �������
µk

!" �!�
�������

µ′
k


 �� ��� !���� 	 �� �!� �� �� �������� �����!��� �!�������� 
&!"� ��� ������ 
 �!"� ���!�� �"��!��� $" #!� � ����"�� 
 ��� ��� � !4��� ����!����� 
 ��� � !� ���� �!� �������
µ′

k = E{Xk} 
 �� $" #!� ���� $" #�� �� ���� "�� ������� �� ��!��������
f

 �� ��"� ��!�� ������ �� �!����!�
������������$"�

Z
�!� � � ����� � #��������� ��� �!������� �� � !�"�� "���� 


Z(u) = E
(
eiuX

)
=

∫

R

eiuxf(x)dx.

�� �!����!� ������������$"� �� �� ������� �� ��!�������� �!�� ������!�� ��� �� �!"���� � #"�� �� � #�"��� 
&�"� ������� ��� 
 �� �!��"�� ������!$"� �!�� ����� �!� ��� �" ���� $"� �� ������� �� ��!�������� � #��� ���
����������� ��� �!����"� 
 �� �� �!�� � �������� �� �� ������!� ������� ��� �!��
1

2

[
f
(
x+
)

+ f
(
x−
)]

=
1

2π

∫

R

e−iuxZ(u)du
$"� ���!���

f(x)
�"� �!���� !�

f
��� �!����"� 

�� ��"� � !����� $"� �� �!����!� ������������$"� ��� � ��!��� ��� !
 �"��$"�

|Z(u)| 6

∫

R

∣∣eiuxf(x)
∣∣ dx =

∫

R

f(x)dx = 1
����

Z(0) = 1.

��� ��$"!�� � #�"��� ���� $"� �� �!����!� ������������$"� ���  ��� �� �����  �� ���� $" #���� ���������� ������� � !� ���� �!� ������� �� �� �! � �"���� ���
X

��� ����� ������ 	 � ����� �� �������� 
 �"��$"� 
 �� ��
� !� ��� � #!����

n
�� ���� 
 !� �

Z(n)(0) = inE (Xn)

 !�

Z(n) ������� �� �������
n
�� � ��

Z
 �� �������� ��

�����!���� ��� �� ��4�!� �� �� �!����!� ������������$"� 


Z(u) =
∑

k>0

Z(k)(0)

k!
uk =

∑

k>0

ikE
(
Xk
)

k!
uk =

∑

k>0

ikuk

k!
µ′

k, ���

!� ��"� �!�� 
 	 ������ ��� � !� ���� �!� ������� 
 ����!"���
Z


 �"�� �� ������� �� ��!��������
f

��� ������
�!�� �� �� �!"����  �� ��"� ����������� ����� ����! � � �" ��� � #"�� �������� �����!���

n
���� ����!������

X = (X1, . . . , Xn)
�!������� "�� ������� �� ��!��������

f(x1, . . . , xn)
 �� ������ ��!�� �� �!����!� ������

�������$"� �"� � #������ �� �!"���� ������!$"� ��
R

n
���

Z(u) = Z(u1, . . . , un) =

∫

Rn

ei(u1x1+...+unxn)f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

∫

Rn

eiu.xf(x)dx.
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��� �������� ���������� �� ����� �!����!� ������������$"� 
 ������ ��

u = 0

 ���!����� ��� � !� ���� �!� �������

µ′
k1,...,kn

= Dk[Z](0)
����

Dk =
∏

j

1

ikj

∂kj

∂u
kj

j

� #!�
Z(u1, . . . , un) =

∑

k

µ′
k1,...,kn

∏

j

(iuj)
kj

kj !
.
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� ������ � �� � ��� 	 �!�����"��!� ���� �� � ������ �� 
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�� � ������  � � ���� �� �� ������� �� �!��!� �� �������� �����!��� 
 ���!����� "� �!���� ����
X(ω)

�" ���"����
ω

� #"�� ���������� 
 $" #!� ������� ����!�� ���������!�  � � 
 ��� � �� �� $"� � #!� "�������� ���� �� �"��� 
 ���
���� ��� �!"� � !������� �� ������� �� �� ������� �" ��� ���� �� � ����" �������������� 
 ����!�� ��������� "�
��������� �����!��� 
 �"��$"� 
 �!� � � !� � #� �" �" � ������   
 ��� � �� �� ���������� ��� !������� �!�� ����
� �!��$"��  �� � #�� ��� �!�� �	 �� �!����"��� �!� ��"� ��"��� ��� ��� �!����� �����!���� 
 � ��� �� ����������
�!����!�� �����!���� �� �� �!����!�  � ���� 
 �� � ������ �������� 
 !� ��������� ��! ����"� ��!� ����$"� 
 !"��� ���� ��� ��! ����"�$ 
 "�� ���������!� �� � #�������� ��� �!������� C ���� � #������ ��� �!����!�� �������
�"�

R
n

 � ����������� ��� 
 !� ��"� �!�� ��� � �� �� ��! � ����$"�� �!�� � "�� �!����!� ���!����� "�� ��������
�����!��� 	 "�� �!����!�

r
��

R
n 
 �� �������� �����!��� ����� ����� ��� �" ���� � #���������!� �� C ����

R
 ��

��! ����"� ��! � ����$"� ��"� �!�� ���� ���������� �!�� �!�� � "�� �!����!� �����!��� ����� ���� �!� �������� 

�!�� �!� � � "�� �"��� �� ��������� �����!���� ������� ��� �� �!����!� <&��!"��� 
 !=�?>  &!"� ��������� 
 !�
�!"��� � �� � �������� ��� ������ $"� �� � �� �

X : R
n −→ R

���! ��� "� ���� 	 "�� �!����!� 
 �� $"� ������� 	
����� ���� �� � �� � ��!� ����$"� ���� ��� ���������!��  � #��� � #�����"�� ����� ����!� � $"� ���� �� ��" � �!"����"������� 
 �"��$" #���� �!�����!�� ���"������ ��� �" ��!���� � �� �� � !��������!� ��� � �� �� � 4��$"�� 
�4��� �!����"�� 
 ��� ��� � !4��� $" #!� ��������� �"� � ������� �   �� �    
 ��� � �� �� ��! � ����$"�� � !���
������ ��� � �� �� � 4��$"�� �" � ����" �������������� 
 �� �� �!�� �� $"����!� �� ��� �!� ����� �"� !��������!�� 
� � 
 ��� � !�� ��� ����� ��� �������!� �����!���� 
 �� �������������!� �� ��"�� ��!������� �� ��"� �� ����� $"�
�� � ������ ��������$"� 
 � #����	����� �� ���� �� �� ��!���������  �� �� $"� �!������ ��� � �� �� ����� 
 �� ��� ��
� �� � ������� $"� � #��������� ������ � #"� � �� � 
 ��� ���� ��� "� � �� � �� ������� 
 ��� ���"� �� �!�����!��
���� ������"������ 
 $" #!� �� ��"� ��� ����!�"��� ., .@ ,.,)+
 �!"� �!� � � !� �� ��"� ��� ������� � #���������
� #"�� ���������!� �!���� � #"� � �� � ��! � ����$"�  ��������� 
 � #���� ��� �� �� �"��" ����� 
 ��"���� �������
� ��� �" � ������    
 � !���� $"� ��� !"���� � ��� ������ �� ������������ ��� � �� �� � 4��$"�� 
 �� ������� ��
�� ������� 
 �!�� �"���� ��� �� ���"�� ��������$"� 
� ���� 
 �� ��"� ��!���� �� ��!���� � �� �!���� $" #"� � ��� ��! � ����$"� �!��� ���������� ��������� �!�����!��
� 4��$"�� �" � ����" �������������� 
 �� $" #"�� ���������!� �� �� � �� � �����!��� ��� �$"�������� 	 � #!�������
��!� � #"� � �� � ���� !� ������� ��� �!�����!��  3�� �!�� 
 �� �!������ �� ������ ���� ��� ������������$"��
��������$"�� ����������� 
 � #����	����� ��!"��� ��� �!����� �� ��� ������ ��� �� �� ���������!� ������"����� �"
� �� � ��! � ����$"�  � � ����� ����! � � ��� �!������ 
 ��� !"���� �� �������������!� ����� �����!���� �!�������� �!����"���!� 
 �!��$" #��� �!�� �����$"�� 	 ��� � �� �� ����� 
 �!���� ��� ���"����� ������������ �" � ���
������"���� !������ 
 �"��$"� ��� �!�����!�� � 4��$"�� �!�� ��!�� ��� � �� ��  �� ������� 
 ����� � �� !�� ���
������� �� � !������ ��� ���� ��� $"� ��� !"���� ��������$"�� �����!���� �!����� ��������� ��� �� � �� �
���"���� �"� ���������� ���������!�� � #"� � �� � � ��� ��! � ����$"� 
�!�� � !� � #� ����$"� ��"�  �"� 
 � #��"�� �" � ��!���� �� �"��"����� � ��� 	 ���� �� �� ����� �������� ��
��� !"���� ��������$"�� 
 $"� �!"� ���!�� �!�������� ��"� �� ������ ��� 
 	 ���!�� ��� �!����!�� �� ���"��"�� 
 ��
�!����!� � #�"�! �!�������!� �� �� �� ����� �� �"�������  �� ��"����� ������ ��� ������� ��� ��� ��!������� ��
�� �������� � #� ���� �� �� ��

∆
���������  ��� !"���� � ��� ����!�� �� ������������ ��� ��!������� �� � �� ��

�����!���� ������ �"� ��� ������� �� ��� ����!�
n

$"���!�$"� 
 ��� ��� $"� 
 ���� �� �����$"� 
 !� �"�� ����
���

n 6 3
 �!�!�� $"� ���� �� ��� !�

n = 1
!� ������� �!"���� �� ���� �� ��� �!���� 
 ������ $"� �!"�

n > 1!� ������� ��"��� �� ���� �� ������"� 

�*NHHG L (PE& PJKG LG RPRFG &K QVI PRFG ! NE  IFLGFI &G  FNQGWWKW WRN QVIWRPJKG LNFWJKG
n = 1

GR  LKW OUEUFILGH GER &G QVIH  WRN QVIWRPJKG LNFWJKG
n

GWR JKGLQNEJKG X
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� #����	����� � #������ ��� �!����!�� ������� �"� C �� 	 ����"�� ����
R

 � ���� 
 �!"�
r ∈ R

n 
 �� �!����!�
X(r)

������� "�� �������� �����!��� �"� � #������ ��� �!���� ��� C  �� ��"� �!�� �"� ���!���� "�� �!����!�
�� ���������!� 
 �� $"� ����� �!"� ���"������ ��� 	 ������ 
 �!"� �� � �� �

X

 "�� �!����!� 
 ���� �!����!� ��

���������!� �" ���� ��� !���� 
 �!���
F

�� ������ ���
F (x, r) = P{X(r) 6 x}  � � ����� �!����!� ��� ������� ��

��� ����!�� 	
x


 �� $" #!� �"��!���� �!"�!"�� 
 !� ��"� �� ���"��� �� ������� �� ��!�������� �" ���� ��� !�����" � ��� ��! � ����$"�
X


 �!���
f


 ����

f(x; r) =
∂F (x; r)

∂x
.

&�"� ��������� ��� 
 !� ������ �� �!����!� �� ���������!� � #!����
p
�� �� ������� �� ��!�������� � #!����

p
�"

� �� �
X

���� ������� ��� ���
Fp(x1, . . . , xp; r1, . . . , rp) = P{X(r1) 6 x1, . . . , X(rp) 6 xp}

��

fp(x1, . . . , xp; r1, . . . , rp) =
∂pFp(x1, . . . , xp; r1, . . . , rp)

∂x1 . . . ∂xp
,

�!��$"� ��� �������� ���������� �� ������ 
� �� �� ���

 
� ���� ����� ��� �� 
���� ����� �!�� 
 !� �� �!"����� $"� �� �!���������� �� �� �!����!� �� ���������!� !" �� �� ������� ��
��!�������� � #"�� �������� �����!��� � ��� ������ �� �!������� ������� ��� ��� ��!������� ��������$"�� �� �����
���� ����  3� ��� � 
 �� �!���������� ������ � #"� � �� � �����!��� �$"���"� 	 ����� �� �!"��� ��� �!����!��
�� ���������!� 
 $"��� $"� �!���� � #!����

p
�� ��� ��� ����� {xi}

�� {ri}
 ��������� 
 !� � �" ������ ��� $" #	

����"� �� �� �! � ������ � #"�� ������ �� �����!��� 
 !� �!"���� �� �!������� �� ��� ���� ���� � !� ����  �� ��
�� �� � �� � �!"� ��� � �� �� ��! � ����$"�� 
 �� � #!� "�������� �� ������" ���� �� � !4����

m(r)
�� �� �!����!�

� #�"�! �!�������!�
AX(r1, r2)

������� ���� ������� ��� ����

m(r) = E{X(r)} ��
AX(r1, r2) = E{X(r1)X(r2)}.

�� ��� ��$"� �� ������"���� $"� �� � !4���� ����� ������ ������ ��
r


 �� $"� �"����� �� �!��������� $"� ��
� �� �

X
�� �!�� ��� ��������$"�� ��� ��������� ��� ���������!� �� � #������ �� ������ 
 �� �� ��� 	 ����!�"���

�� �!��!� �� � �� � �����!������ 

� �� �� ���� 	� ���� �� � ��
�
�� �� ���� ��"� �������!�� �!������� �� �� �����!������� � #"� � �� � ��! � ����$"�

X
 ���"���� ��� ��� �����!��

����� �" ���� ������ �� 
 �������� ��� 
 ��� ��!������� ��������$"�� �!�� ����������� ��� ���������!�  ��� �!����!��
�� ���������!� ������!�� ��!�� 	

Fp(x1, . . . , xp; r1, . . . , rp) = Fp(x1, . . . , xp; r1 + δ, . . . , rp + δ)
$"�� $"� �!�� �� �������� ���

δ.

&�� �!���$"��� 
 !� �� ���"�� $"� �� ������� �� ��!�������� � #!���� "� ��� ������������ �� �� �!����!� ��
� #!��� ��� 
 �� $" #�� �� �� �!�� �� ��� � �� �� � !4����

m(r) = m
 �"��� 	

f(x1, x2; r1, r2)

 ������� ��

��!�������� � #!���� ��"� 
 ���� �� ��� ��� �� ���� $"� ��
x1



x2


 �� �� �� ��������!�
r2 − r1


3 #"� �"��� ���� 
 !� ��� $"�

X
��� "� � �� � �����!������ �" ���� ����� �� �� � !4���� �� ������ ��� ��

�� �!����!� �� �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �� ������ $"� �� � #����������
r2 − r1

 3��� �� ��� 
 !� ������
� #�����"�� ����� ��

AX(r2 − r1)
�� �!� ��"�

AX(r1, r2)
 �� ��� ������� $" #"� � ��� �����!������ �" ����

������ � #��� ������ ��� �" ���� ����� 
$�E RNKRG FPOKGKF ! LI "NEQRPNE & (IKRNQNFFULIRPNE GWR &U�EPG  IF

AX(r1, r2) = E {X(r1)X∗(r2)}
N� L (URNPLG PE& PJKG LIQNE�KOIPWNE QNH  LG(G X *G GE&IER ! QNHHG NE EG QNEWP&UFGFI JKG &GW QVIH  W FUGLW ! NE EG W (GE WGFS PFI  IW X
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 ���� ���

�� ���"� � #����! � � ���� ������� ���!�� �������"� �"��!�� $" #!� �"���� �� �!���� "� �!���� �"� ��� � ���
����� �� ���������!�� � #"� � �� � ��! � ����$"�

X

 �� � ������ 	 �� ����"��� ��� ��!������� ��������$"�� ������

$"� � !4���� �� �!����!� � #�"�! �!�������!�  � � 
 �� ����� � �� !�� ��� ���������� �� �!"� ��� � �� �� � !�
�� ��� 
 �!� � � !� �� �!����"��� �"� � ������� �   �� �    
 ���� � #����� ��������� �"� � �� �� ����� !������� 

�"��$" #!� �� ����!�� - � *.+*. $"� � #"�� ��"�� ���������!�  �"��� �"� ���"����!�� �"� ���$"�� � #��!"���
� ���� �"��"����� 
 �� �!"���"� ��� ����"�� ����������� �!"� !���� �� "�� �������!� ����!������ � #�"�!����
��������� ��� $" #"� �!���� ���� ��������� �� ���������!�� 
������� ��� 
 �� ��"����� �!�� �!"�!�� ������������ ��� � �� �� ��! � ����$"�� 	 ������ � #"�� ��"�� ���������!� 
� #���"�� �!������ 	 ��� ��$"�� $" #!� ��"� 
 ��� �� � ����� 
 ���!"��� "� � �� � !������ �� ��"���"�� �!"��
� �� ��  �� �"��!���� $"� ��"���� �!�� �!"� �� �"� � �� �� �!�����!�� � 4��$"�� $"� �� � �� � � �!��� 

� ��"� � #�"� ��"� ���� 
 	 �� ��� ��� 
 �!������� �!� � � "�� ���������!� ������"����� �" � �� � ��! � ����$"�
� !�������� �� � ��� ������  �� �!���$"���� 
 ��� � !4����� � #�� ������ ��"���� ��!�� ���� ����� ����� 	 ���
� !4����� ��������� �"� "�� ��"�� ���������!�  �!�!�� ��� ������ $" #�� �����$"� !� � #��� ��� �!"�!"�� ��� ���
��� �� ��� �" ��� �� ����"��� "�� � !4���� � #�������� 
 � ��� ����!�� ��� ����� �� ����"��� "�� � !4���� ��������!" ��� �!�����  �� �� ��!�� ��� ���� ��� $" #!� � #��������� 	 � #����� �� ������$"� � !4���� ��� � !���"��� � #"�
���  � ��"�� � #����� ��� �$"�������� �"� �"���� 
 �� �� ������� � !4���� 	 ��$"���� !� ��"� ��!�� ����� 	 � �$"�
�������

t

 �" ������� �� �� ��������"�� 
 ��� �� � !4���� � #��������

E{ec(t)}
 � � ��� �!�����!�� �����$"���

�" �4���� � �� � ������ ��� �" �!"�� �" ��� �� 
 !� ��"� �"��!��� $"� � �$"� ������"�� ����� ��� �!"� ���
����� �!������� ���� "�� ��!�������� ����� �"� �!��� ��������$"�� �� ��� ����� 
����� �������� ��!�!����!� �!�����"� "��  4�!� ��� ���!��$"� 
 !" �������� ���!��$"��  �� ��� ��$"� �!����
� ��� $" #���� �� � �"� � #�����$"�� $"� �� �� � !4����

m(r)
��� ����� ������� �� �� �!����!�  �� ��!"���� ���

�!�����!�� ����������� �� �"� ������ � #���!������ ���� <&��!"��� 
 !=�?>  3��� �!"�� �� �"��� 
 !� �"��!����
�� �������� ��� $"� ��� � �� �� �!�������� �!�� ���!��$"��� 
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� ���

 � ���� �

� �6 �� 	�� �� ��  �
 �� ���

 �� �� �

� ���� �!��� "� � �� � ��! � ����$"�

X

 !� �!������� � #"�� �� ��� ���������!�� 
 $"� � #!� �!���� ������ ���

X
���� ���$"� �� �!� �"��!�  �� � #�� �� ��!�� � #"�� ���������!� ��

R
n ����

R

 $" #!� �� �"��!��� �!���� ��

�!����"� 
 �� �!�� ��� �������!�� �!�� �����!����  �� ���� ��� � #"�� ����� ���������!� 
 ���� �� ��� !�
n = 1



��� �!��� �"� �� ��"�� � !  �� �"��!���� �� �!����"��� ��

X

 !� ��"� �!����"��� "�� � !4���� �! ����

µρ(r)

t

X
(t

)

% �& * � ! + �@ ./� /. -. ).9,-/ -/8-,+.*. (, .-./ .,) .+,,./
X(t)

�,*-., 5+, ,.,(� 1 �.) (, .,8) )+, , -*0.,*-.*.)
., /. ).9,-/ .), -. / +6.,,. ,( / /. �.,-.�(8. � -* /.) ,.*.,)� ., -. 7-*.-,5. (, .,8 �/.) -.(@ ,*-.,) ., � +., ,./ /8)
*.� *8)., ,., , /.) 7-/.(*)

E{X} ± σX

� 1
�� � �$"� �!��� 
 �!� � � "�� ��������� �"� �� �!"��

n
���� ����!������ �� ������

r
�� �� ��4!�

ρ

 �!�� !�

� CL G( PWRG GE "IPR  LKWPGKFW  FPEQP GW GFON& PJKGW ! WKPSIER LI WRIRPWRPJKG QNEWP&UFUG X CQP PL W (IOPR &G L (GFON& PQPRU GE HN1GEEG ! QIFNE WK  NWG L (UOILPRU &G LI HN1GEEG & (GEWGH/ LG &G
X

GR &G LI HN1GEEG W IRPILG & (KEG &G WGW FUILPWIRPNEW X #GW IKRFGW  NWWP/ PLPRUWJK (NE  GKR QNEWP&UFGF WNER ENRIHHGER LGW GFON& PQPRUW GE & PWRFP/KRPNE GR GE IKRN QNFFULIRPNE X% CL W (IOPFI & (GFON& PQPRU GE HN1GEEG ! GE & PWRFP/KRPNE NK GE IKRNQNFFULIRPNE ! URIER &NEEU LG QNERG(RG X
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6
�������� $" #�� � #�� �� �� � #�������� ��� �!����

u
���� $"� |r − u| 6 ρ

 &�"� �������� ��� 


µρ(r) =
1

Vρ

∫

Bρ(r)

X(u)du
!�

Vρ = Vn [Bρ(r)]
��� �� �!�"� � � #"�� �!"�� �� ��4!�

ρ
�� ��� ����!�

n. ���

� �6 �� 	�� �� ��  
� ��� ��� �
 �� ���

 � ���� �

�"��!�!�� $"� �� � !4���� �! ����

µρ(r)
����� 
 �!"�

ρ → ∞ 
 ���� "�� �!������� ���� �!���
µ(r)


 $" #!�
��"� �!�������� �!� � � ����� "�� � !4���� � �!���� ��

X
��������� - � *.+*. �� �� �!����!� 


µ(r) = lim
ρ→∞

µρ(r)

�� ��"� �� ���� � !����� ���� ��� �"��� $"� ����� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��
r

 �� ���� 
 �� !� ����� ��"�
�!����!��

r1
��

r2

 �� $" #!� �� ����� ���� �� ��� !�

ρ > |r2−r1|

 ��!�� �� ��������� ����� ��� ��"� � !4�����

�! ����� ��� � ��!��� ������� ��� �� ��"����� ��� ���

|µρ(r1) − µρ(r2)| 6
Vn [Bρ(r1) ∪ Bρ(r2)] − Vn [Bρ(r1) ∩ Bρ(r2)]

Vρ
||X ||∞,

!� � #!� � "������ �� ���� $"� 

X

����� �"��!�� �!��� 
 �� �!�� � ������ ||X ||∞ = sup{|X(r)| ; r ∈ R
n} �� ���� 


�� $"� � #��������� ��
X

�"� "�� ��� �!�
E

��� �� �����"�� 
 �� ����"� ���!�"� 
 �" ��!�"�� �� ||X ||∞
��� ��

�!�"� � Vn(E)
�� ����� ��� �!�  �� �!�"� �

Vρ
� #"�� �!"�� $"���!�$"� �� ��4!�

ρ
��� ������$"� $"�� $"�

�!�� �� ������ �� �� �!"��  �"��� �" �"� �����"� 
 �� � #�� �� �" �!�"� � �� � #�������� ��� �!���� $"� �!�� ����� #"��!� ����"���� ��� �!"���
Bρ(r1)

��
Bρ(r2)


�� �!�� � �� ����� � ��!����!� �� �!������ ����� ��� 	 � #���� �� �� ��"�� � � 
 $"� �"��!��

n = 2
�!"�

��� ������  �� �!�����"��!� 	 �� ���������
µρ(r1)−µρ(r2)

� #"� ���� ��� �� �!�"� � �!����" ���� � #����������!�
��� ��"� �!"��� ����� ������ � ��� �"��� 
 ��" ��� �!� ����� ��� ��� �!�� �� � #������

R
n

�!����"�� ���� "��
�!"�� �� ��� ���� � #�"��� 
 �� $"� ����"�� �� �"� �����"� �� � #�$"���!� ����������  ������� ������

ρ
����

r1 r2

Bρ(r1) Bρ(r2)

% �& * � � + ; .� *8)., ,-,.+, )5: 8/ -,.�(. -. /- -8/ +,),*-,.+, -. / 4(, .5.,8 -. /- / +6.,,. 9 /+0-/.1 �.) 0+( /.)
-. *-6+,

ρ
., -. 5., ,*.) *.)� .5,.= )

r1
.,

r2
). *.5+(7*., , - 4-( ,-, , � /() �(.

ρ
.), 9 *-,-1 �- 	 9(*. -. 9 -(5: .

/ +, ,*. /. 5-) |r2 − r1| > ρ
? ., 5./ /. -. -*+.,. /. 5-) |r2 − r1| 6 ρ

1
� #����� 
 ��� ��"� �!"��� �� ���!"����� �� ��"� �� ��"� 
 �� �!��� $"� �� �!�"� � �� ��"� "��!� ����"���� 
����!��� 	 ���" � � #"�� �!"�� 
 ���� ���� @  �� �� ���"�� $"� 
 �� � #"�� ��� ��"� � !4����� � �!�����

µ(r1)!"
µ(r2)

�� ���� 
 ��!�� � #�"��� �� ���� ������ ��� �� ����� !�� �� � �� � ����"�
µ

 � � ����� ����"� ��� ����� 	
�� � !4���� � #��������

m

 �� ��! ����"� ��� ���!��$"�  3��� �!"�� �� �"��� 
 !� �"��!���� $"� ��� � �� ��

�!�������� �!������� �!"� "�� "��$"� � !4���� � �!���� 
�� ��� ��� �����"�� ����������� � #����!�"��� ��� 
 ���� � #!���$"� �� �� $"� �� �"���� 
 "� � �� � ��! � ����$"�
��!�$"� $" #!� ������ �!�� �

Xρ(r) = X(r)uρ(r)
!� �� �!����!�

uρ
��� �!���� ���

uρ(r) =

{
1 si |r| 6 ρ
0 si |r| > ρ

���� |r| �� � !�"�� ��
r

���� � #������ �"�������
R

n.

�� ��"� ��!�� ������ �� � !4���� � �!���� �!"� �� �!�� �
m = lim

ρ→∞
µρ(0) = lim

ρ→∞

{
1

Vρ

∫
Xρ(r)dr

}
.
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��� �����"��!�� ����������� ����� ������ $"��� 	 �� �������!� �� �� � !4���� � #"�� ���������!� � #"� � ���
��! � ����$"�

X

 �� �!������ �� � #���������� 	 ��� �"��"���!�� 
 �"��$"� �� �!�� ����� $"� �!����� �!"� ���� �����

�� ������������ ��������� ��� ��� ��!������� ��������$"�� ��
X


 ���� � #!���$"� �� ��� �!� ����� 	 ������ ���
� �� �� !�������  �� ��"� ���� ����� �� ���������� ����� � # 4�!� ��� $"�

µ = 0

 �� $" � �� � ���� ������ � ���

���� �" ��!���� � �� �� �������������!� ��� �"��"���!��  � ���� �!��� "� � �� � ��! � ����$"�
X

�����!������ 

�� �!����!� � #�"�! �!�������!�

AX
��� �!���� ���

AX(δ) = E {X(r)X(r + δ)} ����������� ��� �� �� �!����!�
r.

�"��!���� $"� �� � �� �
X

��������� 	 � # 4�!� ��� ���!��$"� �" ���� �� � #�"�! �!�������!� 
 �� ��� �!���� ��
� #����� ����

AX(δ)
	 "�� ��������� �"� � #������

R
n �� �������!� 
 �!��

AX(δ) = lim
ρ→∞





1

Vρ

∫

Bρ(r)

X(u)X(u + δ)du





����� ����� � ��� �" ������
r
�� �� �!"��

.

�� ����"� �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �!"� "� ��� ����� ���
δ = 0

��� ���� ������ � ��� ����� 	 ���������� �" � �� � ��! � ����$"�
σ2

X = AX(0) = E
{
X2(r)

} 
 $" #!� ��"� ����" ��� �!� � �

σ2
X = lim

ρ→∞





1

Vρ

∫

Bρ(r)

X2(u)du





���� �� � �� � ��� ��$"� $"� �������� � ���
.

3��������� �� �!����!� � #�"�! �!�������!�
AXρ

�" � �� � ��!�$"� ����!�"�� ��"�  �"� ��� � #��������� �"��
������ 
 ������ � ��� �!��������� �"��$"� �!����� �"� "�� �!����!� 	 �"��!�� �!��� 


AXρ
(δ) =

∫
Xρ(u)Xρ(u + δ)du

�� �� �!����
σ2

Xρ
=

∫
X2

ρ(u)du

!� ��"� ��"������� �� ��� ��$"� ����� ��������� ��� �"� � #"� ����� �� �� � !4���� � �!���� �!"� ������� � #�� �������� 
 �!"� ������ $"�
AX

��� �� ��� ��� ��
AXρ

/Vρ

 $"���

ρ
���� ���� � #�����  �� ������"���� 


σ2
X

��� �� ��� ���
��

σ2
Xρ

/Vρ
 �� ��� ������ ��� �!������ �� �!�������� "�� �����!� �!�� ������ �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!�

�" � ��� ��!�$"� 
 $" #!� ������ �!� � �
aXρ

(δ) = AXρ
(δ)/σ2

Xρ

 � � !� �
AXρ

(δ) ∼ VρAX(δ)
��

σ2
Xρ

∼ Vρσ
2
X$"���

ρ
���� ���� � #�����  �� ��� ��� ��

aXρ

��� �!�� ����� 	 �� $" #!� ��"� �!�������� ��� ���� �� ��� �!�� ��� �!����!� � #�"�! �!�������!� �!�� ������
aX

�" � �� � ��! � ����$"� �!� ���� 
 �!��

lim
ρ→∞

aXρ
(δ) =

AX(δ)

σ2
X

≡ aX(δ).

� �: �� 
 �� 	������
�� ��� ������� $"� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� ��� ������ �� ����� 
 �"��$"�

AX(−δ) = AX(δ)

 �� � �� �

X����� �"��!�� �����!������  �� ��"� ������ ��� � !����� $" #���� ��� ������ �!������ 
 � #����	 ���� $"�
∑

i,j

aia
∗
jAX (δi − δj) > 0

$"��� $"� �!���� ��� �!����� �!� ������
(ak)

�� ��� �������� ����
(δk).

�� �!���� $"� ����� ��!������ �� ������ �� �" ������� �� �"������� ��
X

 �� � � #�"��� ���� �" 
 ���� �� ����
��!�  � � � 
 $" #�� �� ������ "�� ��������� �� ��"� 4��� #��� ����� ��� ��� ������� � �� �� ���$"�� �����$"���

&DE EG ENFH ILPWG  IW PQP  IF KE SNLKH G ! QIF LG SNLKH G I  FN FPU &U GE&FIPR &G
δ
! QG JKP E (GWR  IW WNKVIPRI/ LG X



�� � �� � ��6���6 56 �� ������6
��"� ��������� �����!���� 
 ��������� $" #!� ��"� �������� �!"� "� � �� � ��!� ����$"�

X
�� �!� ��������� ��

δ
���!�

A2
X(δ) 6 E{X2(r)}E{X2(r + δ)} = σ4

X

�� ��� �!���$"���
AX(δ) 6 AX(0).

�� �!����!� � #�"�!�!�������!� ������� �!�� ����������� ��� �!� � �� ��"� ���!�" ��
δ = 0

 �� ��"� � #�����"��
�� � !����� �� �!��������� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"� 
 �!� � � !� �� ����� � �"� ���  �� ���"����
� !���� ������ ��� $"� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �!�� ������ ��� �!"�!"�� �� �����"�� !" ����� 	 !
 ����"�
$" #���� ������� ��

δ = 0


� �� �	
�� �
 �
 	����� �


� �� �� 
 �� � ���
� �
 ��� �� �� 
�� �� ����� �� �"������� � #"� � �� � ��! � ����$"�

X
��� - � *.+*. ����� �!�� � �� ������!�� �� �� �!"���� ��

�� �!����!� � #�"�! �!�������!�  ��������� 
 ����� �� �!"�!�� ������ ��"����� ��� "�� ������!� �� �������������������� ��� 
 �� �!������ �� �� ���� �� �"� �� ��!���� � �� �� �!��������� ��� ���������� �� �!"����  ��
������"���� 
 �� ������!�� �� �� �!"���� ��

X(r)
� #�� ���� ��� ����������� ��� 
 � #���������

X̂(k) =

∫
X(r)e−2iπk.rdr

� #�4��� �"�"�� ����!� �� �!������� - � *.+*.
.

&!"� �!��!"���� ����� ��� �"��� !� �!������� �� � �� � ��!� ����$"� ��!�$"�
Xρ

$" #!� � ����� ��" �  �"�  ��
�!��������� �� � #��������� ���������� �� ������!�� �� �� �!"���� �� �� � �� � ��!�$"� ��� �������� 
 �"��$" #��
� #�� �� �� ���� � #"�� ��������� �"� "� �!� ���� ��� �� � #������ 


X̂ρ(k) =

∫
Xρ(r)e−2iπk.rdr =

∫
X(r)uρ(r)e−2iπk.rdr

����
uρ

�"��� �� �� !�� �� �� �!"��
Bρ(0).

� � � #!� �"��!�� $"� �� ������!�� �� �� �!"����
X̂

�" ������ �!� ���� �� ���� 

X̂ρ

� #����� ��!�� <� ����#��� 
 �@@@>�!� � � �� ��!�"�� �� �!��!�"��!� �� �������� ��� �� ������!�� �� �� �!"���� ��
uρ

 ����� �������� ��� "��
�!����!� �� ������ �!�� � #!���� ��� ��� �� �� ��� ����!�

n
�� � #������ �� �!�� � #���"� ��� ��� ��� �" � !�"��

��
k

 �� ������"���� 
 ���� �� ��� !� � #!� �!������� ��� ��! ����"� "����� ����!����� 
 ���� ����� �� �!�� � � #"�
���"� ��������  3��� �!"� ��� ��� 
 ���� ���� ���� "�� �������"��!� �� 3 ���� $"��� �� ��4!�

ρ
���� ���� � #����� 


����� �!��� $"�
uρ

� #����! � � � #"�� �!����!� "���!�� � ����!"� ����� 	 "� 
 � #!�

lim
ρ→∞

X̂ρ = lim
ρ→∞

(X̂ ∗ ûρ) = X̂ ∗ lim
ρ→∞

ûρ = X̂ ∗ δ = X̂.

��� � #����! � �� �� �� ����� �� �"������� ��
X


 !� ��"� �!�� ����� ��� ������ �� ������!�� �� �� �!"���� PXρ�� �� �!����!� � #�"�!�!�������!�
AXρ

�" � �� � ��!�$"�
Xρ

 � � �������� ��"� � #������ �!� � � �� ��!�"�� ��
�!��!�"��!� ��

Xρ
��� "� � �� � ��! � ����$"� � ��! �� 
 �!��

Yρ
�� ����� ���

Yρ(r) = Xρ(−r)
 �� ������!�� ��

�� �!"���� PXρ

��� �!�� ����� �" ��!�"�� ��� ��� ��� ������!�� ��� �� �!"���� ���� ������� ��
Xρ

�� ��
Yρ


$"� �!�� �� ���� �!� ������ �!��"�"��� � #"�� �� � #�"���  &�� �!���$"��� 

PXρ

(k) = |X̂ρ(k)|2 �!�� 
 �� ������� 	 �� ��� ��� ������
lim

ρ→∞
PXρ

(k) = |X̂(k)|2.
�� ��"� ��!�� ��� �� �� �� ��� �!�������� $"� ����� ��� ��� �!�����"� �� ������� �� �"������� PX(k)

�" � ���
��! � ����$"� �!����� 
 ���� $"� <&��!"��� 
 !=�?> ����� ��� ��$"�� $" #�� ���� 
 �� � #!� ����!�� �" ������� ��
�"������� PX

����� ��� "�� ������!�� ���!� �� �!"���� ������� �� �� �!����!� � #�"�!�!�������!�
AX


 ��
������� 	 �� ��� ��� � #��� ���!"��"��� ��� ���� $"� �!"� � #��� ������ 


lim
ρ→∞

E
{
PXρ

(k)
}

= PX(k),
�� ��������

E

{
P2

Xρ
(k)
} �� ������� ��� ���� ���!

.

�� ��� �� ��� �" ��� 
 !� ��"� ������ ��� ������ 	 �� ��� ��� �� ������� �� �� ������!�� �� �� �!"���� ��
�� �!����!� � #�"�! �!�������!� �!�� ������ �" � �� � ��!�$"�  �"!� $" #�� �� �!�� 
 !� �� �� �!���� ��"� �����!� ��� �� �� �������!� 
 �� !� ������

PX(k) =

∫
AX(δ)e−2iπk.δdδ

�� �������� ���
AX(δ) =

∫
PX(k)e2iπk.δdk, �=�



����  ��� � � ������ ��������  ���� �� ���  ��  ��
� ���� ��

�� �!���� 
 �!� � � �� ���� � ����#��� <� ����#��� 
 �@@@> 
 $" #!� � #��������� �!"�!"�� �!"� $"� �� �� ����� ��
�"������� �!�� �� ������!�� �� �� �!"���� �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� 
 $"���� 	 � !����� $"��$"� ��" ���
�������!�� �� ��� ��"� $"������� 
� �� �� 
 �� 	������
�� ������ �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �!"� "� � �� � ��!� ����$"�

X
���� �������� ����� �" �������

�� �"������� 
 �"��$"� �� �!� ���� � #���������!� ��� �4� ����$"�  �� ��"� �!�� �!�������� 
 �!� � � !� �� ����
��������� ��� �!"���� ��� 
 $"� �� $" #!� �!�������� � #������� ������� �� �"������� ��� �� $"������
PX(k) = PX(k) + PX(−k) = 2PX(k)

������ �"� "� ��� �������� "��$"�� ���
.

��� ��$"!�� ������ ��� $"� �� ���� �� ������ � #"� � �� �
X

���� ���� �� � #������ ��� �������!�� �= � �!"� ��
�!�� � �� ������!�� ���!�� �� �!"���� �� �!���"� 
 �" ���� �� �� ������ ��� �!����!��

AX
�� PX


� #��������!� ����������� �" ������� �� �"������� ������ � �"�  �"� 
 PX(k) = |X̂(k)|2 
 �������� ��� ������ �"
� �� � ��!� ����$"�

X

 �!"� ������� �� ���!� ����������� �" � ������ �   
 �!��$" #!� �!"��� �!����"��� ���

� �� �� ��! � ����$"�� �4��� "� �� ����� �� �"������� �� ����� 	 � #������  �� ������"���� 
 ������� �� ����"�
	 � #!��� ��� �� � #������ �� �!"���� 
 PX(0) = |X̂(0)|2 = E{X(r)}2


 !� �!�� $" #���� ��� ����� �" ����� �� ��
� !4���� �" � �� �

X
 3��� �� � �� � !���� � #����� 
 � #��������� �" �� ����� �� �"������� �"� �!"� � #�������� �!"���� ��� �� ���� �� ��������

σ2
X

�" � �� � 
 �"��$"�
∫
PX(k)dk = AX(0) = E{X2(r)} �� $" � ��"� ������ ��� �� � !����� ��� �� � �!��� � �� ��4���� 

� �� �� �� ��� � 	��� �� �

� #��������!� �" �� ����� �� �"������� � #"� � �� � $"���!�$"�

X
�!� � � ����� �" � !�"�� �� �� ������!�� ��

�� �!"���� �� �� � �� � ���� �� �� �� ����" ��� ���� ��� ���� ��� 
 ��� � �� !��� �� ������!�� ���!� �� �!"����
�"� ���$"�� ����� ��� 	 �!��"�� �� ����!��� ���  � #��� �!"�!"�� ��� �� ����� $"� � #!� ����"���� ��� �� ������ ��
�"������� ��� !���������� ����"���� �"� � ������� �   �� �    
 �� �!� �� ������� ��� �� �!����!� � #�"�! �!��
������!�  �� �"���� � �� � ��"��� �������� 	 ����� �� � �� �� ������� �� 	 ����" ��� ����� �������� 	 ������ �"������� �� �"�������� 

� �� �
� ���� �� � �
 �� ������


� �� �� 	�� �� ��  
� �
 ��� ��  ��
� �� ���� ��  � 
���� ����� ��� �� 
�� ��� �!���� �� �� �!����"��� � #�"���� � ��"��� ��� �"��"���!�� � #"� � ��� ��!� ����$"�  &��� � ����� 
 !� �!��
��� �!����!�� �� ���"��"�� 
 �!�� !� � ��� 	 ����� �" � ������    �" �"� �� �� �� �������������!� ��� ��!" ��� ����
�"��"�����  3� � ������ �������� 
 �� ����� �!��� "� � �� � ��! � ����$"� �������� �� �����!������

X

 !� �������� �!����!� �� ���"��"�� � #!����

p
����

S
(p)
X (δ) = E {[X(r + δ) − X(r)]p} $"���� $"� �!�� �� �!����!�

r.
��� ��$"!�� $" #�" � ������    
 �� ��������� ����!���� �" � �� � �� ������� �!"� ����� ������ 	 �!�������� ���
�!�� �� ��"� �!� ������ 
 �� ���$"��� ��� ���������� �!� �!������ �� �� �������  �� "�������� ��" ��� �!����!��
�� ���"��"�� ���� �� ������� 
 �� �� � #��� ����� � #!���� ��"� 
 ��� ���� ��� ����� �� ��� ���� 	 �� �!����!�
� #�"�! �!�������!�  �� ���� 
 �� �����!����� ������� ��� � #��������!� �� ����"� 
 !� !������
S

(2)
X (δ) = E

{
[X(r + δ) − X(r)]

2
}

= E
{
X2(r + δ) + X2(r) − 2X(r)X(r + δ)

}
= 2

[
σ2

X − AX(δ)
]
,

������!� $" #!� "�������� �!��� � ��� �"� � ������� � �� �  �� $"� � ��� �� �� � !����� ������ ��� $"� ��
�!����!� � #�"�! �!�������!� ��� �!"�!"�� �� �����"�� 	

σ2
X

 �!� � � �� � #4 �"�� ��� �� ���$"� �� �!� �"��!� 
 !�
�!���� ��� ���� ���

SX
�!"� �������� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"� 

)	NRNEW RNKR &G H �HG JKG Q (GWR M  IFRPF &K QILQKL &GW "NEQRPNEW & (IKRNQNFFULIRPNE JK (NE &U&KPFI &GW  FN FPURUW &K W GQRFG
&G  KPWWIEQG &GW QIFRGW &G QGERFN�&GW IK( QVI PRFGW � GR � �X-# (NF&FG

p
GWR � � ����� JKGLQNEJKG ! HIPW WP NE LG QVNPWPR ENE GERPGF ! LI �U�EPRPNE QNFFGQRG �GW "NEQRPNEW �G WRFKQRKFG �NPR"IPFG PERGFSGEPF KEG SILGKF I/WNLKG X
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3 #"� �!��� �� �"� �����$"� 
 �� ����"� ��� �!����!�� �� ���"��"�� ��� ���" 
 �!"� ��"���"�� ����!��  �!"�
� #��!�� ����� $" #�� ��"� - � *.+*. �� �!���� "� ����� �!���� �� ���������!�� � #"� � �� � � ��� ��!� ����$"� 
�� $"� � #��� �!���� �� $"� ���� �� ��� ��� � !�� ��� �4�� ���$"�� $" #!� ����!�"��� ���� ��� � ������� �"������ 
3��� �� ��� �!������� 
 �� ��� ���������� �� � #���"4�� �"� �� �������� ���!��$"� �� �� ����"��� �� � !4���� �"�
�� �!����!�

r
��� �"�������� ��� ������ ���� �" � �� � �!���� ���

X(r + δ) − X(r)

 �� �� �!"� �!"��� ���

��������!��
δ
�!������� 
 �� $"� ���������� "� ����� �� ����"� �� � #!���� �" �!���� �� ������ �" � �� � ��

� �"� ������� ������ �� ��� �!�� ���� �������� ��� 
��� �� �!��!"���� �� ��!� ��� � 
 !� ��"� ����" ��� ��� �!����!�� �� ���"��"�� ��!������� �5+-*). ),*(5,(*.
= (,5,.+,)� 
 �������� ��� <� �"�� ., -/1
 �@@�> 
 �� ��! ������ �!� � � �"��  �� �!�� ���� ��� ���!"��� �� � ����� "� ������� �!���� �� �!"����������� ����!���� 
 �� "�������� "�� ������ !�� !�!���� �!�� ��� ����" ��� !��
�!"��� �� � �� � ������ ������������$"�

L
 �� ����"�� ���" ��� 
 ���� � ��"�� �� ��� ����" ��� 
 �� � !4���� �! ����

�" � �� � 
 �"�� ��� ������ ���� �" � �� � ��!����� ���"����� 
 �� �!�� ��� ���������� �������!�� ����������� 
�� ����� ��� ������ ���� 	 �� �"�������

p
�� !� �� ���� �� � !4���� 
 �� $"� �!��� "�� ����� ���!� �� ��

�!����!� �� ���"��"�� � #!����
p
�!"� ��� ��������!�� �� � !�"��

L
 �� �������� �� ����� � �� !�� ����! � ��

���� ������ �" � ������ �   ���� �� ����� �� � �� �� �4�� ���$"�� �!�� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"�
��� �!��"� 

� �� ��
∆
������ �


� �� �� �� �� ���� ��  � �� ����� �
 � 
� ���
3��� �� ����� �� � #��"�� �� �� ��������� ���  !��!��� ��!� �$"�� 
 � ���� <� ���� 
 !=��> � ����!�"�� "� �"���
!"��� ��������$"� 
 ������ 	 � #����4�� �� �����"� �����!���� "� ���� ����!�����  ��� !"��� � �� �������� � #� ���� �
���������� � �!"� "�� �� ���� �� ��� ��

τ
�!���� � �� �������� ��� ���������� ����� ��"� � !4����� �"���������

�"� ��� �"����
τ � &�������� ����� � !� �!� ����� �!"�$"!� ���� ���� �� �� ������������ ��� ������� �� ������

��� �!������ �&�"� �������� ��� � �� ��������� ��� �!����!�� �� �� �����!� � �� � !� ����� ��� � !4����� �! ����� �" ������"� ���� ����!����
X(t)

�"� "�� �"���
2τ

�!"� �� �!�� � �� ��!�"��� �� �!��!�"��!�% �

µτ =
1

2τ
(X ∗uτ ) ,

�� $"� ��� ��� ����� � #����� �� ��	����!� ��
µτ .


� ��������� ����� ��"� �� ��� � !4����� �! ����� �"��������� � �"� ������ ��� �� � ����� �!"� �� �!�� � � #"��
�!��!�"��!� � ����� �!�� ��� ��� ���������� �� �������"��!�� �� 3���� � �"��$"�

∆µτ (t) = µτ (t + τ) − µτ (t − τ)
�� �!��

∆µτ = µτ ∗ (δ−τ − δτ )
����

δτ (t) = δ(t − τ).

�� ��"� �!�� ������
∆µτ

�!�� � �� ��!�"�� �� �!��!�"��!� ��
X

��� "�� �!����!�
Fτ

$" #!� ���������
��� 0�� � �� � ������ �� <��"��" � �, -/�� �==�> � �� $" � ������ � ���� �� �!�� � � ����������� �"� �� 	�"�� � �� �
� �������� � #"� ������ $"���!�$"� ����� � #��������� �" �� ����� �� �"������� �"� � #�������� �� � #������ ��
�!"���� � �� �"��$"� �� �!��!�"��!� �� ����"�� ��� �� �"����������!� ��� �������� �� �"�������5 � �� ��������
� #� ���� �������� �!�� � "�� � !4���� 	 ����� �" �� ����� �� �"������� �" ������ �� ������ �

σ2
A(2τ ) =

1

2

∫
PX(ν)PFτ

(ν)dν
!� �� �����"� 1

2

��� ����!�"�� �!"� ��� ����!��  ���!��$"��
.


� �!����!� �� 	 ������ �� � �� �!"� �� �!�� � PFτ
(ν) ∝ sin4(2πντ)/(2πντ)2

� �!���� ��� <��"��" � �, -/�� �==�> ��� ������� ������ �� �"���
τ
� !� ��"� ��!�� �"���� � #��!�"��!� �" �� ����� �� �"������� �" ������

X
���� ��

���$"����
ν
� �!"� �� �� ���!���� �� ��������$"� ��� �� � ���� � #"�� � !4���� �"� � #�������� �" �� ����� � �� $"�

���������� ������ ��� ����� � �� !�� �� ������ �!����� �"� �� ��� ��� ������!�� ���!� �� �!"���� �
ADE QVNPWPR �G QNEWP�UFGF KEG �KFUG

2τ
KEPJKGH GER  NKF ILLUOGF LGW ENRIRPNEW ! LGW "NFH GW QNFFGW NE�IERGW  NKF LI �KFUG

τURIER RFPS PILGW M UQFPFG � ����������XE*G JKP GWR PHHU� PIR M  IFRPF �K RVUNF+HG �G QNESNLKRPNE ! GR GE KRPLPWIER LG "IPR JKG LG W GQRFG �G  KPWWIEQG GWR UOIL IKQIFFU �K HN�KLG �G LI RFIEW"NFH UG �G 'NKFPGF X



���� ���� � � ������ �������� ����� �� ��� ���  ��
� ���� ��

−2τ

2τ

1/2τ

−1/2τ

t

Fτ

� �� * � �� + � �� ����� ,-,.� � �-� � .��� �� /- = �	,.� ���0��
Fτ


� ��� �!������ �� � !���� � #�"���� ���������� ����� � !4����� �! ����� � �� ���!� � �!"�� �"� �� �!����!� 	 ����
���� � #��������!� �� �� �������� � #� ���� �� �!"���� � �� !������ ����� � #�"���� � ��"��� ��������$"�� �"� ��
������ � ������� ���������� "�� �!����!� 	 ���� ��������� � � #��� � #���� � �� ���� �� � #����!�"���!� �� ��

∆��������� � �!�� �� ��������� ������� �������� ��� �!�� $"� � #!� �!" ���� �!�������� ��� � �� �� ��! � ����$"���� ��� ����!� �"�����"�� � �� ���� � �!�� � �� � #�� ���� ��� �� ������!� � #!���� �"�
R

n
����

n > 1
� �� �!��!�

�� � !4�����  �"���������  � #� ��� �� ���� �� �� ��"� �!�� ��!"��� "�� ����������� � � ���� ���"������ ��� � !�
�� �!�������� ��� ���������� �4� �������� � �� �!�� ������ ��� �� ��� "����� ����!���� �
� �� �� ��� �
� � �� ��! ��� ��
� �� 
 ��
� ���� �!��� �� ��! ����"� ��! � ����$"�

X(t)
� !� �!����" �� ��� �!"���� ����������

∆sµτ (t) = µτ (t) − 1

2
[µτ (t − 2τ) + µτ (t + 2τ)]

�� �!��� $"� �� �4� ����� ����!����� �!�� �!�������
.

����� ��������!� ��"� �� �!�� �!�� � �� ��������� ����� ��"� � !4����� �! ����� �" � �� � �!��� � � ��� �"�
��� �� ����� ���������� � �� "�������� �"���� ��� ����� ����!� � ���� �� �"��� � &!"� � #������� � �� �!"� ����� ��
���� ���� �� $"� ������� � ��� ��$"!�� $"�

∆sµτ
��"� �� � ����� �!"� �� �!�� � � #"� ��!�"�� �� �!��!�"��!� �

�!��
∆sµτ = X ∗ Gτ

� !�
Gτ

��� �� �!����!� ���0�� 0��� ����������� �"� �� 	�"�� � �? � �� ������� ��
�������� �� ��� ���������� � $"� �!�� ��� "� ������ "����� ����!���� � !� !������ ��!�� � �� � ������ �!"� � ����
��������� �" ��� ��������� � "�� � ��"�� ��������$"� �"� �� ������

X
����!�"� � �� �������� � #� ���� �� $" #!�

�!�� �
∆��������� � �!� ��������!� �� ���� � �� �������� �� �"������� ��� ��������� � ����� ������ �!"� ��

�������� � #� ���� �

σ2
∆(2τ) =

1

2

∫
PX(ν)PGτ

(ν)dν
���� PGτ

(ν) = 4
sin6 (2πντ)

(2πντ)2
.


�� ��� ��$"�� ������ ��������� ��� �" �"� �� �� �� �������� � #� ���� � #�����$"��� ������ ��� � ��
∆��������� �� ��� �� ��������� ���������� ����� ��� ��"� � !� � #� �!"����� � ��� �� ���� $" #!� �"���� ����������� ����� ���� ����

�" ��� ��� � �� �� ��! � ����$"�� �� ��� ����!� �"�����"�� �
� �� �� ��� �
� � ��
� �� � ��	� ��
 ��
�
�!��������� "� � �� � ��! � ����$"�

X(r)
��	�� �"� "� ������

R
n ����

n > 2
� !� �!����" �� � � �� � ������

�� �� $"� � ��� ���� �� ��� ����!� "� � �� ��������� ����� ��� � !4����� �! ����� ������ �" � �� � �!��� � � ���
�!����� �"� ��� ��� �!�� �� � #������ �� ������� ���������� �

∆sµρ(r) =
qn

qn − 1
[µρ(r) − µqρ(r)]

!� �� ����
q > 1

�!��� �� ����!�� ��� ������� �!���������
.

�����"����� ��� � �� �!"� � �������� �� �! ������ ���� �� ��� "����� ����!���� � !� �����
q = 3 � �� ��"�

� !����� <��"��" � �, -/�� �==�> $"� ����� ��������� ������� � ������� �� ��!�"�� �� �!��!�"��!� �" � ���
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−3τ −τ τ 3τ

1/2τ

−1/4τ

t

Gτ

� �� * � �? + � �� ����� ,-,.� � �-� � .��� �� /- � �	,.� ���0�� 0���
Gτ

X
���� "�� �!����!� ������������ �� �!����!� ���0�� 0��� �" ��� "����� ����!���� � $" #!� �!����

Gn,ρ
� ��

$" #!� � ����������� �"� �� 	�"�� � �� ���� �� ��� !�
n = 2 � 
� �������� �" � �� �

∆sµρ
��� ��� ��	����!�

��
∆��������� ���! ���� �" � �� � ��! � ����$"�

X
� $" #!� ��"� ������ �!�� � "�� � !4���� 	 ����� �" �������

�� �"������� �� �� ������� �"� � #������ �� �!"���� �

σ2
∆(2ρ) =

1

Σn

∫
PX(k)PGn,ρ

(k)dk, ��@�
�� �����"� �� �!�� �������!�

Σn
����� �� �"����� �� �� �� ��� "���� �� ��� ����!�

n � �!�� � �� � !����
��"��" � <��"��" � �, -/�� �==�> � �� �!����!� 	 ���� � #����� � � #���� ��� �!����!�� �� ������

Jα
�� �� �� �!����!�

Γ
� #�"��� �

PGn,ρ
(k) =

{
3n

3n − 1
Γ
(n

2
+ 1
)[(√ 1

πkρ

)n

Jn/2(2πkρ) −
(√

1

3πkρ

)n

Jn/2(6πkρ)

]}2

, ����

!�
k

��� � ��� ������� ��� �� � !�"�� �" �����"� � #!���
k � 
�� �!���"��!�� ������ �" ��� �� �� ��������

� #� ���� ������� �������� ��� � �� ������"���� � !� ��"� �!�� ��
∆��������� � "�� �� ����

ρ
�!�� � "�� ���!�

� #��! ��� �� �!� �!���� ��� �" � �� � ��! � ����$"�
X

� ����� �� ���� � �" ���� $"� �� �!����!� 	 ���� ��������
"� � �� ��"� �!"� "� �!���� � #!���

k ' 1/(2πρ) �

1/πρ2

−1/8πρ20

ρ

?

3ρ

?

� �� * � �� + � �� ����� ,-,.� �� � ���� �	,.�� �� /- � �	,.� ��� 0�� 0���
G2,ρ

�

� �� �� � ��
 
  	��� �� �


� ����"� �����$"� �� ��

∆��������� � #"� � ���
X

�"� ���������� ��������!��
L

�!"� �� � #"�� ��� �"���
��������� � ����� �������� �� ����"� ��� �!����!�� �� ���"��"�� � ��� �!�� $" #!� �!" ���� �� ����"��� ����
� #������ ������ �� �!� �� ������� ��� �� �� ����� �� �"������� � �� ���� � �� ��"� ��!����� � �� �!��!�"��!� �"
� �� � ��� "� �������� �� �!4�"� �� �!"��� ��� ������� �!������� � �� ������� � #�"��� ���� ����� �" ��!���� �
��� �!��� �" � �� � � 3� � �� � $" #�� ��� �!������ �� � #�� ���� �� �" ��!���� � �!�� ��� ��� �!����!�� ��



���� ���� � � ������ �������� ����� �� ��� ���  ��
� ���� ��

� �� * � �� + � / /��,�-,.� ��� -/� �.,�� �� �� ��� �� �� � -�	� �� �, �� �� � �� ��.,�� � ��� 	� -��� ���0	 ����	
/�� ���
 	��	/�� 	�	�� ,�.���� .��.���� , /�� �-���

ρ
�,

3ρ
� ��� /- 	 ���� �� � -�	� �	 /�� 	�� ,��� ��� � .
 �/�

�� , ��� � /.��� � -� ��� 	�.
 	 ,-��.� ���	 ��� /- 	 ���� �� ��.,�	 � ��� ����� ,� /���� ���� �

���"��"�� �� �� ����!�"����� ��� �����!�� ��!������� � !� ��"� �!��!"���� �� ��� �"��� �" ����"� �� ��
∆��������� �� �� ������� �� ������� $"� �!"� ��������� �������

ρ
�" �!4�" �� �!��!�"��!� �3��� �� ��� ������" ���� ��� � �� �� � ���� ����!����� � !� ��"� �"���� �� ��� ��� � �� <����� �, -/�� �@@ �> �$" #!� ���"� � ��� ������� ��� � &!"� �����"�� "� ��!�"�� �� �!��!�"��!� � #�� ���� $" � �!�� �� ������!�����

�� �!� ��� �!����"�� � �� ��"� ��!����� � ��� ����!� �� ���!�� �"� ���$"�� � 
 #�� ��� �!��!�"��
Y = G2,ρ ∗ X��"� � #������ ��!�� �� � �$"� �����

(i, j)
�!�� �

Y (i, j) =
∑

k,l

w(i − k, j − l)X(k, l)
!�

w
���������� �� �!4�" �� �!��!�"��!� � ������ �"� �� �����

(i, j).


� �!����!�
w

��"�� $"�
G2,ρ
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F
� �� �" ��$"� |g(F ∩ Ui)| 6 c|Ui|α

� ��!�� {g(F ∩ Ui)}
��� "�

ε����!"���� ��� ��
g(F )

����
ε = crα � � ���� � !� �

∑

i

|g(F ∩ Ui)|s/α 6 cs/α
∑

i

|Ui|s
�� �!��� $"� Hs/α

ε [g(F )] 6 cs/αHs(F ),

�� $" � �!��� ���� �� ���"���� ���!��� ���� �� ��� ���
ε → 0 � 
 #������� ��� ������!�� ���!�� ������������ �

�� �!�����!� �� �� ���� � $"� �� ���$"� ��� �����"�� �� �!����" ��� �� ��� �!����!�� � ���������� ������� ���
�!��$"� � #!� ������� ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� � �" � ������ � � �� &!"� α = 1

� !� ��� $"�
g��� ����� ��� ����� �� !� � "�� ������!� �!����� �"� ��� � ��"��� �� ��"��!�� �� � �� � ��� ����!� � � ���!��

Hs [g(F )] 6 csHs(F ) � �� ������"���� ��� ��!� ������ ����������!�� � �!����!�� � �4� ������� �!�� ������ �� �����
������ �� �!����!�� � �� ��"� �� ���	$"�� ��� � �"��$" #��!�� |g(x) − g(y)| = |x − y| � !� � Hs [g(F )] = Hs(F )

�
�!�� � !� �!"���� � #4 �������� �
� ��� �� 	 ��
� ��  �
 ��������
��� �� ���

� ���������� ��

s
�� �� � ��"�� �� ��"��!�� ����� $"� ��	��� �������"� ���� �� �� ��	��� �� ��� ����!�

�������� ���� ��� ����!� �� ��"��!�� � � #"� ��������
F

�� �!���� � &!"� ���� ��� ��$"!�� � #��!�� $"� ��
{Ui}

��� "�
r����!"���� ��� ��

F
�� �� !� �

s′ > s
� ��!��

∑

i

|Ui|s
′

6 rs′−s
∑

i

|Ui|s ⇒ Hs′

r (F ) 6 rs′−sHs
r(F ).

&�� �!���$"��� � �� �� � ��"�� �� ��"��!��
s���� ����!������ ��

F
��� 	��� � �� � ��"��

s′���� ����!������ ���
�"��� � �� ������� � �� ��� ���

r → 0 � 
� � �� � ����!���� ��� � ��� �� �� � !����� $"� ��
s′ < s

� �� � ��"��
s′���� ����!������ ��

F
��� ��	��� � 
� �� ���� �!�� "�� ����"� �����$"� ��

s
� ������� ��� ����!� �� ��"��!��

��
F

� �!"� ��$"���� �� � ��"�� �� ��"��!�� ����� � #"�� ����"� ��	��� � @ �

Dh(F ) = inf {s | Hs(F ) = 0} = sup {s | Hs(F ) = ∞} .


� ��� �� �!����� �� �!��� $"� �� ����"� �� �� � ��"�� �� ��"��!�� �!"�
s = Dh(F )

� #��� ��� ����������� ���
	��� �!� �"��� �
����������

� ��� ����!� �� ��"��!�� �!����� ��� ��!������� $" #!� ��� �� ��!�� � #�������� � #"�� ��� ����!� � �� �������"���� � ��

F
��� "� !"���� ��

R
n � �� �!������ "�� �!"�� �!� ���"��� � �!� ������ � �� �� ��� ����!� �� ��"��!��

��� ����
n � 3� � �� � � ��

F
��� "�� ������� �� ��� ����!� �!�!�!� �$"�

m
��!���� ����

R
n
� !� �

Dh(F ) = m �
� ��� ����!� �� ��"��!�� ��� ������ ��� � !�!�!�� � ��� ��
E ⊂ F

� ��!��
Dh(E) 6 Dh(F ) � ��	� � �� � #!�

�!������� "� �������� �" ��"� ���!����� �� �� ������� ��
R

n
� �� ��� ����!� �� ��"��!�� �� ��"� "� �!� ���

����� � �� �!��� �"�����"�� ��� ��� ����!�� �� ��"��!�� �� � ��"�� ��� ������� � &�� ���� ��� � �� ��� ����!�
�� ��"��!�� � #"� �������� ���!������� �� �!���� ��� �" ��� �



�� � ��� �  ��6�� ��� 56 ��� �6
3 #�"��� ���� � ��� ��!������� �� �� � ��"�� �� ��"��!�� ��������� ��� ������!�� ���!�� �� ������!���� �" ���
�� �� ��� ����!� �� ��"��!�� � �� ������"���� � ��

g
��� "�� �!����!� ��	��� �"�

F
�� � ����"�� ����

R
m������������ "�� �!�����!� �� �� ���� � #���!����

α
�

(x, y) ∈ F 2 ⇒ |f(x) − f(y)| 6 c|x − y|α ��!��
Dh[g(F )] 6

1

α
Dh(F ), ����

�� $" #!� ��"� � !����� ���� ��� �"��� <����!��� � �==@> � ������ �� �� ������!� ���� � �� ������"���� � �!"� "��
������!�� ���!� ��� ����� ��� ����� � �!"� ��$"���� !� � "�� �!"��� ��������� �
(x, y) ∈ F 2 ⇒ c2|x − y| 6 |f(x) − f(y)| 6 c1|x − y|,
�� ��� ����!� �� ��"��!�� ��� �!������� � �� $"� �!�����"� "�� ���������� �!���� ������ � �� �� ���� $" #��
� #�� ���� �!�� ��� �� �!�����!������ ��� ����� ��� ����� ����� ��������� �� ��� ����!�� �� ��"��!�� ����������� � �� $"� ���� �� "�� ������	����!� ��� ��������� � ��� ����! � � �� �� ��!� ����� �������� ��� ����� ���!�������� �!�� � ������$"�� ��� ��������� �!������� "�� ����� �!�����!������ � �� ����� �!�� �� � �� �
��� ����!� �� ��"��!�� �
� �!������ ��������� �� ��� ��$"�� $"� �� ����"� ����4��$"� ������ �� �� ��� ����!� �� ��"��!�� � #"�
�������� ��"� �� ������� ���� ��� ���� � �!��� �� �!������ � �� � #��� �� ������ �!"� ����� ����!� $"� � #�"����
��� ����!�� ��������� !�� ��� ����!�"���� � �!�� � �� ��� ����!� �� �!��� �
� ��6 	 ��
� ��  �
 ��� �


� ��6 �� 	�� �� �� � � ��
 ��� ��
� � 
�
 � ��
� ��  � ����� �


� ��� ��$"� ����� �" ���"� �� �� �����!� � ��� � ���!� ��$"���� �� � ��"�� �� ��"��!�� ��� "�� �!�� �������!�
�� �� � ������ �� ����$"� �� � ��"���� "� !� � �� � ��� �" ������ ��� �������� ��	����!�� �� ��� ����!� �������� ��� �� �!��� "�� �� ����

r
�� !� � ��"�� "� ��������

F
� ����� �� ���� � ���� �� �!"���� ��� �����"������� ��"�

� ������ $"�
r � � #��� �� !�������� �� �!� �!���� ��� �� ����� � ��"���

Mr(F )
�!��$"�

r
���� ���� @ $" #!�

��"� �� ���"��� "� �!���� ������������� �� ��� ����!� �� � #�� ������ � �4��$"�� ��� �!�� � ���!���� � #"���!� �� �"������� �� �� �!�� �
Mr(F ) ∼ cr−d � 
� ��� ����!�

d
��� ��!�� ��� ������� ����"��� ��� ������!����!�

� #"� �������� �� �!���� �� �!!��!����� �!����� � �$"�� �

d = lim
r→0

lnMr(F )

− ln r
.


� ��	����!� �� �� � ��"���
Mr(F )

������ "�� ������ �����"�� ���� ������ �� �!����"��� ��� ��� ����!��
��������� ������� � �� �!��� $" #�� �� ��"� ��� � #�������� � �� $" #����� �!����� �!"��� ��� � �� �� ����"�� � � �� �
�!"� ��� ��������� ��� ���� � �� $" #!� ��� ������ �� ������ � � "�� ��� ����!� � � #��� �� �!������ ������������ ��!������� �� �� ��� ����!� �� ��"��!�� � ������ $"� �������� � �"�  �"� <����!��� � �==@> �
� ��6 �� 	 ��
� ��  �
 ��� �


� ��� ����!� �� �!��� ��
 0	�� ,.�� �.� ��� .� !" �
 �.� ���.�� ��� � #"�� ��� ��	����!�� ������������
��� ��"� "�������� � �� ����!� �� �� �������� �������� ���� ��$"���� ���� ��"� ���� ����" ��� � �������� ��� !"
������$"�� ��� � �!� !��� ���  ���!��$"� ��� ��� ���� � �������� � �� !� �!"��� �� ����!"��� �!"� ��� �!� � ��
��� ����!� �� �!�� !�!�!� � ��� ����!� � #����!��� !" ���!�� ��� ����!� � #�� �!�� ���!� ��!��

F
"�� ������ �!���� ��

R
n � �� �!������� ���

r����!"���� ���� ��
F � 
� ��� ����� $" #�� �� �� ���� ���������� 	��� � �"��$"�

F
��� �!���� � �� ��"� �!�� ���� ��� �"��� ��	���

Nr(F )
�!�� � ����� �� �!����

� �� ��"� �� ������� ��
R

n �� �������� �" ��"�
r
����������� �!"� ���!"����

F � �� ��	��� ��!�� �� ��� ����!�
�� �!��� ��

F
���

Db(F ) = lim
r→0

lnNr(F )

− ln r
.

�� ��"� � !����� � �� �� $"� �!������ ��� ������� ���!"�����
F

� $" #�� ��� �!������ �� �� ��� ���� � ��� �!"���
����!����� �� ��������

r
�������� �"� ��� �!���� ��

F
� !" ���!�� �"� �����

n���� ����!����� �� ���
r
� ����

)���� �
 ����� � ��( �



���� ���� � �� �	��	�� �� ������ �� ��

$"� �� ��� ����!� �� �!��� �� �!�� ������� � �� ������� � !�� �������� � #�����"�� �!�������� ��� ��� �� ����"�
�����$"� � �� ���� � �� �"� � �� �!����"��� "� �������� �� ������� �� ������ ����!������� �"�

R
n � �� �!"� � �$"�

������ �� �!� ���� �!����� �� �!���� �!��������� �" � !��� "� �!��� �� � #��������
F � 
� �!� �!���� ��� ��

�� �!���� �� �!����!� �� �� ������ �!"�� �� �� ��� ����!� �� �!��� ��
F �
�� ��!������� �� �� ��� ����!� �� �!��� �!�� ���������� � ������ �� �� ��� ����!� �� ��"��!�� � �� ������"���� �

��
F

��� "�� ������� ���"������ ��
R

n
� �� ��� ����!� �!�!�!� �$"�

m
� ��!��

Db(F ) = m � 3 #�"��� ���� ��
��!������ �� � !�!�!��� � #��� ��$"� �"��� � �� ��� ����!� �� �!��� � ��	� � �������� �� �!� �!��� ������� ���
�!�� � �� ��� ����!� �� ��"��!�� ��������� ��� ������!�� ���!�� � �� ����� ��� ������ !" �� ���� � 3 #�"����
��!������� � ��"� !" � !�� � ������� ��� � �� �� ��� ����!� �� �!��� �!�� ��"����� ���� <����!��� � �==@> �
� ��: �
�����
� �� ��� �� �
� �
 �� ��� � �
� � ��
� �� � � ����� �
�

� ��: �� ��� ���� ��  � ��
��


� ����"� ��� ��� ����!�� ��������� � #��������� �� �!���� ��

R
n � �� ������"���� �� �� ��� ����!� �� ��"��!�� ���� �� ������� ��� ���� �� � ������ ������� � � ��� !� ��"� �!"���� ����� ������� ��� �� !������ "� � ��!����

�������� � $"� �� ���� �� ������ ��� �!"���� ���� �� ����"� �!������ �� �� ��� ����!� � ���� $"� �� ��� !�������!�
�� ����� ������� �"���� ���� ������" ������ ��� ���"� �&!"� !���� �� "� ��� � ��!���� �� �� ��� ����!� �� ��"��!�� � �� �"� � � #����"�� � �!"� ���

r����!"���� ����
{Ui}

������" ����� ��
F

� ��� �!�� �� �� ��"�� ��������� ������ � �� �" �������
s � ������!$"�� ��� � �� � #!�

�!" ���� !���� �� "� � ��!���� � �� ��"� ����������� ��� �!�������� �!"� ��� ���!"���� ���� �!������� ��
F

�
�!"� ���$"��� ��� ���������� ������� � #!�� ��� ����������� ��� �!"��� �� � �� � �������� � 
� ��� �!���� ��
�� �!��!"���� �� ��!���� � �� ������� ��� ��$"�� $"� �� "� ��" �

Ui
���!"��� "�� ������ ������ ��

F
� ��

�!�����"��!� � ��"��� ��� |Ui|s
�� ��"� ���� � ����� � �� �!�� �� ���!"���� ��� �� � #����! � � ��� �� �� �!���

�� �����"�� $" #��� �� � ��"�� �� ��"��!�� ��
F � �� ���� � ��� � �� !��� �� ����"� �� �� ��� ����!� �� ��"��!��

���!���� ���"�!"� �"� "� �!� ��!� �� ����� �� ������� |U |s � #"�� ������ �� �� ���!"���� ��� ��
F

$" #����
� ��� �� � � ��"�� ���

µ(U)
!�

µ
��� "�� �������"��!� �� � ����� �"�

F �
� ���� � �� � #!� �"��!�� $" #�� �� ���� ��"� �����

c > 0
��

r > 0
���� $"� �!"� �!"�� ������

U
��

R
n

|U | 6 r ⇒ µ(U) 6 c|U |s ��!�� Hs(F ) >
1

c
µ(F )

��
s 6 Dh(F ) 6 Db(F ),

�� $"� �!"���� � �!��$"�� ��� ����� ��� ���� ��� "� � ��!����
s
�� �� ��� ����!� �� ��"��!�� ��

F �

� ��: �� ������
� 	��
� �
 ��
�

 #���!���� ���� �� �� � �� !�� ������� ������� �������"� ��� $" #�� ��� ���� ���������� �� ����" ��� ��� � �����
� #"� ����� �!���� �� ������� �������

U
� �� $"� ��"� �� ������� ��������"� � �� ����!�"�� �!�� "�� � �� !��

���� ������ �� ��� ������ ��� ����"���!�� ��� ����� �� �� �!��������� � #"�� ��"�� ��������� � �� ��	��� ����� �
�!"�

s > 0
� ��

s−�!�������
Vs(x)

�� "� �!���
x
��

R
n
�� � �� �������"��!� �� � ����

µ
� �� ��

s������ �� Es(µ)���! ���� � ��� ��� ������!��

Vs(x) =

∫
dµ(y)

|x − y|s
��

Es(µ) =

∫
Vs(x)dµ(x) =

∫∫
dµ(x)dµ(y)

|x − y|s .

�� ��"� ��!�� � !����� <����!��� � �==@> $"� � #�� �� ���� "�� �������"��!� �� � ����
µ

�"�
F

����� $"� ��
s������ ��

Es(µ) < ∞ � ��!�� Hs(F ) = ∞ ��
Dh(F ) > s

� �� $"� �!"�� �� "� � ��!���� �� �� ��� ����!� ��
��"��!�� ��

F �

� ��� 
 ��� 
�� ��  � 

�
� � �
� � ����� ��


� ��������� � #��"���� ��� ��!������� ��� ��! � ����!�� !�� !�!����� � #�� ������� �������� �"� ��� �!"������������ �!"������ � ���� �� �!������ ��� ���"��"��� �!������� �" � ����" �������������� � ��� �� ���� $"� �!"� ��
�!"�!�� ������� ��� � #�� !������� $" #"�� ��!� ����!� �"� �� ���� �" ���� � ���� $" #�� � #�� ���� �� ���"��"���
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R
n

���� �� ��  ��� ��� ������� �
��
E

�� ����� ���
0 < µ(E) < ∞

�



�� � ��� � ������ 
� ����� �� �
� ��6� 6� ������ �6�

������ ����!������� � � � � #!� �� ������ �"� ��������� ���"����� ��
R

3 � !� �!�� $"� ���� �� ��� �� � �"� ������� � ��
��!� ����!� � #"�� �!"�� � �� ��� ����!� � ��� ������ ��� �� ��� ����!� �� ������ $"� ��� ��!� ����!�� � #���������
�� ��� ����!� � �� � �!�� �!"��� �� ��� ����!� � � �" #�� ���� �� �� � #!� �!������� "� ��������

F
�� ��� ����!�

�� ��"��!��
Dh(F )

�!� ������� �
�� �� ����� � #��!�� ���� �� ��� � #"� �!������

F
�" ����

R
2 � �� � #!� �!������� �� ��! � ����!�

pθ(F )
�"� ��

��!���
Lθ

������� ��� � #!��� ��� �� ������� "� ��� ��
θ
���� � #���  !���!���� � �� ����!�� ��!�� � #"� � �!��� �

�� ��!� ����!� �!� �!����� ��"� ������� �

� �
Dh(F ) 6 1

��!��
Dh[pθ(F )] = Dh(F )

�� ��
Dh(F ) > 1

��!��
Dh[pθ(F )] = 1.

3��� ��� ��"� ��� � �� ���"���� ��� ������� �!"� ����$"� �!"� ��� ��� ���
θ ∈ [0, 2π[

� � #���������� $" #�� � #��� ����
�� ����"� $"� �!"� "� �������� �� ����"�� ��

θ
�� � ��"�� �"��� � �� �� �����$"� !� �� � #�� �!"����� �!��

��� � ��� ��� !�������!� �� �� ���"���� � �!���� ��� <����!��� � �==@> � ���!�� �"� "�� � �� !�� �!��������� �
� ��� !� �� �� ���������� ��� ��� ���� ��!�!����!� � � �"���� �� ����������� ���� ��� �"��� �" ��� � #"�� ������

F
��

R
n ����

n > 2 � �� �� �!���
0 < k < n

�� !� �!��
Gn,k

� #�������� ��� ������ ��
R

n
�� ��� ����!�

k
������� ��� � #!��� ��� � �!�� π

"� ������� ��
pπ(F )

�� ��! � ����!� !�� !�!���� ��
F

�"� ���"���� � �� � ��!�� �� ���"���� �"�����
� �

Dh(F ) 6 k
��!��

Dh[pπ(F )] = Dh(F )
�� ��

Dh(F ) > k
��!��

Dh[pπ(F )] = k,

���� ��� ��"� ��� �!"� ����$"� �!"� ��� � ����
π ∈ Gn,k

� � #���������� $"� �!"� � ��"� �� ��� ��"� ���" ����� �
� #�������� ��� ����� �!"� ���$"��� �� � #��� ��� ������� ��� �� � ��"�� �"��� � �� ������" ���� � �� "�� ���"��"��
�� � #������ ������ ����!���� �!����� "�� ��!� ����!� �"� �� � ��� �" ���� �� ��� ����!� �� ��"��!�� �� �����"��
� � � ��!�� !� ��"� ���� ������� �"��!��� $"� �� ���"��"�� �������� ��� �� � �� � ��� ����!� �3 #�"��� ���� � �� �� ���� "� ���"���� $" � � ���� $"� ���� ���� ������ ���� �� $" � �!"� ��������� � � !���� � ��� ��
�!� ���� ��� �� � #��"�� ��� �������� � �� ���� � �� ��� �!������ �� � !����� $"� �� � #!� �� �!��� "� ������

R
n�� $" #� � �$"� ����

π ∈ Gn,k ����� 0 < k < n
� !� ������ "� �������� �!���

Uπ ⊂ π
��!�� �� �� ���� "���������

F ⊂ R
n

��� $"� ����$"� �!"��� ��� ��!� ����!��
pπ(F )

�� �������� ��
Uπ

$"� ��� "� ��������
�� �!���� �� � ��"�� �"��� � � �!������� ��� � ���� �����	� $" #!� ��"� � � �!��$"�� ��� � �!����"��� "� �������
F

�4��� �!"��� ��� ��! � ����!�� $"� � #!� ��"� � ����!��� <����!��� � �==@> ���"���� ����� ���� �� �� �� ����� "�
������ �!����� ��� $"� � #!���� �" ������� � ���� �" �"� �� � � ��"�� �� �� �!"��� �" �!���� �� ����$"���
�!������ ��� � # �"�� �!"� �!�� � �"� ���$"� �
� ���  ����� �� ����� �� ��� ��
� 
� ������ 
�

� ��� �� ������
 �
 ���� ���� �� 
3� �!����"� ��������� �������� �!�� ����� �� ������� $" � � �� "� ������� ���� � �!�� ������$"�� �" �!"� ���� ��!������� � ��� ������ �� ���� � ��� �!"���� �� ��	��� "� ������� � �!�� � !� � #� � #�����"�� �"����� �"
� ������ � �� &�"� �������� ��� � !� ��� ��	��� �!�� � ����� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������!�� ���!��
������"������ �������� �!�������!�� � ��� �!�������!�

S
� #��� ���� � #�"��� $" #"�� ������!�� ���!� ��� �� ���� ����� ��	��� �"� "� ���� �

D
��

R
n ���"����� �� �������� ����� ��� �!���� �

(x, y) ∈ D2 ⇒ |S(x) − S(y)| 6 c|x − y| ����
0 < c < 1.

3��� �� ��� !� �� 4 � ������� � !� ��� $"�
S

��� "�� ��� ����"�� � � � !� �� �!��� "� �������� 	��
(S1, . . . , Sm)�� ��� ����"��� �"�

D
� ��!�� "� ��������

F ⊂ D
��������� ��� ��������� � ��� $"�

F =
m⋃

i=1

Si(F )
��� �!"���� "� �������

. ��? �

�� ��� $"�
F

��� �"�!��� ������ � �� ������� �4��$"� ��� ���"� �� � #�������� ������$"� �� ����!� � �!�� ��
�!����"���!� ��� ���"����� �"� �� 	�"�� � ��� �� $"� ��� ��������� �!"� ��� ������!�� ���!��

S1 : x 7−→ x

3

��
S2 : x 7−→ x

3
+

2

3
.



���� ���� � �� �	��	�� �� ������ �� ��

p = 0

p = 1

p = 2

p = 3

p = 4

� �� * � ��� + ���,��	,.� �� / �������/� �� �-� ,� 	/-�� .��� � -� -�� /.	-,.� ��		��� .�� �� / �������/� ���
���
 ,�-��� �� -,.��

S1
�,

S2
� �� � �-	,-/ ��, �,��� -� ��� �� �� ��� .�	 � . �� ,�-��� �� -,.�� �

�� ���� !� ��"� � !����� $" #�� �� ���� "�� "��$"� ������
F

� �!� ���� �� �!� ����� � ���������� �!"� "� ��������
�� ��� ����"��� � � � ����� ������ ��� �� ���� � #����������!� �� �!"� ��� ������ �� � #�� �!��� $"�� �!"����������
E

��
R

n � �� $"� �!��� �
F

"� ��������� �� ��� ��� � #"�� �"��� � #�� ������� ������� ����������� � �!�� !� �!��
� #�����"�� $"��$"�� ���� ���� �"� �� 	�"�� � ��� �
� ��� �� 	 ��
� ��  �
� � ����� �� � ���� �� ��� ��
�

� � �� !�� �� �!����"���!� ������� �������"� ��� ����� ��� ��� �!"� $" #!� �"���� �"��!��� $"� �� ��� ����!�
�������� �� � #��������

F
!����" .� 	 �� �!�� ����"��� �� �� ������� � � ����� ���� ��!����� �" ���� $"� ������� ����� ��� ����!�� ��������� !�� �������� ��� ��� ����"���� �"� �� ���� �� ������� � �� "�������� �� �!��!�

�� ��� ����!� �� ��� ����"�� � ������� � #��!�"��!� �" �!���� �� ������� �����$"�� � #"�� 	�"�� ����������� � ������ ��� ���������� � �" ����!�� ��� ������� � #"�� ���� � � � #�"��� � � #��� ����� $" #!� ��!"�� $"� �� ��� ����!�
�� � #�������� ������$"� �� ����!� ��� ��

ln 2/ln 3 ��� ����!�� �� ���� � #"� ���"���� �� �� ���� � � � � #!� �� �!���
m

��� ����"���
Si

������������� ��� ��� �!��������
ci

� ������ $"� ��� �!� �!������
Si(F )

� !�
F

��� � #��������� �" ���� �� � #�$"���!� ��? � � �� �� ���!"����� ���
��!�% � ��!�� !� ��"� �� �� �� $"�

Dh(F ) = Db(F ) = s
����

s
�!�"��!� �� m∑

i

cs
i = 1.

�!�!�� $"� ���� �� ��� !� � #!� � ������ � ��� �!�������!�� $" � �� �!�� ��� ��� ��� ����"��� � !� ��"� ������
��� � ��!����!��

Dh(F ) 6 s
��

Db(F ) 6 s
� !�

s
��� �!"�!"�� �� �!�"��!� �� � #�$"���!� ���������� � �����

� �� !�� ���� �� �� ����" ��� ��� ��� ����!�� �� ��"��!�� �� �� �!��� � #"� ����� �!���� � #��������� ��������
�!����"��� ��� �� � �� !�� �" � ��� �� �

� ��� �� ��
� � �
� ������ 
�

� � #�� �� � #"�� �"������� ��� ��������� �"�!��� ������� � �� ��"� ��	����!� ��� ����!�"� � � ���� ���� $"� ���
������!�� ���!��

(S1, . . . , Sm)
�!�� � ��������� �"��!���� ���� ��� ������!�� ���!�� �� ��� �

∀x ∈ R
n Si(x) = Ti(x) + bi

����
bi ∈ R

n ��
Ti : R

n −→ R
n "�� ������!�� ���!� ��������

.

� ���� ��� ������!�� ���!�
Si

�!�� ��� �!�������!�� �� ���������!�� � �� �!����!�� � �� �!�������!�� � �� ���������!�� � �� �� �4� ������ � �!�!�� $"� �� ��������� ����������� ���� ��� ��� ����"��� ��� $"� ��� ����!��� ��
�������� �!�� ��������� �"����� �� �������!� � &�� �����"�� � �� ��� � ��"�!"� � !�� � ���� �� ��!"��� �� ��� ����!�
�������� � #��������� �"�!�� ��� � ���� $" #�� �� ���� "� ���"���� ������� ���� �������� ��� ������"����� � �!�� !�
�� ������� ��� ��� �
 #�� �!������ ��� �!��!�� � #�"�!��� ������� �� � #�"�!�� ���� ��� � ��� �� �������� ��� �� �������� ���� ��$"����
����� � �"���� ���� � ���� � ��!	� �!"� � !������� ��� �4���� �� ���"���� ���� $"� �!"����� � ������ � !" ���!��
�"���� <����!��� � �==@> � � ��� �� ��� �� ������ � ��������� ��� ��� ���� � ����� �!���� "�� �� ��� ���"����� ��� ��!"��� ��� ������!�� ���!��

Si
�� � #���������

F
� !�������� �" � ��"�� � #�� ��� �

A* (���,�,� ��� �� (�� �( ���� �� �����
V

/ ���� �� ��� ��� ������
�� � (����� � �������� �� ��� �	 
���
Si(V )

�
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 #�������� ������$"� �� ����!� � ��� $"� ���������� �"� �� 	�"�� � ��� � ��� �"�!��� ������ �" ���� ������ � 3�
�!����"� �"���� ��������� �������� � ������ ���� �!����"��� �� � ������ ���"����� �� ��������� ��� ������ ������� � ���������� ����� ��!������ � #�"�!��� ������� � !" ����� � #�"�!�� ���� � ��� ������ � �� ��� �!"���� ����������
�� ���!"��� � ��� �������� �����!���� �!"� � !������� "� �4���� � � 4��$"� � �!�� � !� �� ����� ���� �� �"��� �
�"$"�� ��� !� �� ��"� ��� "������� ��� ��!������� ������ $"����� � �� ����!�"�� ��!�� ��� �!��!�� � #�"�!��� �������� �� � #�"�!�� ���� ��������$"�� � ��	���� ��� ����!� �� ���� ��"�� �����!��  ��������� � &���!�� � #���� ���
� #"� �������� �������

F
�"�!��� ������ � 
� �� ���� �!�� "�� ��� ����"��

S
����� $"�

F = S(F )
� � #���������� $"�

� �$"� ������ ��
F

��� ������$"� �������� ��� �" �!"� � &!"� "� ������� �����!���
F

� �� �������  ��������$"��
�� ����� ��!������ ��� �� ���� $"� � �$"� ������ ��

F
��� �$"�������� � ��������$"�� ��� ������� � � #��������

F
������ � � #���������� $"� ��� �!����� ������������$"�� ���� $"� � !4���� !" �������� !�� "� �!� �!���� ���

��� ��� ���� ��� � ����� ���� � #�� ���� � &�"� ��������� ��� �
F

��� ��������$"�� ��� �"�!��� ������ ������������� ��� ��������$"�� ��� �"�!�� ��� �� !� ��"� � #������ �!�� � "�� "��!� 	��� ����!���� �� ������� � � ��"��
� #����� ����� ����� ��������$"�� ��� �$" �������� � �� ������!�� �� ��

F
��� "�� ��� ����"�� ����� ������� ��� �

��� "�� �� ���� � <����� � �=��> � �� ����� ���� �� ������"���� ���� �� �!������ ��� � !"��� ���� ��!#����� �"
� ������ � � ��

� ��� � �� 	�
� �
 ���� �� �

� ��� �� 	 ��
� �� � �
� � ��	�
�
��� ������ ������"������ ��� �� �!������ � #��������� �������� ��� ����� �!�����"�� ��� ���� �� �� �!����!�� ��� ���� � !� � #�� ���!�� $"� ��� ��!�"��!�� � #"� ����� �!���� �� $"������� ����� ������� �" �!"�� �" ��� ��5
���������� ��� ��!������� ��������� � 
� �� �� ����� ��� ���� ��� ��� �!"���� �� ��������"�� !" ��  �"��"�
� #��" ���� "� ��"�� � � #��� � #�����"�� �� ��"����� �� ������� ��!���� � � ��!�!� �" � �� $"� �"��� � ����!�"��
� #���!���� $"� �!��� �!� �!� �� �!�� !� ��������� �" � ������ �"����� <����� � �=��> �� ���� �!���� "�� �!����!�

X
��

[a, b]
����

R
� !� ��	��� �� ���� � ��

X
�!�� � ����� � #��������

GX = {(t, X(t)) ; a 6 t 6 b} , ����
$"� ��	��� �!�� "� �������� �� �!���� ����

R
2 � � � "�� �!����!�

C1 �!����� ����������� ��� "� ���� � ��
��� ����!� �� �� ��� ��� ������ �!������ �� �!����"��� ��� �!����!�� �!����"�� ������� �� � ������ �"� ���� ���
�����"����� �!"� $"�

Dh(GX) > 1 � � #��� �� ��� �� �� �!����!� �� ����������� � ��	��� �"�
[0, 1]

���

W : t 7−→
∑

k>1

λ(s−2)k sin
(
λkt
) �!"�

λ > 1
��

1 < s < 2.

� �
λ

��� ����� ����� � !� � !���� $"�
Db(GW ) = s � �� �� ���� �� ������ � ��� ��!"��� $"� �� ��� ����!�

�� ��"��!�� ��� �"���
s
� ���� $" #!� ��� ��� ����!�� �� �� �"��!��� �3��� �� �!������ � "�� ��!������ "���� � ��� ��$"�� �!"� �� �"��� ��� $"� ��

X
��� "�� �!����!� �!����"� ��

[0, 1]
����

R
����� $" #�� �� ���� ��"� �����

c > 0
��

s ∈ [1, 2]
����

(t, u) ∈ [0, 1]2 ⇒ |X(t) − X(u)| 6 c|tu|2−s ��!��
Dh(GX) 6 Db(GX) 6 s. ����

�� � ������ ��� "�� ��!������ �4� ����$"� � �!"�!"�� ����
c > 0

��
s ∈ [1, 2]

� �� "� ����
r0

��� $"� �!"� �!"�
t
�� �!"� �!"�

r 6 r0
!� �"���� ��!"��� "� �!���

u
������������ |t − u| 6 r

�� |X(t) − X(u)| > cr2−s
� ��!��

s 6 Db(GX) � ����� �!"��� ��!������ �!"� ������� �" � ��� �� ��� ��"� ������ ��� �!����"��� ��� ��������� �"�!�� ��� �� �� �!���� "�� �!�����!� �� �!����" ��� �����
��� �� ���� �� � #���������

F
��� ��� ���������� ������!�� ���!��

Si
�� �!��� $"�

F
��"� ���� �" �!�� � "�

���� � � #"�� �!����!� �!����"� � 
� ��� ����!� �� �!��� ��� ��!�� ������ ������� ��� �"� �!�� ������ ���
������!�� ���!�� �� ��� � ����� ����!� � ��� "���� ���� �� ��� !� � #!� ��"� �!����" ��� "�� ������!����!�
�������� � � #���������� "�� �!"�� � �������� �� ��� ����!� � !���� � � #������ ������� ��� ��� �!���� �� ���	�� �
� #������ � �� � #�� ���� ��� ���� ��� �!"� ���"��� ��� ��4����� �E �� � (�� � �� ��� ����		��� �� ������� ��� ��� ����� 
���$ ������ �
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3��� � #!���$"� ��� � �� �� � !�� ��� $"� �!"� "�������!�� ���� �� �"��� � �� ��� ��������� �� � #���������� �"�
��!������� �� �!�������!� ��� �!����!�� ��������� ������ $"� ��	���� ��" �  �"� � �!�� �!�� "�� �!����!� ��������
�!����"� � ��	��� �"�

R
�� � ����"�� ����

R � �� �� �"��!��� $"� ����� �!����!� ��������� ��� ���������� �� ��
�!�� � �� ����� ����!�"��� ���� � #�$"���!� ���� � � ���!�� $" #�� �� ���� ��� �!��������

c1
��

c2
������ $"� � �!"�

h
������ � �� �!����!� �� ���"��"�� ��� �������� �� �� ���!� �"������

c1h
4−2s 6 SX(h) = lim

τ→∞

1

2τ

∫ τ

−τ

[X(t + h) − X(t)]
2
dt 6 c2h

4−2s.

� � � #!� ��"� !������ ��� �������� ��� � !� �� ���"��� $"� �� ��� ����!� �� �!��� �" ���� � ��
X

��� ����� �
s ��� ��"� � #�����"�� �� ���"��� "�� ��!������ �" �� ����� �� �"������� PX

� $"� ��� �� ������!�� �� �� �!"����
�� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� � �"� ������ �!����� � #!���

k � �� ���� � �� ���� �� �!� ���� � �� �������
�� �"������� �� �!� �!��� �!�� � PX(ω) ∼ cω−α � ��!�� !� ��"� � !����� $"�

SX(h)
��� ��!�!���!������ �

hα−1 � �� $" � �� ���$"� $"�
4 − 2Db(GX) = α − 1

� #!�
Db(GX) =

5 − α

2
.

�!�� � !� �� ����� �" � ������ �"����� � ����� � �� !�� ��� ������"������ ��� �� ���� �!"� �!����"��� ���
�!����!�� �!�� �� ���� � �!����� "�� ��� ����!� �� �! ��� �!���� �
� ��� �
 ��� ��  	� ����� �
�������

�� � �" ���� �� �����!� ���������� �� ��� �� ���� �� �� �!����!�� ��������� � $"� �!�� ��� ��� ��	����!� ����!"���� �!� ���� ��� ��

R
2 � � � �� ��� ����� �!"���� �� ���!�� ������������ ��� ��!������� ��������� � #"�� �!"���

���� �� � �!�� � ��� ���� ��� �!��$" #!� �!������� � �!�� � � #� ���� � � #!��� ��� � �������!� <� �������!� � �=��> ��� �!��"�"� �� �� ��� �� � ������� ������� � !" ���!�� ��� ��!������� ��� �!"�� �� ��!�!��!"�� �� �������
�������� � �!�� � ��� ��!������� �� �"���� �������� ��� � �� ��� �!"� � ���� �!������ �� ����"��� "�� ��� ����!� �������� �� ��"��!�� !" �� �!��� �!"� ��
������ �!"�� �� � � ��� �� �� ���� "�� � �� !�� "� ��" ��������� ������� ����� � "�� ������!� ����� �� �!��"�"�
�� �� �!"�� � �� �� �"����� $" #���� ���!"�� � �� ���� � !� ��� ��$"� ���� ��� �"��� $"� �!"� "�� �!"�� � ���� �����"����� ��

R
2 � ����� $" #"� ������ !" "� �!�4��� � �� ����!��

ρ =
P√
A

!�
P

��� �� ��������� ��
A

� #���� ���!"��� � ��� ��������� ���� � #�� �!��� $"���� ��� ����"��
.

� ��� ������" � �� ����!�� ��� ��� ����� !�� � �" �4�� �� �!"�� � � �� !� !������ ��"� ����"�� ���������� ��
ρ
�� � #!� �!������� � #�������� ��� ������� !" � #�������� ��� ������ � ��� ���� ��� �

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
� �� * � ��� + ��-,�� � ��� .��� � ��� �-	,-/� � ���� 	���� �� �� � 	� � ��� ��� �- �.� ��� .� � �-	,-/� �� / ���0
����/� /.� .,� �,��� ��,

ln 4/ln 3
� � � � ��.� �,�� ��, .�	 � . � -.� /- ���� -	� .� 	/��� ��, 	 � .��

&���!�� � ��������� � #���� ��� �� �� �!"��� �� �!� �! � ���� �� �� �� 	�"�� � ��� � �� ��"� ����"��� $"� ���!��"�"�
Pn

�� � #���� ���!"���
An

�"
n
�� � ���������� �!�� �!����� ���

Pn = 3

(
4

3

)n ��
An =

√
3

4

(
1 +

n−1∑

k=0

4k3−2k−1

)
=

√
3

20

[
8 − 3

(
2

3

)2n
]

.
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�� ��� ��������6�������6
�� �!�� �!�� $"�

An
���� ���� "�� ����"� 	��� �!"�

n → ∞ ������ $"�
Pn

������� � 
� ����!�� ρ
$" #!� �!"������ ��	��� �� �� � �� � ���!� $"� ��������� ��� � #�"���� ��!�� ��� �� ���� � &!"� �!��!"���� �� ��!���� � �

� �������!� ��!�!�� "� ����!�� � !��	� $" � �!����� "�� ��� ��� 	���

ρ′ =
P x

√
A

= lim
n→∞

P x
n√
An

,

�� �!��� $" #!� �!�� � !����
x
�!�� � ����� � #������� �� �� ��� ����!� �������� �� �� �!"��� � &!"� ��"���� ���

��������� �������� ��"� �!� ���$"�� � !� ��� ��$"� $"� �� ����
n

�" ���������� ���� �� ��� �� �� �!"��� ��
�!� �! � ���� �� ��"� ���� ����� � �� ������ ������������$"�

r
� #"��  ��� ��� ���� ��$"���� !� � ��"�� � #��������

������� � � ������ ��� � !� � ���
r = 3−n

� ��� !� ��"� ������ � ���� �� ��� ������� � $" #!� � ��"�� �� ���������
P (r)

�� �� �"�����
A(r)

� #"��  � ��� �������� ���� "�� �������!�
r
� �� !� ��"� � !����� ��!�� <� �������!� � �=��>$" #!� � �� ������!� ���� �����������"������ �" ������ �

P (r) = C
√

A(r)Dr1−D !�
C

��� "�� �!������� �
� ���� ��"� � ��� ��������� ������!�� ��� � #"�� �� � #�"��� ��� "�� ��� ����"�� ��������� �� � �� � ������!� ���� ��
� �� � �!������� � ����� �!��"�� � ��� ���� ��� � ��� �� � 
!���!4 <
!���!4 � �=��> �� ������ ���� �� ��� ����!�
�������� ��� �"���� ��� !�� ���$"�� � �� ��"����� "�� �!� �� �"������� �"� ��� �!����� ��������� �"� ���!����� �� ������"� �� � 
� ��!"�� ��� ��

D = 1, 35 ± 0, 05
� ����"� �!� ������� ���� �� � �!��� �� ������ ��

�� &�! ������ <������ �� � &�!������ � �=�?> �� �"��"�����  !� !���� �������� ��� �����!���� � �� ���� � ��
������ $"� ��� �"���� �!�� ��!� �� �� �������� �"�!�� ��� �
�� � ������ � � ��� �� � #��!���� ���� ������� ��� ��������� �!��!�� � �� �� ���$"�� � ������������ � � #��"��
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� #�������

t � �� ��"� ��"����
X

�� ��"� �!���� �� �"� � �!�� �� �!��������� ��� � �� ���

X ([t1, t2]) = {X(t) ; t1 6 t 6 t2} ,

$"� �!�� ��� �!"����������� ��
R

n
� �!�� �� ���� $"� ���� �� � ������� �� � #������

R
n+1

��	���� ���

GX = {(t, X(t)) ; t1 6 t 6 t2}
�� � ������ ����!�"� � � #�$"���!� ����.


�� � �� ��� �!�� � ��� ���� �� ��� ��! ����"� �� � ����� �!�� � �� ���!� �������� � ��� ��������� �������� ��� �� ����� �!"� � #������� ���� �� ��� "����� ����!���� � �!"� ��$"��
X

��� � ����"�� ����
R � �!������!��

�!�� "�� ������"�� �����"��� "�� � ��� � �����!��� �"� �� ��!��� ������ � �� �� �� ��!�� $" #� ��� �����������
�� ����� ���"�����

τ
������ � ����  ��"��� � #"�� ��������

δ
���� "� ���� !" ���� � #�"��� � �� �!��

Xτ (t)
���!����!� �� �� ������"�� � � #�������

t � 3 �� �!�� � �� ������� � # 4�!� ��� $"� �� ������"�� ���� �� @ �
t = 0

� ��
�!����!�

Xτ (t)
��"� � #������ � �!"�

t > 0
� �� �!����!� � #"�� �!�� � �� ��������� �����!���� ����� ��������

Xτ (t) = δ
(
Y1 + . . . + Y[t/τ ]

)
, ����

!� ��� ���������
Yi

�� ��"���� ������� $"� ��� ����"�� � �� � �� �� �� �� � ������ �$" ���!����� � 
� �!����!�
[t/τ ]

���� ��������� � �� ������ ������� ��
t/τ � �� ����!�"����� �� �������� �!�� ������

X ′
τ (t) =

1

δ

√
τ

t
Xτ (t) =

√
τ

t

(
Y1 + . . . + Y[t/τ ]

)
,

�� � �!��� � ������� ��� ��� ���� �� �!�� � �� 
��4�
 ����� ��� ����$"� <&���� � �==�> $" #�
t

	�� � �!��$"�
τ → 0

� �� �������� �����!���
X ′

τ (t)
�!������ �� �!� ���� "�� �! � �!�� ��� �� � !4���� �"��� �� �� ��������

1 ��� ���!�� ����� ��!��
Xτ (t)

�� ������� �� ������!�� ���!�

Xτ (t) −→
√

τ

δ
Xτ (t),

�� �!��� $"� ���� �� ��� ���
τ → 0

�
Xτ (t)

�!�� ������ ��� ��� �������"� ���!� "�� �! � �!�� ��� �� � !4����
�"��� �� �� ��������

t � 3� � �� � � �!"�!"�� ���� ����� ��� ��� � � #������ ���
Xτ (t + τ) − Xτ (t)

��� �������"�
���!� "�� �!� �!�� ��� �� � !4���� �"��� �� �� ��������

τ � 
� �"� � �!"� � #�� �!�������� �� ����� �� �����������
Xτ (t + τ)

��
Xτ (t)

������ �!"� �� �!�� � ���� �
��� �� ��� ����6 

6
��� ���� ��� � ��� �� �� �!�� ������ �� ��	����!� ��� � !"��� ���� ��!#����� �" ���� � �� �� ���$"� � �� ���
$" #"� ��! ����"�

X : [0,∞[−→ R
��� "� � !"��� ��� ��!#���� !" ��! ����"� �� � ����� ��

. X(0) = 0
���� "�� ��!�������� ����� � ��

.
�"��� $"� �!����

t > 0
��

τ > 0
� � #������ ���

X(t + τ) − X(t)
��� �������"� ���!� "�� �!� �!�� ��� ��

� !4���� �"��� �� �� ��������
τ �


 #�� ������� �� ���� ��!����" � ��� ��� !����� � �� �� ���$"�� ��� � � ��� ��� ��� ���� � ��!"��� � �� ������ � ��� ��� ������ �� ����������� ����� ��	����!� � ��� � !"��� ���� ��!#����� ���� "� ������
R

n � �� ��! ����"�
X : [0,∞[−→ R

n
��	�� �!"� �!"�

t > 0
��� "� �������� ��

n
��������� �����!����

Xi(t)
��� ����� "�

� !"��� ��� ��!#���� �� ��� ��! ����"�
Xi

�!�� �"� �� �� �� ��� � !"��� ���� ��!#����� "����� ����!�����
�� $"� $"��� $"� �!����� ��� ��������

(t1, . . . , tn)
� ��� ��������� �����!����

Xi(ti)
�!�� ����� �������� � ��

��"� ��� !����� � ������ �� ����� ��	����!� $"� � #"�� ���� �!"�� ��! � ����!� � #"� � !"��� ��� ��!#���� �
n��� ����!�� �"� "�� ��!��� �� � #������

R
n
��� "� � !"��� ��� ��!#���� "����� ����!���� � �� $"� � #�"��� ���� �

�!"� "�� �"��� � #��������
(ti)

����
0 6 t1 6 . . . 6 t2m

� ��� ������ ����
X(t2i)−X(t2i−1)

�!�� ������������
��� "�� ��� �"���� �



���� ���� � � �� ��� ���� ���
�� ���� 
 ��
� ����� ��

� ���� ��

� � ��� �� 
 �� 	������
����� �� �
����� 6� ������ � ���

� ���� $"� � �!"� "� � !"��� ��� ��!#����

X
"����� ����!���� � � #�� ���� ���

X(t + τ) − X(t)
�!�� �������"�

���!� "�� �!� �!�� ��� �� � !4���� �"��� �� �� ��������
τ
��"� � #������ �� ���� �� �� ��!��������� �

P [X(t + τ) − X(t) 6 x] = (2πτ)−1/2

∫ x

−∞

exp

(
−u2

2τ

)
du.

� ������ �� ����� ������!� �!���� ������ � !� ��"� � ����� �� �������� "�� ��!������ � #�"�!��� ������� � ���!����
γ > 0

� !� ��� ��$"� $"�
P [X(γt + γτ) − X(γt) 6

√
γx] = P [X(t + τ) − X(t) 6 x],

�"��$" #!� ��"� � �����
t
��

γt
���� ��!���� � ����� �!��� �� �����!������� ��

X � 
� � ����� ��� ��
τ
��

γτ
�� �!�� ��!�� ���"� ��

x
��

γ1/2x
�� � ������ � ������� �� � ����� �� ��!��� ��������� � ���� � !���� $"�

X(t)
��

X(γt)γ−1/2
!�� �� � �� � �������"��!� � �� $"� ��� �!���$"��� � ��� � �� ���

X(t)
�!�� ��������$"�� ���

�"�!��� ������� �� ��� ���� ��
GX

��������$"�� ��� �"�!�� ��� �
��������� 56 �� 
56 �
�"��!�!�� $"�

X = (X1, . . . , Xn)
�!�� "� � !"��� ��� ��!#���� �

n
��� ����!�� � 
� ���!"�� �!"� ���"������� ��� ��� ��!������� �� ���� $"� �� � #!� �� �!��� "� �!� ����

E = [a1, b1] × . . . × [an, bn]
�� � #������

R
n �

��!�� �� ��!�������� $" #"� ������ ��� �� ��!"�� ����
E

��� �!���� ���

P [X(t + τ) − X(t) ∈ E] =
∏

i

P [ai 6 Xi(t + τ) − Xi(t) 6 bi] = (2πτ)−n/2

∫

E

exp

(
−x2

2τ

)
dx,

!�
x

������� �� �!�� � �" �����"�
n���� ����!����

x � ����� �!�� � � �"� �� ����������� � �!"� ��� �!������ ��
E

��
R

n
� �� �!��� $" #�� ������" ���� � �� � #!� �!������� �� �!"��

Br(0)
�� ��4!�

r
������� �� @ � !� �

P [|X(t + τ) − X(t)| 6 r] = Σn(2πτ)−n/2

∫ r

0

exp

(
−u2

2τ

)
un−1du, ����

�� $"� �!"�� �� � #��������!� �� �� �!����!� �� ���������!� �� � #�� ���� ��� |X(t + τ) − X(t)| � �� ��"� ��!��
� !����� $"�

X
��������� � "�� �!�����!� �� �� ���� � #���!����

λ < 1/2 � & �"� �������� ��� � �� !� �� �!���
"� � !"��� ��� ��!#����

X
��

[0, 1]
����

R
n � !� ��"� � !����� $"� �!"�

0 < λ < 1/2
�� �� ���� "� ����

H0 > 0
�� "�� �!�������

bλ > 0
���� $"� �!"� �!"�

τ
����

0 < τ < H0
� !� �

|X(t + τ) − X(t)| 6 bλτλ ���� "�� ��!�������� ��
�� ��!"���� �� ��� !�������!� �� �� ���"���� ���� <����!��� � �==@> �
 ��6�� ��� ������ 
6
�� � !���� $"� ��� ��� ����!�� ��������� �� ��"��!�� �� �� �!��� �� � #�� ��� � #"� � !"��� ��� ��!#����
����

R
n ����

n > 2
�!�� ������ � � � �� ����� "� � !"��� ��� ��!#����

X : [0, 1] −→ R
n � &!"� λ < 1/2

�
!� � �� ��!������ �� ���� ��!���� ��������� ��� � � �!�� � � #����� �� ������!� ��� � �

Dh {X([0, 1])} 6
1

λ
Dh {[0, 1]} =

1

λ
,

�� $"� � !���� $"� �� ��� ����!� �� ��"��!�� �" ��!#���� ��� �" ��" � ����� � � � 
� ������ �����!� ��
�� ��� ��� �� �����"�� ��� ��" � ��� ��$"� � � ��� !� ��"� �� �!���� "�� ��� !�������!� "�������� �� � �� !��
�!��������� ������� �" � ��� �� � �� ���� � �!"�

s
�������� ��� �!� ���� ����� � �� � � �� � #����� ��� � �

E

{
|X(t + τ) − X(t)|−s

}
= Σn(2πτ)−n/2

∫ ∞

0

exp

(
−u2

2τ

)
u−s+n−1du = dnτ−s/2,

����� �
 ���� � �� ��
 ���� � ��



�� � � ��� � �6� ���6�6��� ���� � �6�� ����� ����� ��6�
�� "�������� "� ��� ��� � ����� ��� �� �������� � 3��� ����� �������� ��������!� � �� �!�������

dn
�� ���������

��� ��
t
!" ��

τ
� !� ��"� �������� �"� ��� ��"� ���"� ���� � �� �!����

u = t + τ
�

E

{∫∫
|X(t) − X(u)|−s

dtdu

}
=

∫∫
E

[
|X(t) − X(u)|−s

]
dtdu = dn

∫∫
|t − u|−s/2dtdu < ∞,

�"��$"�
s < 2 � � � �� � ����� �� ��"� � ��"� � #����������� �!�� � ��

s������ �� ���!���� � "�� �������"��!��� � ����
µ

�"�
X([0, 1])

��	��� �� �!���� $"�
µ(A)

��� �� � ��"�� �� 
�� ���"� �� � #�������� ��� �!����
t
���� $"�

X(t) ∈ A � � �!�� � � #����� �� �!���"��!� �" � ��� �� � !� �
Dh {X([0, 1])} > s

�� �!�� � 	����� ��� �
Dh {X([0, 1])} = 2 � 
� ���"���� ��� ������ ��� ����� �� �!"� �� ��� ����!� �� �!��� �
� � ��� �
� ����
�
�� ���� �
� � ���� �� � ��
�

� � ��� �� 	
 �� ��
�� ��� � 
� ��
 � 	 ��� �� �

�� � !"��� ���� ��!#����� � ���� $"� �!�����"��� "� � !�� �� � �!��$"� ��������� ��� �!����!�� �����!���� �
��"���� � ���� ��� ������ ������� ��� ���� � �� ������"���� � �� ���� � � #"� � !"��� ��� ��!#���� "������ ����!���� ��� �� ��� ����!� ��������

3/2
����$"� ����� ��� � ��!�� $"� �� �!����"� � ��!����� ���"����

�� �� ��� ��� ��� ����!�� ��������� ���������� � �� $"� �"����� �� �� �!��� �� � !�� ��� ��"� ������"� � ��
��"� ��� �����"�� � !����� $"� ��� � !"��� ���� ��!#����� �!�� ��� ��" �� �� "��$"�� ��! ����"� � �!������ ���
������ ���� ����� ������� � �����!������� �� �� �������� 	��� � 
� ��"� �!�� � �!"� ��� ����������� � ����� �� �"
� !��� � #"�� �� ��� �!��������� �
�� ��! ����"� ������� �!�� "�� ������������!� �!������ � ��� � #���!���� ��"� $"� �� �������� ��� ������ ����
�!�� 	��� � �� �!��� $" #��� � �"���� ���� ����!����"� � �!�� � ����� �������� ��!������ ��� �!������� � �� $" #!�
��� �� ��!�� � #�������� � #"� � !�� �� � 4��$"� � !� �� � #�� ������� �!�� ��� �� ��� �� ���!�� ��"� ��!$"����� � �� ������ � � ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� �!" ��� � �!"� � �-	,.�-/ � ��� .-� � ,.��
�!�� �!����"� � � ��� ��"�� ������ ���� �� �!�� � �"� ������������ � ���� $"� �������"�� ���!� "�� �! � �!�� ��� ������ ��!������ ��� ������" ������ ��� �� ���� ���� �� � !��������!� �� �!����"� � ��!����� � 4��$"�� � ��
������"���� � #�� ��� ���������� � #����"�� ��� ����� �� � �� !��� �
� � ��� �� 	�� �� �� 
�� �� �!�� ����� ��� ������� �� ��� � #"� ��! ����"� "� ���� ����!���� � �"�� !� ������������ �

n
��� ����!�� �� ���� �!��� "� ����

H
����

]0, 1[
� !� ��	��� "� � !"��� ��� ��!#���� ������!������

X : [0,∞[−→ R�!�� � ����� "� ��! ����"� ��� $"�

. ���� "�� ��!�������� ��
X(t)

��� �!����" ��
X(0) = 0

�
.

�"��� $"� �!����
t > 0

��
τ > 0

� � #������ ���
X(t + τ) − X(t)

��� �������"� ���!� "�� �!� �!�� ��� ��
� !4���� �"��� �� �� ��������

τ2H �

 #���!����

H
��� ������ ���!���� �� �"��� � �� ��� ��$"� ��� �����"�� $"� ��� � !"��� ���� ��!#�����

"�"��� �!�����!����� � �� ����"�
H = 0, 5

�� $"� � !���� � ��� $"� ��!#����� ������!������� �� �!�� "��
������������!� � 
� ��"� ��� � ��!������ �������"� � �"� �� � ����� �!"� �� �!�� �

P[X(t + τ) − X(t) 6 x] =
1√

2πτH

∫ x

−∞

exp

(
− u2

2τ2H

)
du, ��=�

�� $"� ���� �� �� ��!"��� �� �!����!� �� ���������!� �� �� �!����!� �� �������"��!� ��
X �

� � ��� �� 
 �� 	������
����� 
�� ��� 56� ������6���

� ��� �� ������� ���� ����� ��	����!� $"� ��� ������ ����

X(t + τ) − X(t)
�!�� �����!������� � �� ������ � �

��� �� ��"���� �� ������� ��� ���� ������������ � �� � �� ���� � �� "�������� �� ������!� ��=� �

E

{
[X(t + τ) − X(t)]

2
}

= τ2H �!��
E {X(t) [X(t + τ) − X(t)]} =

1

2

[
(t + τ)2H − t2H − τ2H

]
,



���� ���� � � �� ��� ���� ���
�� ���� 
 ��
� ����� ��

� ���� ��

$" #!� !������ �� �������� � #��� ������ �" ����� ��
X(t + τ) − X(0) = X(t + τ) − X(t) + X(t) − X(0)

�
�� �� �� �!"������ $"�

X(0) = 0 � 
 #��������!� !����"� � #��� �"��� $"� �!"�
H = 0, 5

�� ��� ������ ����
X(t + τ) − X(t)

��
X(t) − X(0)

�� �!�� �!�� ��� ������������ � &�"� �������� ��� � !� ��� ��$"� $"� ��
H < 0, 5

��!�� �� � ����� �� ��!��� ��� ������� �� ��� ������ ���� !�� �!�� �������� � ���� �� ����� !��!��� �
X(t)

���� ��� �!���$"��� � ��!�� "�� � �� !��� �������� � ������!$"�� ��� � ��
H > 0, 5

��� ������ ����
�!�� ��������������� ��� �� � �� � ����� � ��

X(t)
���� � ��!�� "�� � �� !��� �!������ � �� ��"� ������ ���

� !����� $"� ��� � �� ���
γ−HX(γt)

!�� �� � �� � �������"��!� �� ��!�������� $"�
X(t)

� #!� "�� ��!������
� #�"�!��� ������� ��������$"� ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� �
��������� 56 �� 
56 �
�� ��"� � !����� $"� �!"�

0 < λ < H
� "� � !"��� ��� ��!#���� ������!������ � #���!���� �� �"���

H��������� "�� �!�����!� �� �� ���� � #���!����
λ
�

|X(t + τ) − X(t)| 6 bλτλ �!"�
0 < τ < τ0

����
τ0 > 0

��
bλ > 0. ��@�


� ��� !�������!� ��� ������$"� �" ��� ��� � !"��� ���� ��!#����� ���� �� ��� !�
λ < 1/2

� � ��� ���� ��
��� �!������� � �� ��� ���������� �� ����� ����� � ��� ��� ��$"�� ��"� �!� ����$"��� �!"� ��� !����� $"� ��
�!�����!� �� �� ���� ��@� ��� ������ "���!�� �� ��� $"�� $"� �!��

t � �� �� �� ���� ��� ��� �
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H
�!����� "�� ��� ����!� �������� �� �! ��� �� �� ��"��!�� ����� �

2−H ��� ��"� � #��!�� � !����� $"� ����� ����"� �!�����"� "� � ��!���� ��� ��� ����!�� ��������� �� "�������� ��
�!�����!� �� �� ���� �������"� ����� $"� �� ������!� ���� � 
� ���� $" #���� �!�� ������ ��� "� � ��!���� ���
!����" �� � ������ ��"� ��� ��$"� � �� "�������� �� �������"��!� ��= � �
���������� 6� �6 ��6� 5 ���������� 
�� ���
�� ��"� ��������� ��� �����$"�� ��� � �� !��� ����!�"���� �" � ��� �� �!"� ��"���� ��� ��!������� � #�"�! �!��������!� ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� � &!"� ���� � �� ��� "���� �� �"��!��� $"�

X
��� ��	�� �"�

�� ��!��� ������ �!� ����� � �� $"� �� � ���� ���� �� �!���� ����� � �� ��"� ��!�� ������

E

{
1

2T

∫ T

−T

[X(t + τ) − X(t)]
2
dt

}
=

1

2T

∫ T

−T

E

{
[X(t + τ) − X(t)]

2
}

dt = τ2H , �� ��

�� $"� � !���� $"� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"� � #"� � !"��� ��� ��!#���� ������!������ ��� "���!� �� �"������� ��
τ2H � &�� �!���$"��� � !� ��"� ������ ��� �� ���"��� $"� �� �� ����� �� �"������� � #"���� ��! ����"� �� �!� �!��� �!�� � PX(k) ∝ k−2H−1 �
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� ���� �!��� �� ���� $"� �� ���� ����� �� �� ����� �� �"������� �� ��
∆��������� � �!�� � !� � #� �" �" � ������ � �

�� ������� ���� ������������ �� ������ �� �!� �!���� ��� �� �!� �� �"������� �" �� ����� �� �"������� ���
� !"��� ���� ��!#����� ������!������� � "�� ��!������ �� ��� ��! ����"� ��! � ����$"�� ��������� �� ��

∆��������� � �� ���� � !� ��"� � !����� <��"��" � �, -/�� �==�> $"� �!"� "� �� ����� �� �"������� PX(k) ∝ k−β��
∆��������� �" ��! ����"�

X
�� �!� �!��� �� �!����!� �� � #�� ����

τ
���!�

σ2
∆(τ) ∝ τβ−1 �!"�

β 6 5
��

σ2
∆(τ) ∝ τ4 �!"�

β > 5.

3��� �� ��� ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� "����� ����!����� � � #������ �� ������
β = 2H + 1
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�" ��"� ���� � � � �� �!��� $" #!� ���� �!"�!"�� ���� �� ���� ��� ��� �� 	�"�� �
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� #������ "�"�� � ��!�� ��� ����!�� ��$"���� $" #!� �"���� ��	��� "� � �� � ��!#���� ������!������ �"� "������� �

n
��� ����!�� � ��� ��$"!�� $" #�� �� � #�� �� ��� �" �!"� �" � �� � ��!���� � $"� �!��$"� �!"� ��!��

��"��� � �" � � ��� �� � �� ��� �� � ���� ��!#����� �
n

��� ����!�� � �"��$" #�� � #�� ������ ��!�� �� ��! ����"� �"�
[0, 1]

� ����"�� ����
R

n
� ��!�� $" #!� ��"� ��� �� �!���� "� � �� �

X
��	�� �"� "� ������ �

n
��� ����!�� � �

����"�� ����
R � � ���� �!��� "� ����

H
����

]0, 1[
� ���� ��� �!������ �� � #!� ��"� ��!"���

X
��� $"�

. ���� "�� ��!�������� ��
X(r)

��� "�� �!����!� �!����"� �� �� �!����!�
r ∈ R

n
��

X(0) = 0
�

.
&!"�

r ∈ R
n

��
δ ∈ R

n
� ��� ������ ����

X(r + δ) − X(r)
�!�� ��� ��������� �����!���� �������"��� ���!�

"�� �!� �!�� ��� �� � !4���� �"��� �� �� �������� |δ|2H
� !� |.| ������� �� �!�� � ���!��$"� �"�

R
n �


 #�� ������� �� ���� � �� �� � #��� ��� ������� ��� ��� !������� �� ������� � � ��� �� �������� ���� ��$"���� !�
��"� �� �!����"��� ��� ����!� �� ���!�� �"� ���$"�� � �!�� � !� �� ����� "� ��" ��"� ���� � ��� "�� ���"��
������ ��� �"� ����� �!"� �!��� ��!�!� � 
� ���!��� ��!������ � �"� � #������ �� �� ���� �� �� �!����!� ��
���������!� ��� ������ ���� � �� � ������ ����!�"� � ��=� �

P[X(r + δ) − X(r) 6 x] =
1√

2π|δ|H
∫ x

−∞

exp

(
− u2

2|δ|2H

)
du. ����
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X
��� ��	�� �"�

R
2 � �� ��"� � !����� $" #"�� ����� �"����� � �!"�

��� ����!�� �� ��"��!�� �� �� �! ���
Dh(GX) = 3−H

� ��
H

������� �!� ���!���� �� �"��� � �� ���� � �!"�
0 < λ < H

� !� ��"� � !����� $"�
X

��������� ����$"� ����� ��� � �� �!�����!� �� �� ���� |X(r+δ)−X(r)| 6

b|δ|λ ��� �!�� $"� |δ| ��� �"� ���� ��� � ���� � �� ���"���� �� ���$"� $"�
Dh(GX) 6 3 − H

� �� "�������� "��
������!� ����!�"� � ��� � � 
 #��������� ������!$"� ��� !����"� �� ��� ��$"��� ��!�� ��" � ���� $" #"�� �!"��
��

X
��� "�� ��!��� $"���!�$"� �" ����

R
2 ��� "� � !"��� ��� ��!#���� ������!������ ��	�� �� ��� ����!�

�� �� � �� � ���!���� �� �"���
H

� �� $"� ��� �!���$"��� �!� ���� �� ��� �� ��� ����!�
2 − H

����$"�
����� ��� � �!�� � ���� ��� ���� $"���� $"� �!�� �� �!"�� �����"�� ����

X
� "� ���"���� �"� ��� ����������!��

�� �������� �� �� � $" #!� � ��!��
Dh(GX) > (2−H)+1

� �� $"� �!"���� �� ���"���� ���!��� � �� ������������ �
!� ��"� ��!�� � !����� $" #"� � �� � ��!#���� ������!������

X
��	�� �"�

R
n ����

n > 2
� � �!"� ��� ����!��

��������� �� ��"��!�� �� �� �! ��� �� ����"�
n + 1 − H �

���������� 6� �6 ��6� 5 ���������� 
�� ���
� ������ �� � #�$"���!� ���� � !� � !���� $"� �� �������� ��� ������ ���� � #"� � ��� ��!#���� ������!������
X

��	�� �"�
R

n ��� ����� �

E

{
[X(r + δ) − X(r)]

2
}

= |δ|2H ,

�� �!��� $"� � �!��������� �� �!"��
Bρ

������� ��
0

�� �� ��4!�
ρ
� !� �

E





1

V(Bρ)

∫

Bρ

[X(r + δ) − X(r)]
2
dnδ





=
1

V(Bρ)

∫

Bρ

E

{
[X(r + δ) − X(r)]

2
}

dnδ = |δ|2H ,
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�� ��� �!���$"��� �� �!����!� �� ���"��"�� � #!���� ��"� ��
X

�"�� "�� �!� �� �"������� �� |δ|2H � 
� ��
�� �!�� �� � �� � �� �� �!����!� � #�"�! �!�������!�

AX � �� �� ���"�� � � #����� <��"��" � �, -/�� �==�> � $"� ��
������� �� �"������� ��

X
�� �!� �!��� ������ ��� �!�� � "�� �! � �� �"������� ���� PX(k) ∝ |k|−2H−n � ��

$"� � !���� $" #!� � �� ������!� �����������
β = 2H + n

� ����� � #���!���� �� �"���
H

�� � #������ ��������
β ��� "�������� ����� ������!� �!������ ��� ���� �� �"��� �
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∆��������� �� �� ������� ��

�"������� �!"� � !����� $" #"� � �� � ��!#���� ������!������ ��	�� �"� "� ������ �
n

��� ����!�� ��"�
���� ����4�� ��� �� � ���� �� ��

∆��������� � �� ���� � �� � #!� �� �!��� "� � �� � ��!� ����$"�
X

�"�
R

n����������� ��� "� �� ����� �� �"������� �� �!� �� �"������� ���� PX(k) ∝ |k|−β � ��
∆��������� �� �� � ���

�� �!� �!��� � �� �!����!� �� � #�� ����
ρ
� �!�� � <��"��" � �, -/�� �==�>

σ2
∆(ρ) ∝ ρβ−n �!"�

β 6 n + 4
��

σ2
∆(ρ) ∝ ρ4 �!"�

β > n + 4.

3��� �� ��� ��� � �� �� ��!#����� ������!������� � � #������ �� ������
β = 2H + n

��� �" ��"� ���� �
n + 2

� ��
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X
��	�� �"�

R
n �� � #���!���� �� �"���

H
� �!������!��

�� ���� � !����" �� �����"��� "�� �!"��
Cπ

�� �� ��! ����"� ��� "� ����
π

������� ��� � #!��� ��� ���
�!!��!����� � �� �!��

Y
�� ��!����" � ���" �� ����� �!"�� � 
� ��� ������� $"� �� �!����" ��� ��

Y
���!"�� ������� ��

X
� �� $"� � #�"��� ����

Y (0) = 0 � �� �� $"� �!������ �� ���!��� ��!������ ���� � �� ���� �� � !���� �
�!"�

r
��

δ
� ��� �����"�� �!����"� ����

π
�� � !��	� �� ���� � #��������!� �� �� �!����!� �� ���������!� � 
�� #���"�� $"� �� ���� � ��

Y
��� "� � �� � ��!#���� ������!������ �� ��� ����!�

n− 1
�� �� � �� � ���!����

H
$"� �� ��!#���� ������!������ �� ������ � � �� ��$"!�� ����� !��� $"� �!��$"� �� ����

π
�� ����� ���

��� � #!��� ��� ��� �!!��!����� �� ��� �����"����� ��� ���������� �� �" � ��!"��� "�� �!������� � �� � ������ �
���"��� �� �"����� ��

0 �
���������� 56� ��� ��������

 #"��������!� ��� �!"�� �� ��! ��������� ���� ��� ������ �" � ����" �������������� �"����� �� � #���������� �"�
��!������� ��� �� ���� ������!$"�� �� ���� ���!�� ��

R
�

X−1(c) = {r ∈ R
n | X(r) = c} .

3" ���� �� �� �!����" ��� ��
X

� �� ��� ����� �� ������" ���� $"� �!"�
n = 2

� ��� �� ���� ������!$"�� �!�� ���
��"� �!�� �� ���� ���!�� �� �� �!"�� �� ���� ��� � 3��� �� ���

n = 3
� �� � #�� �� � #"��!�� �� ���� ���!�� �� ��

�"������ ���� ��� � �� �� $"� �!������ ��� ��!������� �� ��� ��������� �� ���� �� �� ��!� ����� �������� � !�
��"� � !����� $"� � ����$"� ����� ��� � �� ��� ����!� �� ��"��!�� � #"�� ����� �� ��� ������!$"� ��� � ��!������

Dh

[
X−1(c)

]
6 n−H

� �� �� �!"� ����$"� �!"���� ��� ����"�� ��
c
� �� $" #�� ���� �� ��!�������� �!"� $"�

Dh

[
X−1(c)

] �!�� �������� ��� ����� �
n − H

��� �������� ��� �!������ � �!�!�� $"� �� ������� ���"���� ���������"������ ��� ���" � ������� � � ���� � ��� ��! �!��!"�� �� � ���� ��!#����� ������!������� ��	��� �"�
R

n!�� ��������� ��� �!"� ��� ����!� ��������
n − H �

� � ��6 �� ���� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� �
�!���� �� �� �����

� ���� $"� � #���!���� �� �"��� �!�� �"��!�� �������� ��� �!����� ��"� �� �!� ������� ����� ��� � �� ���� �
�� � #!� ������ � !���� "� � ��� ��!#���� ������!������ ��� $"�

H < 0
� � #����� � #�$"���!� �� �� !" �!�

����!�"� �
n
��� ����!�� � �� �������� ��

X
������ ����!������� �� �!����!� ��

τ � �� �!�� � � ��� �"��"���!��
������������� ��	���� �"� ������� �� ����� � �� $"� � #� ��� �� ���� � 4��$"� ���� ���� �� �
 	 ����� �� #�/ ����� ���

R
�
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� ���������!�

H < 1
��� � �"� �������� � �!� ������� � � ��� ����� �!��� $"� � �!"� ���"� �� � ��"�

H
���

����� � � !���
X

��� � �!��$"�� � � !� ��"� �� �!"��� $"�
H = 1

���������� "�� ��� ��� �!"� ��$"���� ���
� �� �� ��!#����� ������!������� ���������� ��!� ������� � &!"� �� � !����� � �!������!�� "� � �� � ��!#����
������!������

X
�!�� � #���!���� �� �"��� ���

H > 1 � �� �� ������ �� � #��� ������ �" ����� �� � #������ ���
��

X
����� ��"� �!����!��

r
��

r + δ
��

R
n �

E

{
[X(r + δ) − X(r)]2

}
= E



(

p−1∑

k=0

∆Xk

)2

 ����

∆Xk = X

(
r +

k + 1

p
δ

)
− X

(
r +

k

p
δ

)
,

!� � #!� � ��� ���� ��� ������ �� �����"� ��������!�
δ

��
p
������� ������ � 
� $"������

∆Xk
��� � #������ �����

X
����� ��

k
�� � �� ��

(k + 1)
�� � �!����!�� � 
� �����!���� ��� �� � #��������!� �������"� �!��� ��!��

E

{
[X(r + δ) − X(r)]2

}
=

p−1∑

k=0

E(∆X2
k) + 2

∑

i<j

E(∆Xi∆Xj) =
|δ|2H

p2H−1
+ 2

∑

i<j

E(∆Xi∆Xj).

� � �
E(∆Xi∆Xj)

��"� ���� ����� �!�� � � #�"�!�!�������!� �" ��! ����"�
Y (r) = X (r + δ/p) − X (r)

�

E(∆Xi∆Xj) = E

[
Y

(
r +

i

p
δ

)
Y

(
r +

j

p
δ

)]
6 E

[
Y (r)2

]
=

|δ|2H

p2H
,

�"��$"� ��� �!����!�� � #�"�! �!�������!� ����!������ � ������ �� ��"� ����"� � � #������� ��� ���! � �� $"�
� ��� �� �� �!���� "�� ��� ��� �"�����"�� � � #��������� �� � #������ ��� ����� ��

X
�

E

{
[X(r + δ) − X(r)]

2
}

6
|δ|2H

p2H−1
+ 2

p(p − 1)

2

|δ|2H

p2H
=

|δ|2H

p2(H−1)

�� ���"���� ����� ������� $"���� $"� �!�� �� ����"� ��
p
� $"� ����������� �� �"�������!� �" �����"� ��������!�

δ
� !� �!�� $"� �!"�

H > 1
� �� ��� ���

p → ∞ �� ���$"� $"� ��� �"��"���!�� ��
X

���������� �"���� � 
� � #�� �"��$" #"� � �� � ��!#���� ������!������ ��	�� ����
H > 1

��� ����������� ��� "���!�� � � �� $"� �"���	� $" #!�
�� ��� ��� �

H ∈]0, 1[ �

� � ��: � �� � ��� ���� �� ���� �� ���� ����� � ���� ����� ����

� � ��: �� �������� � ��� ���� �� ����� ���� ���
�!"� �" �!�� �� �� ��!����� � ������ � �� ���� $"����!� �� � !������� ��� � �� �� �� ������� �� �� �������
�����!���� �4��� ��� ��!������� ��������$"�� ���� ��	���� � 3 #����� �� $" #!� � �" ���� �� � ������ � � #��� �� ���
��� � �� �� ��!#����� ������!������� � 
� ����� � �!�� � #��� �!�� ������� �� ������� � �!����"��� �"� ���$"�� ��� �
�� �!��� $" #!� �"���� ����� ��� � #�� ������ �!�� � � !�� ��� ��������$"�� �� ��� � ���� � 
� �� ���� ��" ���"��
���!�� �� �!����"��� ��� � �� �� ����! � ��� ��� ��!������� ��� � ���� ��!#����� ������!������� � �!"� ���!��
�� ������� ������� ��� ��"� ����� �� �!"� ���������� ��"� ������"������ ��� � ����� $"� �!"� "�������!�� ����
�� �"��� �
� � �� !�� �� � �������!� �� ������ � ������� ��� <����� � �=��> � �!������ � �� �!���� "� ��! ����"� ��"�����
X0

�� �4�� � !"��� ��� ��!#���� "�"�� � �� � �!��!�"�� ��� ������ ���� �� ���" ���� ���� "� �!4�" �� �!�
�� �"������� $"� � #!� ��"� ���������� �� �!�� �� � #��� ��� ��� �� �� ���!� � �� ������� �"� "� �������

t �
� ���"���� !����" ��� ���������� �!�� � ����� "� ������ ��� �" � !"��� ��� ��!#���� ������!������
X

�"
�!������� ��

t
� �� �� �"� � � #������!���� ��� ��������� ������ ���� �!"� !������

X(t)
� �!"� ��� ���������������� � !���� �3� � ������ ��"� � 4��$"� � �� �� ��� ����!� �"�����"�� � ��"��" � <��"��" � �, -/�� �==�> ����$"� $" #!� ��"�

���"��� "� � �� � �� �4�� � �� � ��!#���� ������!������ �� �� �!����"����� �!�� � "�� �!�� � �� �"�����
����!��� �����!���� ��� ���� � #������ � ��!�� ��� ����!�� � �� ���� $" #!� ����!�� � #"�� ������!� ����� ��"��
������� �� ��"�� � ����� � ����� $"� � #"� ������� ��� � ����� �� �! � �� �"�������

M ∝ rγ �� dN

dM
∝ M−α,

!�
M

��� �� � ���� � #"� �"��� ��
r
�� ������ ������������$"� �

%	� (��  ���� 
� ���� ����� �( ��
�� �� ����� �� ��� ��� � ����
� �



���� ���� � � �� ��� ���� ���
�� ���� 
 ��
� ����� ��

� ���� ��

�� �������� $"� �� �!����!�
dN

������� �� �!���� �� �"���� �!�� �� � ���� ���
M

�
dM

���� � 3��� ��
��� � !� ��"� � !����� $"� �� �� ����� �� �"������� �" � ��� �4�� ���$"� ������ ����!����

X
!����" ��� ��

�� �!�� � PX(ω) ∝ |ω|(α−3)γ � �� $"� �!�����!�� � "� �!� �!���� ��� �� �4� � � �� � ��!#���� ������!������ �
�!�� � ����$"� �" � � ��� �� � ���� 2H + n = (3 − α)γ �

β = 3, 5 β = 4, 0 β = 4, 5

β = 2, 0 β = 2, 5 β = 3, 0

� �� * � � ��� + � .� � /-,.�� �� 	� -�� � ���� .��� � �-	,.��-.��� �� �.� ���.� 
	 � -� /- � �,� �� ��	�.,�
-� � � � �� �� � � ��
� �-� ,

β
�� �� �	,�� �� � � .��-�	� � ,./.�� ��, .��.��� �� � -� , � � -�	� � �� 	� -��� ���0

	 ����� � �� � ��� �,,�� �� 	�� -��� /�� � �� �.�,�� � ��� 	� -�� � / �-� ,��	 /�� � � -��� �� , .��� ,.���� �-��
	� -	�� ��� 	.� � 	-� � �� ��� -���� ��� �-�� �� 	� -�� � ����� ,-� , �� �� �	,�� �� � � .��-�	� � /�� �-.��	 �
������ � .�� �� � �,.,�� �,��	,���� �

� � ��: �� ����� ���� ��� ���� �
������ ��  ����� �

�����56 ��������6

 #���� ��� �� �� �!����"���!� �� ��"��" � �"����� $" #�� � �"� ���� ����������� �� �!����"��� ��� � �� �� ��!# ������ ������!������� �������� ��� � ������ �� ��"�� ��!������� ���� � #������ �� �!"���� � � #���������� � ������
�� �������� �� �"������� �� �!� �� �"������� � ����� ����! � � ��� � #�"���� ��"� �!" ����� �� $"� � �� ������� ���"������� ����� ���� �" ����� �� � #������"�� �� �� ������!�� �� �� �!"���� �" � �� � $" #!� ��"� �!����" ��� �
!� ����!�� ������� ��� �� ����� �������� ��� �!�� $"� � #!� � #��� �!��� �� �! � �"���� ��� �� �� ����� �� �"�������� � ��" ��� ��� � ���� �� �� ������!�� �� �� �!"���� �" � �� � ������� � ������ ���� � �� �� � ������ �� ��"�
��� ��� �� ��� �!����"��� ��� ���� ������" �� ��� ����� �����!���� ��� � #"�� �������"��!� "���!�� � �"�

[0, 2π] �
� ���� �!��� "� ������

E = R
n � !� �!����"�� �!�� � ���� � #������ �� �!"���� ���! ���

Ê
� "� � �� � � #�� �����"�� �� �� �!�� �

A(k) = A0|k|−β/2
�� "� � ��� �� � ���

φ(k)
�����!��� � 
� � �� � � !�� �� ��� ��!��
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!����" �� �����"��� �� ������!�� �� �� �!"���� �������
X(r)=

∫

bE

A(k) exp [iφ(k)]e2iπk.rdk.

&!"� ���"��� $"�
X

��� ���� � !� �� �!�� � #�����"�� "�� �!��������
φ(−k) = −φ(k) � 
� � ��� ����� �����

�� ����� � �� ������!�� �� �� �!"���� ��
X

���  ��� ������� ��
X

��� ���� �
��� 
��6���� ���
3��� �� �����$"� � �� � #!� ��"� �!����"��� "� � �� � �

n
��� ����!�� � � �$"� ��� ����!�

k
�!� �!�����

Nk������ � !� �� �!��� � #��!�� "� ������" � �� ������
N1 × . . . × Nn

�!�� � �$"� ���� ��� � �!"� ����"� ��
�������� � �� ������ � �� �������� �" ������ �" ������" � 
� �!������ ��� �����"�� �� ����"��� �� �� �!����!�
�� �� ������� �� �!����!� �� �� ������ ��� {Nk} �

� � �� ��� ����!�
k

�!������ "� �!���� �� ���� �� �!���� �
Nk = 2pk+1

� �� �!!��!����
ck

�" ������ �" ������" ���� ����� ��� ����!� ��� ��!�� ����� �
pk

� �� "�������� ��
�!������!� ���!� ��$"���� ��� ������� � #"� ������" �!�� �"� ��!��� ��

0
�

Nk − 1 � 3��� �� ��� !�
Nk = 2pk

�
!� ������� ������ ��� �� ������ �" ������" � �� �!!��!����

ck = pk
� � ��� �� � #!"������ ��� $" #��!�� ��

� #4 � ��"� �"���� � #���� ���� ���� � �$"� � !���� �" ������" � � ���� �!��� "� ���!���� �� �"���
H

�� ��
��� ����!�

n
� � #���!���� �" ������� �� �"������� $" #!� �!" ���� �!����"��� ���

β = 2H + n
� �� !� ��"�

�!�� ����"��� ��� ������"� � �� � �!�����!����� � � #�� ����"�� �� �" �� ����� �� �"������� � �� �������� ���������!�� �"�������
�

=
�−β =

�−2H−n �� �
=
�1/2 =

�−β/2 =
�−H−n/2.


� �� �!�� ��!�� ������� ��� �� ��!� ��� � �" ����� ������� � �!��
0
� �"��$" #!� � ���� ��� �

(0) = 0
�� $" #��

� #��� ��� �!������ �� � #������ � "�� �"������� �������� � � �� ��$"��� $"� �
(0)

�!�����!���� .� 	 �� � ��
����"� � !4���� �" � �� � �4�� ����� �� $" #�� ���� �!�� ������ �� �� � !��	�� ����� �!"� � !� �� �!������ �
�!�� �� �� �!����"���!� �� � � �� �!���� "�� ����"� �!� �"��� $"���!�$"� � �

(0) �

|k|
� �(��

−1
�

P
X

(k
)

�
�
��
�
��
	

��
�


	�


��


β = 2, 0

β = 2, 5

β = 3, 0

β = 3, 5

β = 4, 0

β = 4, 5

� �� * � � ��� + �� �	,��� �� � � .��-� 	� ��� 	� -�� � ���� .��� � �-	,.��-.��� �.�.� ��� .���/� ��� ����� ,�� ��� /-
	 ���� � � ��� � � �.��.	� �� �	,�-/ �� 	� -	�� �� 	�� �� �	,��� ��, .��.��� �� ��� -���

� �!����"���!� �" ��� ���" ������������ �� � ���

Φ
�� ���� ���� ��� �"��� � � � �$"� �!����!� � !� ���� "�

�!���� �����!��� � ������ � #"�� �������"��!� "���!�� � �"�
[0, 2π[

� �"�� !� ����4� �� � !���� �" ������" ��
�� �!���� �� �!�����!� � #�� ������ ��!$"�� � �"�  �"�
Φ(c1 − i1, . . . , cn − in) = −Φ(c1 + i1, . . . , cn + in).
�� ������"���� �

Φ(c1, . . . , cn) = Φ(0) = 0 � �!�!�� $"� �!"� "�� ��� ����!�
k

�!� �!����� "� �!���� ����
�� �!���� � �� ����4� ����� ��� � ��� ��$"�� �� ����!"�� ���� �� ��� ���"

Φ � �� �!����� ��!�� �� ������� ����
� #�� ����"�� � �� � ������ � !������ "� ��� ���" �!� �����
̂� =

�
exp (iΦ)

�!�� � ���������� ��� ̂�(i1, . . . , in) =
�

(i1, . . . , in) exp [iΦ(i1, . . . , in)].
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� � �� � �4�� ����� � ��� ��!�� ����"�� ��� ������!�� �� �� �!"���� �������� ������� �� ̂� � 
 #���!��� � �
"������ �!"� ����� !� �����!� ��� ���"� �� ���� ���� ���� 
3
 � �� �!������ � �����"�� ��� ������!�� ��� ��
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�������� � #��� ��� � !��	��� � �� �!�� ���� ���� � #���� � #"�� �������!� ��

β
� ���� � ����� ��

H � &�"� � #���!�����" �� ����� �� �"������� ��� ����� �� ����"� ���!�"� � � #���������� ��"�
H

��� ��! � � �� �� � !��� !� !������
�� � ������ ���"��"��� � �� ��"� � #�����"�� ��� ��$"�� $"� � #!� �!"� � ��!�� �"� ��� ���� �� �� � !��������!�
�"� ���$"� ��� ����� � �� !�� � �"��$" #�� �����$"� � !� � #� ��� ���������� ��� "� � �� � "���!�� � �!"�
H > 1 �&#�� � ������������� �	  ������� ��
��	 ��� ��� ������� ��� ����
���� ��	  ��
���� �� '������ � /
��� "�������� �)���� � �� ��� �� �� ��
 ���� �� ���



�� � � ��� � � �� � 
�� ���� 56 ������ ���� � �6�� ����� ����� ��6�

(a)

� ������
		�� ��� �����	 ����
h
(δ

X
)

δX

σ2 = 1, 02

σ15 = 2, 90

(b)

��
���,�1 � ��� �������
		��

σ
(ρ

)

ρ
� �(���

(c)

������	 ��� � (��� ��� ��  ����
���

σ
(ρ

)

ρ
� �(���

Hm = 0, 53

(d)

�������� �� � (�( ��
�� �� �����

H
m

H� �� * � � ��? + � ,��� ��� ��.��� ��� .� 	��� �� ,� ��� 	� -�� � ���� .��� � �-	,.��-.��� � �� 	��.���� ���
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�� � � �	 � .
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� �"� �� �� �� � #"�� $"������ �!���� � !� �!����"�� ��� ������ � #������ ���� $"� ��"� �!�� ���! ����� � �"�� ���
 ���!����� �� ��� ����"�� �� ��� ��������� � �!�� � !� �� �!�� �"� �� 	�"�� � � ��? ��  �"� � ��"� � � ��
�!�� � �� ��"� ��� ��� ��"������� � �� � #��!�"��!� �� ��"� �������4�� �� �!����!� �� �� ��������!� ��� � !�����
�"� �� � �� � 	�"�� � ��  �"� � ��!��� � ����� ��!�"��!� �� ���� ���!� ��� �! �� ��! � �� �� �! �� �� �"������� �
� ��� ��� ������� ��� � �� �!�� �� �������� � #"�� �!"��"�� �"� ������� ��������!�� � �� $"� �� �!�� ���
�!"� ��!���� � �� ���� � �!"� ��� ��������!�� �!� ��� ��������� ������ �� ������ �� �� ����� � �� ����!������
��� �� ���� �!�� ������ �� ����� �� �!� ��� � �� � #�"���� ���� �� � ��� ������� ��������!�� �!����� ��� � �� ��
������ � #������ ���� $"� ��� ������� � �� �!�� �� � �� � �������4� � � �� $"� �����$"� �� � "�� �������� ��� �!"�� ��
!������� �"� �� 	�"�� � �� ��"� ����� !��� ��"���� ��� �!�� �� �"������� �"� ��� � ��"��� � �!�� � �� � !����
�� ������" �� ��� � ��"� � �� �� � �� � 	�"�� � � ��? � ��� ������ � ��� ���!����� !����"� � $"� ���������
���� ���"� �"� ���!����� �� �"��� � �� �!�� �!��� ��� ��� ��������� � &�"� �������� ��� � �!�� � �� � !����
�� 	�"�� �� ��� � ��!��� � � #���!���� �� �"��� !����" ��� ����� � �� !�� ��� �4���� ���$"�� ��� �"������ �
�!"�

H < 0, 5
�� �!"������� � �!"�

H > 0, 5 � �� ��"� ����������� ��� ���� �!�� � "�� �!���$"���� �"
��������� �"� ���$"� ��� � �� �� �!�������� � �� ������"���� � �!�� � !� �� ��"� ��� ����!���� �!"� ���
������� �� �����"��� � ����� �" ����� � ��� � �� �� �� ���������� ��� "���!�� �� �"� ������ ���!����� �� �"��� �
�!�������� ��� � �� $" #!� ������� !������� ��!�� � � ��� ��� � 
�� ���!����� �� �"��� � ��"��� �!�� �!�� ��"�
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Hm = 0, 4997

� �� * � � ��� + �� ��,�� �� , � ���� /. �� � � .��-�	� ��� /-
∆
0�-�.-�	� � ��� 	� -�� ���� .�� � �-	,.��-.�� ��

� -�	� �� �, ��/� ,.� �� / ��
� �-� , �� 1 ���, -.�� . � �����
Hm

-��	 / ��
� �-� , ,� ��.���
H

�� ��.,�� � �-
��.,� �� ,.��, ��� 	�,,� ���� .��� ���0	 ���� ��� ����� ,� / ��� -/.,�

Hm = H
� � �� 	� -��� �-/��� ��
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	-/	� /� /-
∆
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	 	� -�� � ���� .��� � �-	,.��-.��� �� ,-./ /�
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�, � -� ��,� ��� /. ��
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��� �����!�� ��!������� � � � !� � �" $"� ��� �!����!�� �� ���"��"�� � #!���� ��"� ��� � �� �� ��!#�����
������!������� �" ����� ��� �!�� �� �"������� �� �!����!� �� �� ��������!� � ��� � �� �� �!"�� ������ �!�� "��
�!��� ���� �� ������� �!"� �������� � #!"��� ��� �!����!�� �� ���"��"�� ��!������� � �" � !��� � � #!���� ��"� � 
�	�"�� � � ��� � !���� �!"� � #��!�� ��� � ��"��� !����"�� �"� "� � �� � "���� ����!���� �� ������ � �=� ������ �
�� �"� "� � �� � ����� ����!���� �� ������

256× 256
������ � �� �!�� $"� ��� �!���� �� � ��"�� �� ������������

���� �"����� "�� �!� �� �"������� � ������� �"� ��������!�� ��� � �"� ������� � �� $" #!� �����$"� ��� � #���� ��
� ���!������ ��!$"� ��" �  �"� � 
 #���!���� !����" ��� ��"���� ��� � $"� �!��� "�� � ��"�� �� � #���!���� ��
�"��� � ��� ������� ��� � �����"� ���� �� ��� �" � �� � "����� ����!���� � �� $" � ��"� � #�����$"�� ��� �� ���� $"����"���� ���� �� �� ������ "� ��"� ����� �!���� � #�� ����� �!� �������� ��� �� � ���!������ � 
� 	�"�� � � ���� !���� � #�����"�� � #��!�"��!� �� � #���!���� �� �"��� � ��"�� �� �!����!� �� �� ����"� � �!��$"� � �!"� ���
��"� ��� �� �� 	�"�� � � ��� � �� �!�� �!���� ��� $"� � #���!���� �� �"��� ��� �4���� ���$"�� ��� �!"������� � �
�� $"� ��� ������� ����"�� �� � #���!���� �� �"��� �!�� ��� � !�� � ���� ������"��� � �" ���� �� �� ������������!�
����"��� ��"�  �"� �
∆�

������6
�� � �" �" � � ��� �� $"� ��

∆��������� �����$"�� � "� � ��� ��!#���� ������!������ ��	�� �"�
R

n
�� � #��������������

β
�� �!� �!����� �� �!����!� �� � #�� ����

ρ
�!�� �

σ2
∆(ρ) ∝ ρβ−n = ρ2H � �� �!�� �!�� �!"�!�� � ��

� �!��� � ������ ���� � #���!���� �� �"���
H

� ������ �� ��
∆��������� � �� ��� !���� ����� � � #������ �� ������

���� ��!�� � ������ ��� �� � ��� �� �!"���� � � #��� �� $"� � !���� �� ������" �� ��"� � �� �� 	�"�� � � ��� �"�� #���� ��� � #"� � �� � ��!#���� ������!������ ����� ����!���� �� ������
256 × 256 � �� �!�� $"� � �� � ����

�"� ��"� ������� �� ����� � ��
∆��������� � #"� � �� � ��!#���� ������!������ �4�� ���$"� �" �� ���� "�� �!�

�� �"������� �� �!����!� ��
ρ
� ���� "� ���!���� ���� ��!� � �� � #���!���� ������" � �"��$" #!� ���"�� �� ��

� ����
γ = 2Hm

"�� ����"� �� � #���!���� �� �"���
Hm = 0, 4997

� � #���!���� � �!��$"� �����
H = 0, 5 � 
����� $"� �� �!� �� �!�� ��� ����	�� �"� ������� �� ����� �ρ 6 3

������� ��� ���� �!"�� ������"���� � � #���� ��
������������!� �" � ��� � �� ������� ������ � #���!���� �� �"��� � !� �!������ � �"� �� ������" �� ��!��� �� ��
	�"�� � � ��� � $" #!� ����!"�� �� ����"� ��

H
����!�"��� �� ������ ���� "�� ���������� �������!� � �� $"� ������

����� � �� !�� �� ������ �����!� �� � #������ �������� ���� � #������ ������ �
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�� � �� �� ��!#����� ������!������� �!�� ��� ��������� �������� � �� �� ��� ����� ��� ��� �� ����"��� ��
��� ����!� �������� ���! ���� �"� �!"�� �� ��!�!��!"�� �� ��� � �� �� � �!�� � !� � #� �" �" � � ��� �� � �������� ����!� � #������ � �� �!����!� �� � #���!���� �� �"��� � ����

D = n − H
� !�

n
��� �� ��� ����!� ��

� #������ � 
� ����"� �� ����� ��� ����!� �������� �� ���� �� �"����� �� ��!���"�� $" #!� � ��� � ��!$"�� �" � ����� $" #!� �������� "� ��" ��"� ��� ���� �� ��� �� �� ��� ����!� ��"� � � � #���� �� �� 	�"�� � � ��� �
� ������ ��� #�� ��� �� ������

X
� !� �!�� � ��� �� ����

Xc
��"������ � "�� ����"� �!�������

c
� �"�� !� ��!�� ��� �"���� �

� #���������� ��� �!��!������ �!������ �� ��� �� ���� � �� !� ����"�� ��"�� ���������� �� ��"�� ����� ���� ������� �

(a)
C	
�� �� �� 
��

(b)
C	
�� ��������

(c)
	�
�� �����

(d)
*������

� �� * � � ��� + � �	����� �� 	-/	� / ��� .�	� ,��� � ��� 	� -�� ���� .�� � �-	,.��-.�� �� �.� ��� .� ���
 �
� �.� -� � �� ��� -�, ��, 	�/ /� �� /- 	 ���� �-� � �- 	 ���� ��� ��� ����� ,� /� ��� ./ /-� � �� 	�,,� .� -� � � �� ��
� .��-� ��� �� ��� �.� ���� ,� ��-� �� �� , .�/�� /�� ��� ��� -� ,��� -� ,� -,.���� �� , �, / ��� � ��� ,�� ��
 ��,
� ����� ,� ��� /- 	 ���� �	� 	 	� �� . � ��� �, /� 	-/	� / �� �� -.��� � � � ��.� �,�� ��, ��-� , � /� . 	-/	� /� ��
�
 ,�-�-� , /� 	� ,�� ��� �

����� ��! ���"�� � ��� �� �� �!����"��� �������� ��� �� ������" �� ��"� � �� �� 	�"�� � � ��= � $"� ������������� � ��������� �� ��� ����� �� �!"� ��� �"���� �!����"��� � ������ �� � #�� ��� �� ������ �� �� 	�"�� � � ��� ��
"�������� ���$"���� �����"� �� ��" ������ �

��


�
�
���
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.���	 +��� � �(���

H
m

H

γ = 1, 31

� �� * � � ��= + � �/-,.� � ��.� �,��0-.�� ��� .�	� ,��� �� / �.� -� � �� ��� -�, �� /- 	 ���� � � ��� �� � -�	� ��
�, ��/� ,.� �� / ��
� �-� , �� 1 ���, � ����� � -� -� ��,�� �� , � ���� /. �� � � .��-�	� ��� 	�,,� ��/-,.� 	 ��
� �	,.� �� /- �-/��� ,� ��.����
�� �!�� ������� ��� $"� ��� �!���� �� � ��"�� �� ������������ ���!� "�� �! � �� �"������� � �� � � #����� ��
�����!� � ��� � � #���!���� γ

��!"�� ��� ��"���� ��� ��� ��� � �� ��� ����!� ��������
D

��� ��! �!��!"�� ���

γ =
2

D

�� ��� �!�� ������ ��� ����� � � #���!���� �� �"��� ���
γ =

2

n − H
=

2

2 − H
.

�� ��"� �!�� ���"��� "�� ����� ���!� �� � #���!���� �� �"��� ��� ����� � �� !�� �� �� �!������ ���� ��
����"� � �!��$"� ������"� � � #��� �� $"� ��� ���������� �"� �� ������" �� ��!��� �� �� 	�"�� � � ��= � ��
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��� ��$"� $"� ����� ����� ���!� �� � #���!���� �� �"��� �!"� �� ��� � �� �� ����"�� $"� ��"� !������� �!��
�� � #��"�� ��� ������ ���� � � ���!�� "�� �"������ ���!� �"� ������� ����"�� �� � #���!���� �� �"��� �� "��
�!"������� ���!� �"� ������� ����"�� �� ���"���� � 
� ������ $" #�� ������ ������ ��� ������"�� ��� ����� � ��
������������!� ��� � �� �� �"� ���$"�� �

�
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� � ���� ��� ������ ���
�� � ����� � �" ���"� �" � ������ � � �� ��� � !"��� ���� ��!#����� �� � ������ ������"��� �� �"�� ����!� ����
"� �"��� � �� !� �� � ���� "� � !�� �� � �� �� ���$"� ���� ������ �� ������� ��� ���� ���!���� �� ��� ������"��� � ��
� !�� �� � #��� ����� ������"������ ��� ��!��	$"� �� ���� � ����������� �� �"� �� � !������� � #�"���� � ��!�����
� 4��$"�� �����!���� � �� "�������� � #�����"�� ��� � !"��� ���� ��!#����� ������!������� ����� �!����"��� ����
�� ��!����� � ������ �
� �!������ �� ��� ��$"�� $"� � ���� � #���������� �" � !"��� ��� ��!#���� � �� ������"� � 4��$"� � !�������
��� "� ��!����" � �� � ����� ��� �� �!����!� �� �� ������"�� �� � !"��� ��� � � � � ���� ������" � � #�"����
������"�� ����� ��� � ����� ������"�� � �"���� ���� �!��������� � �� ������"���� �� ������� � 
� ��� ������� �
�!� ��� ���" �� �� �!� ��� ����!� � 4��$"� $"� �!"� ��!�� �� �� � ��!���� � $"� � #��!�"��!� �� �� ������� ��
�� ������"�� �" �!"�� �" ��� �� � �!���

v(t)
� ��� "� ��! ����"� ��! � ����$"� � �" � �� � ����� $"� �� �!����!�

r(t)
�

�"��$" #���� �"��� ��� ��!�"��!�� �����!���� �" ���� ��� �!�����!� � ���� ��� � !���"��� �" �"��� � 
� ��! ����"�
� !�������� �� ������� ��� ������ ��! ����"� �� � �� ������� ������" � �� �� ��� - � �.�. � ������� � #"� ��! ����"�
�� � ����� <&��!"��� � �=�?> � �� ������"���� � �� �������� � #"� ��! ����"� �� � ������� �� ������" ��� �!������� �
������ $"� ����� � #"� ��! ����"� �� � ����� ��� ��� ��������� ��� �" ��� �� � 
� ����!� �!"� ��$"���� !� ��
��"���� ��� ��! ����"� � �� ��� �$"���!�� $"� � #4 ������ ��� � �������� �$"���!�� �� 
������� �� �� �!""���&����" � ��� $" #��� �!"� � ��� ����!�� � #��!���� � ���� �� ���� ���� ������ � �� ��!���� � �" ��������� �������� ��
� ����"� �!� ������ �
� � ���� �!�� � �� � ���� ����� ��� �� �� � ������ � 
��� �� �� ��� �� ���� ������

� � ���� �� ����� ��� ���� �� ������ �� ���������

�" � ������ � � �� �!"� � #��!�� ���� $" #�� �"��� �� � !��������!� � 4��$"� �" � !"��� ��� ��!#���� �!"� �!"�
�!�������� �"� ��� ��!������� ��������$"�� ��� ���� ���!���� �"�$"����� �� �!��� ��������� � 
�� � �!"� ���!�� �!��� #��"���� ��"� �� ������ �	� � #!������ "�� �$"���!� � ���� �$"���!� �� 
������� � ��� ������ � #��!�"��!� �� ��
������� �� �� ������"�� ��"���� � &!"� ��� ���	�� � !� �!��������� "� � !"��� ��� "����� ����!���� � � � � #!�
!������ "�� ������"�� �� � ����

m
��� ����� ���� "� �"��� � �� ������� ������ �"� ���� "�� �!��� �� ������!�

F = −αv
� ��!�!���!������ � �� �������

v
�� �� ������" �� �� �� ���� �!������� � ���!� �� �! � �� ��!"�� � ��

�!�� ����� �� ��!�!���!�������
α

��������� �!���� ��� �� �� ����!���� �" �"��� � ��� �� $"� �� �� ������ ���� �� ��!� ����� �� �� ������"�� � 
 #�$"���!� �" � !"��� ��� �� �� ������"�� ����� ��!�� �� �!�� �
dv

dt
+ γv = 0,

!�
γ =

α

m
=

1

τr

��� � #�� !������� ���
. ����


� �������
v

�� �� ������" �� � �� ���� ��� �!� �"��� �" ������ � ����!�� ��!�� ���!���������� ��� � ���� "��
�!������ �� ��� �� ����� �

τr
� $" #!� �!�� � ��� �� �� ��������!� �

v(t) = v0e
−t/τr . ��? �

& 4��$"�� ��� � ����� �$"���!� �� �!� ����� �� �� 	�"���� $"� ��� �!�����!� � ���� ��� � !���"��� �" �"���
������������ �� ������"�� � �� $"� � ��� �� "� ��������� �� $"������ �� � !"��� ��� � ���"���� ��!"��� � �� $"�
�� ������� �� �� ������"�� �!�� .� 	 �� ����� � �� ������� � !4���� ��� � !���"��� �" �"��� � $"� ��� �"��� ���������� � ��� ���� �� ���!� ����� �"��!�� ������� � !� �� �� ��� ���� $"� �� �� � ����

m
� #��� ��� ����

������ ������ ����� ��� � !���" ��� �" �"��� � �!"�� �!�����!� "������"�� ���"����� �� "�� �������
v
�!� �"��� �

�"��$"� ��� �������� ��� � !���"��� �������"����� �� �!�� ��� �"���� � �!"� ������� � �� ������ � � �� �� ������" ��
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��� ���� � ������ � �!"��� ��� �!�����!�� �"�!�� "� ���� ��� �������� � $"� �� � �"� ���� � !4���� ���� ��� ��"�
�������!�� � �� �!��� $"� � #�$"���!� ��? � ���� ��!�� ������� �
� � ���� �� ����� ��� ��� ����� ���� �� ���������

�� ���� � �� � �!��� � � #�$"��������!� ����!�� $" #� � #�$"������ � �� ��� �����"��
T
� �� � "�� ��� ����!� � � #����� ��

������$"� � !4���� �� �� ������"�� �!�� ���� ����� �
kBT/2

� �� !� �!�� �!�� ��!��

lim
t→∞

E{v2(t)} = σ2
th

!�
σth =

√
kBT

m

��� �� ������� � #�� �����!� � ��� �$"� � ����
����� �!�����!� ��� ��!�� �!��������!��� ���� �� ��� ��� �" ��� �� � #�$"���!� ��? � � ��" � �� �� ������� ������ �� ����
v

��� ������ ������ �� ������� � #�� �����!� � ��� �$"�
σth

� �� $"� � ���" �!"� ��� ������" ��� �"� ���� ���
� ������� �
�" �!������� � �!"� "�� ������ ������"�� � ����� ������� � #�� �����!� � ��� �$"� ������� !��������� � ���!���!��$"�� ���� � �" ���� !� ���� ��� �" � �� � !���� �� ������"� $"� �� ������� ������ �� ���� ������� ���
� #�$"���!� ��� � � 3 �� �!�� � �� ��� ����" $"� �� �������

v
�� �� ������"�� �" ���� ���� ������� �!������� ��� ���

����� �$"���!� �������������  !� !���� � �"��$"� �������� ����� �� �!���������!� �� � ������ ��!� ������������ �� �!�����!� � #�$"��������!� ���� � 3��� �� ��� ������ ������� !� �� � ����
m

��� ���!�� ��������� ���
������ ������ ����� ��� � !���"��� �" �"��� � !� � #������ ��� ������ � �� $"� ���� ����� ����!� �� ������ ���
����� �� � �� !� �� � !��	� �!"� $"� �� �!�����!� ���� �!�� ��� ���� � �� 4 �������� �� ��!"���� "�� �!���
�"��"����

Γ(t)
� �� �!��� $"� � #�$"���!� � #��!�"��!� �� �� ������� � #�����

dv

dt
+ γv = Γ(t). ����

����� �$"���!� ��� �� �!�� � �� � �"� ��� ��� � #"�� �$"���!� �� 
������� � Γ(t)
��� �� � �� � ������� �!���

�� 
������� � � ���� �!����� ��� ��� ��$"�� ������ ��"�  �"� � �������� �!�� � #����������� ����� � ���� $"� ��
������"�� ��� ���� � ������ � "�� �!�����!� "��$"� �� � !��	� ��� ������ ��� ��� �� � !"��� ��� � �� � #���� � #���
�������� $"� �!��������� ��� � �!�� � "�� ������!� � &!"� �� ��"� � ������ ������" ��� � � �$"� �!�����!� �!�� ����
� �� ����� ������ �� �� �������

v
�"��� ��� �!���$"��� ��� �������!�� ��"�$"�� � 
� �� ���� �!"�!"�� "� ���� �

�!�������
F

� � ��� �� ������� �� ������� �� �� ��" � ��� ����� ��� ����� �������"��� � $" #!� � !������ ��� "�� �!���
��! � ����$"�

mΓ(t) � 
�� ��!������� �� ����� �!��� �� � �"���� ���� �!��"�� �� � ������ ������ �� ���� � ����� ��"����� �!"� ���� �!� ��"��� ��� �!"�!�� ���!"��� ��� �$"���!�� �" � !"��� ��� �!"����� ��� $"��$"�
1023 � !���"��� �!����"�� ���� �� �"��� � � ��� ������ ��� �!������� ���� �������"�� ��"�� �!����!�� �� ����������������� � 
� � #���"�� $"� �!"��� ��� ������"�� ���! ����� �" �"��� �� � �"���� ���� �!��"�� $"� ��������$"�� ��� �
�� �!����� ���� ���"���� �� � #�$"���!� ���� ��� �� ����� ��� ��!������� �" ��! ����"�

Γ(t) �

� � ���� �� 
 ��������� �� �� �� ��� �� ������ ��
��� ��������� ��"���� �� ���"��� ���  4�!� ���� �" � !�� �� � 
� ��� �!"� � #��!�� � �������� $"� � #���� � �!���
��� �!�����!�� ��� �!� ���� ���� �� ���� � �� ������!� � �� $"� ��� �!���$"��� �� � !4���� ��

Γ(t)
��� �" ��� � �!��

E{Γ(t)} = 0 � �� ��"� � #�����"�� ��� ��$"�� $"� � #��4� ����� �" ��!���� � ��� �������� ��� �"� � �� �������
��������

v0
�� $"� �� ��������� �� $"������ �� � !"��� ��� � !������ ��� �� �!��� �� ������!� ���� � �������� ��

�4� ����� � � � #�$"������ � ��� �!�����!�� �������"����� !�� "� ���� �� � !4���� �"��� �3 #�"��� ���� � �� ������ ����!������ �� � ����� $"� ��"� �!�����!�� ����� �� ������"�� �� ��� � !���"��� �" �"���
�!�� ����� �������� � #"�� �� � #�"��� � 
� ��!�"�� �� ��"� �!���� �� 
������� ������ � ��� �������� ���������
t
��

t + τ
�!�� �!�� �� � !4���� ���� �"� ��

τ
��� ����� ������ �� �"���

τc
� #"�� �!�����!� � �� $" #!� ������

������� ��� �� ���� � �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �
AΓ(τ) = E{Γ(t)Γ(t+τ)} = 0 � 3� ��"� � �!�� � �� �"���

� #"�� �!�����!� ��� ���"�!"� ��"� � ����� $"� �� ��� �� �� ��������!�
τr

� �" ���� � �� � $"� �� ������� ��� ���
� � #��!�"��!� �� �� ������� �!"� � #���� � #"� ����� �!���� �� �!�����!�� � !� ��"� ����� � #����!� �� ���!� $"�

τc���� ���� ���! � �� �"��!���� �!�� $" #�� ����
AΓ(τ) = qδ(τ)

� �� �!����!� �� 3���� ������������ �!"� ���"���
�� 	���"�� �� � #����� �� ������$"� � !4���� �� �� ������"�� � �!�� �� ����"� ��� ���� � �� �!�������

q
� �!�� �

!� �� ����� � �� �"��!�� �� ���� �!"���� ��� $"�
Γ(t)

��� "� ��! ����"� ��"�����
δ��!����� � � #���������� $"�

�� �!����!� �� �������"��!� �� � �$"� ������ �� �����!���
Γ(t)

��� "�� ��"������� ������� �� ���! � �� $" #�� ��



���� ���� � � � �� 	���� ��
 � ��		��
�
���
�	 ���

$"� �!������ ��� �!�������!�� �"� ��������� !����� � !� �

E {Γ(t1) . . . Γ(t2n−1)} = 0
��

E {Γ(t1) . . .Γ(t2n)} = qn

[
∑

Pn

δ(ti1 − ti2) . . . δ(ti2n−1 − ti2n
)

]
,

!� �� �!�� � ��� �����"�� �"� � #��������
Pn

���
(2n)!/(2nn!)

����"����!�� ��
(1, 2, . . . , 2n)

�� �������� ���
��������� �� ��!�"�� ��� �������"��!�� �� 3����� �
� � ���� �� ����� ��� � 
��� ��� ��� �� �� ���� ��� �� ������ ����� �� �� � ������

� �!��� �� 
�������

Γ(t)
����� ��!� ����$"� � � #�$"���!� ���� � ��������� � #��!�"��!� �� �� �������

v
�� ��

������"�� ��!#������ �!"� � #���� ��� �!�����!�� ���� ��� � !���"��� �" �"��� � � #��� ������ ��� � �� �!�� �!��
�!��

v
�!�� � "� ��!����" � ��! � ����$"� � �� !� ��"� �"� �����$"�� ��� � �� !��� ����!�"���� �" � ������ � ��� ������"���� � !� ��"� �� ��� ����� $"���� ��� �� ��!�������� � #��!�� � � � #�������

t
� "�� �������

v
�

dv
���� �!" �� � ������ �$"�������� � $"���� ��� �� ������� �� ��!��������

Wv(v; t)
�� �� ������� � ����� �!����!� ��������

$"� � ���� ������" � ����� �������"��!� ������ �" ��� �� � �� !� ��� ��$"� $" #���� �!�� �"��� ��� ����� � - � �.�.�
�� �� �������"��!� ��������

Wv(v; 0) � �� � !������ ���� �� �"��� $"� ����� �������"��!� !���� � "�� �$"���!�
�"� �������� ���������� �
∂Wv

∂t
= γ

∂(vWv)

∂v
+ γ

kBT

m

∂2Wv

∂v2

$"� ��� "�� �$"���!� ���� �� �!""���&����" � ����
�������� ��"� � �!��$"�� ��� �� ���!"��� � ������ �� �� �!�����!� ��������

Wv(v; 0)
�� ��� �!�����!�� �"�

��� ���� �!"� |v| → ∞ � ��� �!�� �� �������"��!� �� �� ������� �!��"� � !� ��"� �� ���"��� �!"��� ��� $"�������
��������� ����"����� ��� �� �� ������� � � #����� �� $"� � ��� ��� �" �� �� �� � 3� � ������ �������� � ��� �$"���!��
�� �!""���&����" �!����� � #�$"���!� � #��!�"��!� �� �� ������� �� ��!�������� � #"� �������� �� �����������! � ����$"�� �!�� � #��!�"��!� ��� ��� �� ��� ��� �$"���!�� �� 
������� � �
� � ���� �� �� ��� ��� �� �
����� ��� �� ������ ��
�� ��"� ���!"��� � �!"� �" � !��� �!�� ����� ��� � � #�$"���!� �� 
������� ���� � �� "�������� �� � �� !�� ��
�������!� �� �� �!������� � 
� �!�"��!� �� � #�$"���!�  !� !���� ���! ���� ���� ����� �!���� ��� ��? � � !�� ��� � �� �!�"��!� �� � #�$"���!� �!� ����� �!"� �� �!�� �

v(t) = c(t)e−γt � #!� dc

dt
= Γ(t)eγt �� �!��

v(t) = v0e
−γt +

∫ t

0

Γ(t′)e−γ(t−t′)dt′. ����
����� �!�� � � �"� ���� � ��� � ��!	 � �!"� ����" ��� �� �!����!� � #�"�! �!�������!� �� �� �������

Av(t1, t2) = E{v(t1)v(t2)} = v2
0e−γ(t1+t2) + q

∫ t1

0

dt′1

∫ t2

0

dt′2δ(t
′
1 − t′2)e

−γ(t1+t2−t′1−t′2),

!� � #!� � "������ ��� ��!������� �� �� �!��� �� 
������� ������ $"� �������� �" � � � ��� �� � 
 #��������� �!"��� ��
����"�� ���� ��� �"��� �� � #!� !������ 	����� ���
Av(t1, t2) = v2

0e
−γ(t1+t2) +

q

2γ

[
e−γ|t2−t1| − e−γ(t1+t2)

] $"� �!���
Av(t1, t2) '

q

2γ
e−γ|t1−t2|

�"� ��� �� �!�� � �γt1 � 1
��

γt2 � 1
� � � #���������� �!��$"� �� �4���� � � ������� � #���� �����!������ � 
�

�!����!� � #�"�! �!�������!� �� ������ ��"� ��!�� $"� �� � #���������� �� ��� ��
τ = |t2− t1| �

3��� ����� ��� ��� �
!� ��"� ������ ��� ������ � #����� �� ������$"� � !4���� �� �� ������"��

E{ec} =
1

2
mE

{
v2
}

=
1

2
mAv(0) =

qm

4γ
=

kBT

2

� #!� �� �����"� �� �!�� �������!�
q =

2γkBT

m
.

�.
� �(�	  �� !  ���
n = 2

! ���  ��	��
�����
(1, 2, 3, 4)

!
(2, 1, 3, 4)

��
(3, 4, 1, 2)

����
�� �� 	 �	�  ������ �� � �����/������
�� � ��
� ! ����� �� ���� ��	  ���� �� (��� "��� � #� ��	/�� ���
� �� ���  ��	��
����� � ��� ������ ��� ���� ��
� 
� ��	/�� ���
�
��  ��	��
����� �
�� ����������� ! ����

(2n)!
! � � ���  
� �� ��	/��

n!
��  ��	��
����� ���
���
�� ��� ���

n
� �����/������ ��

� ��
� 
�� ��� 
���� ! ��  
� �� ��	/�� ��  ��	��
����� ���
���
�� ��� ���( 
���	 ���� � (��� 	 �	� � �����/����� ! ����
2n

!
� (�� �
 ���
���� *
��

(Pn) = (2n)!/(2nn!)
�

$	����� �� (�� �( ���� � (
����� �1 �� � (���
����� �����
�� � (�������� ��� �������� ��  ��/
/ ����� �� 
��
/ ��� ��� ��
������� ���  ���� ���
		��� � � (���
���� �� B���$	
�� �� � � (���
���� 	 
������� �
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� � ���� �� 	 ��� ����� ��� ��� � ������� ���� �
���� ���� ����� ���

!��$"� �� ��� �� � ���� ����� ��� ������� � �� ���� ��� ���� � �� �� �!�"��!� �!�� ���� ���� � #���"�� �� ��������� �"� ��!�� � #������ � �� �����"��� �� � ����� ��� �� ��������

τ = t − t′
�

v(t) =

∫ t

0

e−γτΓ(t − τ)dτ '
∫ ∞

0

e−γτΓ(t − τ)dτ
�� ��������� $" #!� �� � ���� �

t � 1

γ

&!"� ����"��� �� �������"��!� ��� �������� � !� ��"� ����"��� ��� � !� ���� �� �� �������
µ′

k

�"�� "������� ��
� �� !�� � �"������ �" � ������ �� � ������� ����� � �� �!����!� ������������$"�

Z � ���������� ��� �

µ′
k = E

{
vk
}

= E

{[∫ ∞

0

e−γτΓ(t − τ)dτ

]k
}

=

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

exp

(
−γ

k∑

i=1

τi

)
E

{
k∏

i=1

Γ(t − τi)

}
k∏

i=1

dτi,

�� $"� � !���� $"� ��� � !� ���� � #!���� �� ����
µ′

2n+1

�!�� �"�� � 3 #�"��� ���� � ��� � !� ���� � #!���� ����
µ′

2n��"���� ���� ������ �� ��� ���� ��� �� ��� ��$"��� $" #!� ��"� ����!����� ��� ����������
2n���� ����!�������

�� "� ��!�"�� ��
n

���������� �!"���� ������$"�� � �!��

µ′
2n+1 = 0

��
µ′

2n =
(2n!)

2nn!

[∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−γ(τ1+τ2)qδ(τ1 − τ2)dτ1dτ2

]n

=
(2n!)

2nn!
E
{
v2
}n

=
(2n!)

2nn!

(
kT

m

)n


� �!����!� ������������$"�
Z

��� ��!�� "�� ��"������� � �� $" #�� ��� ���� �� ��� !����� � �� �������� ��� ���� ���
� #��������!� ��� � !� ���� ���� �� ��	����!� ��� � 
� �������"��!� ��� �������� ���� �� ��� �� � �����!������ �
!����"� ��� ������!�� ���!� �� �!"���� ��

Z
� ��� ������ ��� "�� ��"������� � �� !� ����!"�� �� ���� ��

�������"��!� �� � ��#�����!���� ��� �

Wv(v) =
1√

2πσth

exp

(
− v2

2σ2
th

)
,

$"� ��� �!�"��!� �� � #�$"���!� �����!������ ���! ���� � ���� �
��� ��$"!�� $"� ��� ���� ��� ��� ������"������ ��� ��� ��� � �"��$"� � #�$"���!� �� 
������� ��� ������ ��������� ��� "����� ����!������ � �������� � �� � �!�� ������ �!������� � � #��� ��� �� $" #!� ��"� ����"��� �������� ���
�� �!�� � ��

v(t)
� ����� $"� �� �������"��!� ��� ��������

Wv
���� � #���� �����!������ � 3��� ��� ��� ��"� ������"�

$"� � #!� �� ��!���� ���� �� �" ��� � �� ��"� ���� �!�� $"� � #!� ���� � #"�� !" �� ��"���"�� �$"���!�� �� 
��������!"� !������ "�� �$"���!� �� �!""���&����" �!����� �"� �� ������� �� ��!��������
W

��� ��������� ��"����� �
�� $"� � #��� �� ���!����� ����� �$"���!� $" #!� !������ ��� ��!������� �� �� �������"��!� �
� � ���6 	��� ��������� �� 7 ���� ������� �

� � ���6 �� �� ��� ���� ����� ����� �

�� �!������� ��� "� ��! ����"� ��! � ����$"� $"���!�$"� � �!��
X �

� � �$"� ������� � �� �������� �����!���
X(t)��� �������"�� ���!� "�� ������� �� ��!��������

W (x; t)
� �� ��� �������"��!�� � ��"� ��������

t
��

t′
��"����

���� ������� ����� ����� ���

W (x′; t′) =

∫
P (x′; t′|x; t)W (x; t)dx, ��=�

!�
P (x′; t′|x; t)

��� �� ��!�������� $"� �� ��! ����"� ����� �� �� ����"�
x

� � #�������
t
� �� ����"�

x′ � � #�������
t′ � &"��$"� �� $" � �!"� ��������� ��� � #��!�"��!� �� �� �������"��!�

W
�" �!"�� �" ��� �� � �� �!������ �� ��� ��� �� �"� ����� ��!�������� �� ��������!�

P
� �!"� ��� ����������� �� ����� �!"���� � �� ��"� � !����� � �

������ � #"� �����!���� ��� �� ��4�!� ��
P

$"� �� �������!� �� �� �������"��!�
W

������� � #���������� ��
��� ��

τ
� #����� <� ��"�� � �=�=>

W (x; t + τ) − W (x; t) =
∑

n>1

1

n!

(
− ∂

∂x

)n

[Mn(x, t, τ)W (x; t)] ,

��� ���� 	 
���	 
����� ! � (���,�,� ��� 
��
τ = t′ − t

����
�� ��� $��� �



���� ���� � � � �� 	���� ��
 � ��		��
�
���
�	 ���

!� ���
Mn(x, t, τ)

�!�� ��� � !� ���� �"�������� ��� ������ ���� �" ��! ����"�
X

�����
t
��

t + τ
� �!�����!����

� � #�������
X(t) = x

� �!�� � �� � ������ ��������� �

Mn(x, t, τ) =

∫
(x′ − x)nP (x′; t + τ |x; t)dx′.


 #���� � �"������ �!������ � �"��!��� $" #!� ��"� ������ ��� �����!���� ���� �� ��4�!� �� �"�������� ��
τ
�!"�

��� � !� ����
Mn

� �� ���!� � �!"�!�� ������	�� � #��������!� �� �� ������� ��������� ��
W

��� ����!�� �" ��� �� ���� ��$"��� $"� �!"�
τ = 0

��� � !� ���� �!�� ����������� ��� �"��� � �"��$"� �� ��!�������� �� ��������!�
��� "�� �������"��!� �� 3���� � �� ���� ��� !���� �!� ����������� ��� �"� �" �����!���� ��� ���

Mn
����������� ��� � #!���� "� � �� �����  ����"����� ��� �� ���" ���� �!"� �� �!�� �

Mn(x, t, τ) = n!Dn(x, t)τ +O(τ2)
�

�� �!��� $"�

∂W

∂t
=
∑

n>1

(
− ∂

∂x

)n

[Dn(x, t)W (x; t)] = KW . ��@�

����� �����"�� ��� ������� �����!���� ��� �� � ��� ����� !4�� �� �� � �� � ���
Dn

��
K

�!�� ���� ������� ���
��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� �� � #!� �����"� �� � ��� ����� !4�� � �!�� !� ��� ��$"� $" #�� ��� �������� ��!�!�� $"� �� �� ��! ����"�

X
��� � ��"!���� � � #���������� �� �� ��!�������� �� ��������!�

P
�� ������ $"�

��� ��"� ����� �!�������� � ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� �� ��������� ��������� ��� $"� �� � #�������
t
�� �� �� ��������

x
� �� �!��� $"� � #�$"���!� ���������� � �"� �� � �!��� ���� �������� �� � #!� �� �!���

"�� �������"��!� �� ������ ����� $"� ��� �!�����!�� �"� ��� ���� � ��� ��$"!�� ������ ��� $"� �� ��!��������
�� ��������!� ��������� ���� �"��� �" �����!���� ��� �������"� � ��� ���� � #������	� ���� �� �������"��!� ��
��!��������

W
�� �� �������"��!� �������� ��� "� 3 ���� �

� � ���6 �� � ��� ���� �� 
�� � �� �� ����� ��� ��  � ��� ��
 �����

&!"� ���!"��� � #�$"���!� ��@� � �� ��� �� �!����� �� ���!�� �� � #!� ��"� ��!�$"�� �� �����!���� ��� � �� ���!� �
��� ���	�� � #���������!� � 
� � �!��� � �� &�#"�� ���� �� � #���!���� "�� ���� ���� ���!��� � ����� $"����!� ��� ��"� �� ���� � !����� <� ��"�� � �=�=> $"� �!"� ��"� �������

n
��

m
�"�����"�� !" ���"� � "� � !� �

� #��������� �" ������ ����� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� �

0 6 [(2n + m)!D2n+m]
2

6 (2n)!(2n + 2m)!D2nD2n+2m
!����"� � ������ � #"�� ��������� �� �� #���

.

� ���� � ��
D2

��� �" � � ��!�� �!"� ��� �!�� ������ � #!���� ��"� !" ��"� �!�� �"�� � � � ��������� D2
� #��� ���

�"� � ��� $"�
D4

� #��� � ��!��
D3

� #��� �"��� ��� �� $"� �!"� ��� �!�� ������ �" ������ � �� ����!����� ��� �� ��
���!� ��������� � !� �� ���"�� $"� � �!�� �� �����!���� ��� ��@� � #������� � � #!���� "� � �!�� �� � #������ � � #!����
��"� � �!�� �� ��� ��	�� � 3��� �� ��"� ��� � ��� � !� ���� $" #!� � ������ � "�� �$"���!� �� �!""���&����" �

∂W

∂t
= − ∂

∂x
[D1(x, t)W (x; t)] +

∂2

∂x2
[D2(x, t)W (x; t)] = FW .


�� ��"� ���� ���� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� !�� �!�� "� � �� ������"���� � �!"�� �� !� ��� �!�� �
����������� ��� �!�� ����� �� ������ �!"� �� ���� ��� �� �!�� ����� �� ���"��!� �!"� �� ���!�� �
� � ���6 �� �� ��� � � �� �� ����� ����� �

�� ��! ���� �� �� � �� � � ������ $"� ���� �� ��� ��"� ��� ��� � #"�� ��"�� ������ �� � �!�� X = (X1, . . . , Xp)�� �����"� ����!"���� ���
p

��!����" � ��! � ����$"�� �"�$"��� !� � #��������� � 
�� ����"�� ������ ��� ���
��������� �����!����

X(t)
���!�� �!����

x
� �� ��"� �������"��!� �� ��!��������

W (x; t)
� �� ��!������ �" ������ �

������� ��� ������� �� � ��=� �

W (x′; t′) =

∫
P (x′, t′|x, t)W (x; t)dx,

����� ��������� �!����� �"�
p
��� ����!��

.

%�� �
  ���� ���
n > 1

�
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� �������� ��� � �� �� � �� !��� $"� �!"� �� ��� "����� ����!���� � ���������� ��� <� ��"�� � �=�=> � !� ��"�
�����!���� �� ��!�������� �� ��������!�

P
�� ����� �� ��4�!� ������� ���������� ��� � !� ����

Mi1,...,in
(x, t, τ) =

∫ (
x′

i1 − xi1

)
. . .
(
x′

in
− xin

)
P (x′, t + τ |x, t)dx′,

!� ��� �������
(ik)

�!�� � !���� ���� �
(1, . . . , p) � 
!��$"� � #���������� �� ��� ��

τ
���� ���� ���! � !� ��"� ������

��� � !� ���� �!�� �
Mi1,...,in

(x, t, τ) = n!Di1,...,in
(x, t)τ+O(τ2)

� � #!� �� �����!���� ��� �� � ��� ����� !4��
�� �� ������� ��������� ��� ����!�� �" ����� �� �� �������"��!� �� ��!��������

W
�

∂W

∂t
=
∑

n>1

(−1)n
∑

(ik)

∂n

∂xi1 . . . ∂xin

[Di1,...,in
(x, t)W (x; t)] .

�� ����� � �!��$" #!� ��!����� ��� ��! ����"� ��� �� ��� ��� �$"���!�� �� 
������� �!"� ��"� �!�� � �� ��"�
�������� � $"� � ���� �� ��� ������ �!"� �" � !�� � � ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� � #!���� ��!�� !" ��"�
�!�� �"�� � �� �!��� $" #!� �"�� �� ���� "�� �$"���!� �� �!""���& ����" �

p
��� ����!�� �

∂W

∂t
= −

p∑

i=1

∂

∂xi
[Di(x, t)W (x; t)] +

p∑

i=1

p∑

j=1

∂2

∂xi∂xj
[Di,j(x, t)W (x; t)] , �� ��

!� �� �!�� ����� �� ������ ��� � ��������� "� �����"� � �� ���"� �� ���"��!� "� �����"� � #!���� ��"� � �4� �����$"� � #����� � #��������!� ��� � !� ���� �
� � ���: ����� ���� �� ������ ��
� � ���: ��  � ��� ���� �� ��

�� �� ����� �!"�!"�� ���� �� ����� � #"� ��! ����"� ��! � ����$"�
X

�!� �!�� ��
p
��! ����"� "����� ����!�����

(X1, . . . , Xp)
� � ��� !� ���� � ��������� � # 4�!� ��� �"����� ������� ���!� ��$"���� ��� ��! ����"� �!�� ��� ��

��� ��� �$"���!�� �� 
������� �!"� ��"� �!�� � �� ��"� �������� � �!�� �������� �

dX

dt
= h (X, t) + g (X, t)Γ(t),

�!�� ���!�� dXi

dt
= hi ({Xk} , t) +

p∑

j=1

gij ({Xk} , t) Γj(t). ����


�� �!����!��
hi

��
gij

� ���� ������� ��� ����!"���� �!"� "�� �!�� � ����!������
h

�� � ����������
g
� ���������

�� � #�������� ��� ��������� �����!����
X

�� �" ����� � 
�� �!���� �� 
�������
Γj

� $" #!� � ����������� �� "�
�����"�

Γ
�!"� ������� ��� �!����!�� � �!�� �"��!���� �!������ ��� ��!������� �������� �" � � � ��� �� � � #����������$" #�� � #�� �� �� ��! ����"� ��"������ ����� ������� ��

δ��!������ � �!�� �

E {Γi(t)} = 0
��

E {Γi(t)Γj(t
′)} = 2δijδ(t − t′),

!�
δij

��� �� �4��!�� �� � �!���"��
.

���� ����� �!�� � �� ��� �� ������� �� �!������ �� ������ ���� "�� �!�"��!� �!�� ���� �� ��� �$"���!�� � �������� � � !� ��"� ���� ��� "�� �$"���!� ��� ������ �� ������� �� ��!��������
W (x; t) � &!"� ���� � �� � #�� �� ��

������ ���� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� ���! ���� � ��� �$"���!�� �� 
������� � �� �� �� ������"����
� !����� $"� �� �����!���� ��� �� � ��� ����� !4�� � #������ �� ���� � � #!���� ��"� � �� $" #!� � �!�� "��
�$"���!� �� �!""���&����" �
� � ���: �� ���� � �� ��� �� 7 ���� ������� �

&!"� ��� ���	�� �� �!� ��� ����!� �� �� $"� �� �"���� � !� �� �!�� ����� ��� �!�������� �� ��� "����� �����!���� � �	� � #������� �� �" ����� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� � #!���� ��!�� �� ��"� � ��� ��� $"� ��
���"���� ��� �!������ ���� �� ��� ������� <� ��"�� � �=�=> � �� ��������� ���"��� �" ���

p���� ����!���� �!"�
������ ���� �� �!�� � �" �����"� �� ������ �� �" �����"� �� ���"��!� �
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3 ��� �� ��� � #"� ��! ����"�

X
� "�� ��"�� ��� ����!� � � #�$"���!� �� 
������� �!� ��������� �"��!��� ��

�!"������ ��� � �� �������� ��� �!����!�� �� � #�$"���!� �"������ ����!������ �
dX

dt
= h (X, t) + g (X, t) Γ(t)

����
E {Γ(t)} = 0

��
E {Γ(t)Γ(t′)} = 2δ(t − t′).


�� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� ���!���� �!�� ��	��� � ������ ��� � !� ���� ��� ������ ���� �" ��! ����"�
X

����� ��"� ��������
t
��

t + τ
� �!�����!������� ��� � � #�������

X(t) = x � 
� ��"� �!�� ������ ��� ������ ���
� ������ �� � #�$"���!� �� 
������� � �!�� � �� ��������� ��� ���� ��� ����� �������� �

X(t + τ) − X(t) = X(t + τ) − x =

∫ t+τ

t

{h [X(t′), t′] + g [X(t′), t′] Γ(t′)} dt′ ����

 #���������� �� ��� ��

τ
����� ������ ���� ���! �!��$" #!� �!"��� ����"��� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� ��� ��"� �!�� ��� � �"��!��� $" #�� ��� ���� ����� � �� �����!���� ��� �!����!��

h
��

g
��� ����!�� � �� ��������

X(t′)
� �" �!������� ��

x
� �� ��� ��$"��� $"� �� ��! ����"�

X
��� �!����" �

h [X(t′), t′] = h (x, t′) +
∂h

∂x
(x, t′) [X(t′) − x] + · · · �� �� � �� � �!"� �� �!����!�

g.

�� ������ ��!�� ��� �����!���� ���� ���� � #��������!� �� � #������ ���
X(t+ τ)−x

� �� $" � � ��� �� � #!������ �
�!"� ��� �!����!��

h
��

g
� "�� ���������� ��"� ��� ���� � � ���!��

x
�" ���" ��

X(t′) � ����� $" #!� � ����!�"�� ����� � #��������� ���� � ��� ������ ���� ������ ��������
X(t′) − x

�!"�
t 6 t′ 6 t + τ

� $" #!� ��"� � ��"� �!"�
��� ������ ��� ��� ��������!�� ���������� � �� 	 ��� !� !������ "�� ��������!� �� � #������ ��� �" ��! ����"�
�����

t
��

t+τ
$"� �� ���� ���������� $"� ��� �!����!��

h
��

g
�� ��"�� �������� ���������� �"��������� ��� ����!��

� �� ���� ���� �������� � ������ �"� �!����
(x, t′)

� ����� $"� ��� �!���� �� 
�������
Γ(t′) � 
�� ��!������� �� ���

���� ����� � �� ���� �� �� � !4����� � #�������� � �!�� � ��� ����� �� ������ ���� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� � $" #!� ��"� ������ �!�� �

Dn(x, t) = lim
τ→0

1

n!

E {[X(t + τ) − x]n}
τ

. ��? �
�� ������"���� � �� �!�� ����� �� ������ ��� !����" �� �� � ������ �"������ � &������ ������� ��� �� � !4����
�� � #������ ��� �" ��! ����"� � �� "�������� ��� ��!������� �� �� �������"��!� �� 3 ���� � !� �

E {X(t + τ) − x} =

∫ t+τ

t

h(x, t′)dt′ +

∫ t+τ

t

dt′
∂h

∂x
(x, t′)

∫ t′

t

dt′′h(x, t′′) + · · · +
∫ t+τ

t

dt′
∂g

∂x
(x, t′)g(x, t′) + · · ·

3��� ����� ��������!� � ��� ���������� �!� ������� � �� ����� � #!�� ��� ��� � ��� ���"���� ��� �� � !4������� �
�!�� ���������� "� �!���� �� �!����!��

Γ
�" � !�� � ���� � $"���� � 
�� ��!������� �� �!�������!� �� ����������!�� $"� �� �!� �!���� ��� �� ��� ���� �� �"� ������ ����������� �� ��� �� ��� �" � ��"� �� O(τ2)

� �� $" #!�
��"� �!� ������� �� �!��������� � #��������!�

E

{∫ t+τ

t

dt1Γ(t1)

∫ t1

t

dt2Γ(t2)

∫ t2

t

dt3Γ(t3)

∫ t3

t

dt4Γ(t4)

}
=

∫ t+τ

t

dt1

∫ t1

t

dt2

∫ t2

t

dt3

∫ t3

t

dt4 E {Γ(t1)Γ(t2)Γ(t3)Γ(t4)} .

�!��������� ��� ��!������� ��� �!���� �� 
������� � !� �!�� $"� ����� ��������� �"���� �� ��"� �� � ����� �!"�
�� �!�� � �� �!�� � � #���������� ������� ���������� "� ��!�"�� �� ��"� �������"��!�� �� 3���� �
∫ t+τ

t

dt1

∫ t1

t

dt2

∫ t2

t

dt3

∫ t3

t

dt4 δ(t1 − t2)δ(t3 − t4) =
τ2

8

�� $" #!� � !���� ��� ���������!�� �"���������
.


�� ���� �� �!�����!����� ���� � #�����"�� �" ���� ��� � !� ��� � ����� $"� ��"� � #!���� ��" � ����� � �������������� �!�� �!��$" #!� ����� �� ��� ��� ��? � � 3 #�"��� ���� � ��� ���� �� �� �!������� ��� �� �!���� �� 
�������
&*� �� (��  
1� �� ��
�� ����
���� ����� �������  
��������  
� �
  ��� � �
  ��	 �+�� 
��
/ �� �)��  ���� � ���		��� 
�( ���	 �� ������
�� �� ��	/�� �	  
�� �� "��������

Γ
�
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�!�� � #!����
m

� !�
m

��� �� �!���� � #���������� $" #��� �!��������� � � #��� ��� ������� �� ��� �" ���!�� ���� �
�" � ����� �� ��!��� �� � #�$"���!� �!����� �� ���� ��� � !� ��� � 
 #�� ������ �� ��� ���"� ���� � �"� ����
"������ �!"� � !����� $"� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� ���! ���� � � #�$"���!� �� 
������� �!�� ��������� "�� ��� ����!� �!��

D1(x, t) = h(x, t) + g(x, t)
∂g

∂x
(x, t) D2(x, t) = g2(x, t)

��
Dn(x, t) = 0

�!"�
n > 3,

�� $"� � !���� $"� �� �������"��!� �� ��!��������
W (x; t)

!���� � "�� �$"���!� �� �!""���&����" �
��� �� 
� �5 ��6�� ����6 


� ��������!� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� ���� �� ��� � #"� �������� ��

p
��!����" � ��� �� ��� ���

�$"���!�� �� 
������� ���� �� ���� � #"�� � ������ �!"� � ���� ��������� � �� ��� ����� $"� � ���� �� ���
������� � ��� �!�� ������ � #!���� �" � !��� ���� � ��!�� �!�� �"�� � �� !� �� �!�������� �� ������ ���� �� �����"�
�� ������ �� �� �����"� �� ���"��!� � �� ������� �� � #�����"�� ���������

X(t + τ) − x =

∫ t+τ

t

{h [X(t′), t′] + g [X(t′), t′]Γ(t′)} dt′,

�� �!���
x

����� �� ����"� ����� ��� �� ��! ����"�
X

� � #�������
t � �� ������ ���" ��� ���� ����� ��������!� ���

�����!���� ���� ��� �!����!��
h

��
g

��� ����!�� � �� ���� ���� �������� � �" �!������� ��
x
�

h [X(t′), t′] = h (x, t′) + {[X(t′) − x] .∇x} .h (x, t′) + · · · �� �� � �� � �!"� �� �!����!�
g.

�� � ����!�"�� ��� � #!� �����"� ����!���� ������ �
∇x

� �!�� ��� �!� �!������ �!�� ��� �������� ���������� ���
����!�� �"� �!� �!������ ��

x� �!�� � ���� �� ��� "����� ����!���� � !� �!�� ��!�� ��� ������ ���������� ��� �
��� �� � �� � � �� !�� � ��� ������ ���� ������ ��������

X(t′)−x
$"� �!�� �����"� � 
�� ���"� ���� ��� � "���������!�� �!"� ���� ���� "� ����� �!���� �� ���� �� ��� � !� ���� � #!���� "� �� ��"� ������� �������� � ���� $"�

��� �!����!�� ���������� "� ��" �!"���� � �� !������ ����� � #��������!� ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4��
� #!���� "� �� ��"� <� ��"�� � �=�=> �

Di(x, t) = hi(x, t) +

p∑

j=1

p∑

k=1

gkj(x, t)
∂gij

∂xk
(x, t)

��
Di,j(x, t) =

p∑

k=1

gik(x, t)gjk(x, t) , ����

�!"� ��� �!�� ������ � #!���� ��!�� �� ��"� ����� �"�� � 
�� ��!����" � �!�� � #��!�"��!� ��� ��� �� ��� "�� �$"���!�
�� 
������� !�� �!�� "�� ������� �� ��!�������� $"� �"�� "�� �$"���!� �� �!""���&����" � ��� �!�� �������� �������� ����� �!���� ��� ��� ��������!�� �������"� �
� � ���: �� ��� ��� ������ � 
� ����� ����� �������
��� �� ��� 6� ��
����� ����6 

6
�� ��� ������"���� $"� �!"� ����������� ���� �� �"��� ��� ���"� ��� ��! ����"� � #� �� ������� ������" � �!��
� #��!�"��!� ��� �!"������ ��� "�� �$"���!� �� 
������� �������� � � �!�� ������ �!������� �� ������������
�� �� ����"� �" ��! ����"� � & �"� �������� ��� � �� ��! ����"�

p���� ����!����
X = (X1, . . . , Xp)

��� ������ ���
��� � #�������� � #�$"���!�� �������������� �"����� �
dX

dt
= −γX + Γ(t)

�!�� � ���������� ��� � dXi

dt
= −

p∑

j=1

γijXj + Γi(t), ����

�� $"� ������� � �������
h(X, t) = −γX

� #"�� ���� ��
g(X, t) = 1

� #�"��� ���� � �� �!�� ������� ��� $"�
�� ������� � #"�� ������"�� ��!#������ � ���� �� � !�� �� ������ ��� � #�$"���!� ���� ��� ����� "� ��! ����"�
� #� ��������� ������" � 3��� �� ��� ������"���� � !� ��"� ������ ���� � �" � !��� �!�� ����� ��� � ��� �!�"��!��
�� ��� � ������������ � "� � �" �� �!�����!�� ���������

X(0) = x � �� ��!���� �� � ������ ������$"� � �� ��"�
���� �� � �!"� � #��!�� � �� �!�"��!� ��������

X0(t)
�" �4���� � ��������  !� !���� ���! ��� � #����� �!�� �

X0(t) = G(t)x,
!� �� � ������

G
��� �!����!�� �� � ���� ��������� � dG

dt
+ γG = 0.



���� ���� � � � �� 	���� ��
 � ��		��
�
���
�	 ���

��� ��� $" #� � #������� �������
G

�!�� ���� ����� � � #�������� � �� �!�"��!� �!�� ���� �� ����� �$"���!� �������������
��� "�� ���!��������� �� � ������

G(t) = exp (−γt) � �� � ��� � ���"��� �� �!�"��!� �" �4���� � �!� ���� ��
"�������� �� � �� !�� �� �������!� ��� �!�������� � &!���� "�� �!�"��!� �� �� �!�� �

X(t) = G(t)c(t),
!� �� ���"��

G(t)
dc

dt
= Γ(t),

� #!�
X(t) = G(t)x +

∫ t

0

G(t′)Γ(t − t′)dt′ ,

�� �!���� $"� � #������� �� �� � ������
G(t)

��� � � #����� �� �!�� � ���!��������� � ����� �
G(−t) �
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�!�� � !� � #� �" � ��� �!�� ������ �� � ��� ����� !4�� � #!���� ��!�� �� ��"� ���! ���� � "�� �$"���!� �� 
�������
�������� �!�� �"�� � � #��� �!�� �� ������"���� ���� ���� �� ��� �� ��! ����"� � #� ��������� ������" � �"��� �"�����"� ��� �!�� ������ �� ������ �� �" �����"� ��� �!�� ������ �� ���"��!� � ��� � #�������� ���� ������� ����

Di(x, t) = −
p∑

j=1

γijxj
��

Di,j(x, t) = δij
� #!� ∂W

∂t
= ∇x. (γxW ) + ∆xW,

� #!������"� ���������
∆x

����� ���� �" ��!�"�� �������� ��
∇x

��� �"��� �� � � & �"� ���������� ��� � � #�$"���!�
�� �!""���&����" ������ �������"� ���

∂W

∂t
=

p∑

i=1

p∑

j=1

γij
∂(xjW )

∂xi
+

p∑

i=1

∂2W

∂x2
i

.

�6���� ��� 
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6 56 
�  ��6��6 5 ���6 ���� ��� 
6 ���� � �6��6
&!"� ���� ���� �� ���� ������ �!"� � # !���!� � �����!�� �" ��� �� �� ������� � #"�� ������"�� ��!#������ �
$" #!� � ��"��� �" � � � ��� � 
 #�$"���!� �� 
������� ���� $"� �� ������ ��� ��� �� �� �!�� � $" #!� ����� �� �!�� �
�� $" � ���� �" ��! ����"� "����� ����!����

v
"� ��! ����"� � #� �� ������� ������" � �� ��"� �!�� �����$"�� ���

���"����� �������"� � � ��� �� �!������ ����� ���� �� ��� ��$"�� $" #�� ��"� �� ���! ��"��� �� �� �!�� �������!� ��� ���� � ���� � #�$"���!� ��� � � �� ���� � ��! � ����$"� � � #���������� �� �!��� �� 
������� � �!����� "�� �!����!�
� #�"�! �!�������!� �!�� �� ����"� �� @ ���

AΓ(0) = E
{
Γ2(t)

}
= q =

2γkBT

m

� #����� �� $" #!� � ����� �" � � � ��� �
&�� �!���$"��� � �� � #!� ��"� �� ������ ���� ��� �!�����!�� ������� ��� ���"����� �" � � � ��� � �� ��� �"�����"�
�� �!�������� ��� ��������� �!�� �������

v′ =
v

αv

��
Γ′ =

Γ

αv
,

����
αv =

√
γkBT

m
,

�� �!��� $"� dv′

dt
= −γv′ + Γ′(t),

���� ��� ��!������� �"������� �
E {Γ′(t)} = 0

��
E {Γ′(t)Γ′(t′)} = 2δ(t − t′) � 
� �!�"��!� �!�� ���� �� �����

�$"���!� �� 
������� ��� ��!�� �!���� ��� ��� ���"����� �� �� �����!� � � � ��� �� � � ���!��

v′(t) = v′0e
−γt +

∫ t

0

e−γt′Γ′(t − t′)dt′
� #!�

v(t) = v0e
−γt +

∫ t

0

e−γ(t−t′)Γ(t′)dt′,

����� "� � ����� ��� �� �������� ���� ������� �� �� ���"��������� ��� �� �����"� �� �!�� �������!� � �� �!��$"� ���� �"������ !� ����!"�� �� �!�"��!� �!�� ���� ��� � !����"� �������� ��� � �� �� $"� �!������ � #�$"���!�
�� �!""���&����" � � #���������!� �� �� �!�� � ��!"��� ��"�  �"� �!��� ��� ������� ���
∂Wv′

∂t
= γ

∂(v′Wv′ )

∂v′
+

∂2Wv′

∂v′2
,

-�
�� � (���
�� �� 0 ��
�� G0 ��
�� ! (H�HJ ! �� ������
 ��� �( ������� ���+��	 ��� � �'������ ! ��� ������
���	 ��� � �
���
�� !
�� ������� ��� �� �D ������ �� � �'����� � *��� ��� �� 
� "
�� �� (�� �� ��  ���  
� ��� ��� "����� �� #
����� ���� ���� ���
���� !�� �� (��  ��� ���� �( ����� ��� ������
���� �����

Γi

��
Γj

 ���
i 6= j

�
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!� ��� �������"��!�� �� ��!��������
Wv

��
Wv′

�!�� ������� ���
Wv′ = αvWv

� �� �!��� $" #�� �������� �"�
��������� "�"����� � !� ����!"�� ���� � #��������!� ���� �

∂Wv

∂t
= γ

∂(vWv)

∂v
+ α2

v

∂2Wv

∂v2
= γ

∂(vWv)

∂v
+

γkBT

m

∂2Wv

∂v2
.

�� ����!"���� � �� !��� �� ���"����� �"� ���� �� � ������ �!��$" #!� ��!����� � ���� �� ���$"��� � �� ���� ����
������ � �� �� ������"���� �" � ������ �� � �� ��!� ��� � �" ��������� �������� ���� ��� � ����"� �!� ������ �
������� ��� ��� � �� �� ��! � ����$"�� �� ������� �� �� ������� �"����� �������� ��� ��� ��! ����"� � #� ��������
� ������" �

�
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\+22+1. +- .43( 4 ( =03(34 -1 5 4. +;;,/*-+1. ( =-14 ;+3. , =7);0.7,24 ( =70(09+1+ /.+ 4. ( =+-.34 ;+3. ,423+2-,.+.2 (+. 4 *011-2 2-3 ,42 ( 0)41142 (42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ /1.+93+42 5 01 +
〈a1〉 =

〈
yρX

yvX+R

〉
+
〈
yvX

yρX+R

〉
+ 2

〈
yρvX

〉
+
〈
yρvX

yvX+R

〉
+
〈
yρvX+R

yvX

〉
.&+ ( +.70(4 4(;,0)+4 (+12 ,42 ;+3+93+;742 ;3+*+(41.2 342.4 ;+3'+/.4(41. +;;,/*+8,4 /*/ < @7+*-4 .43( 4 (4*4..4 +*-+./01 ;4-. 41 4D4. J.34 34,/+ 4 (42 '01*./012 (4 *033+ ,+./01 (42 *7+(;2 (4 [-*.-+./012

δρ
4.

δv
541 *0((41�+1. ;+3

〈
yρX

yvX+R

〉
=

1

ρ0v0D2

∫∫

I2
D

〈δρ(X, z1)δv(X + R, z2)〉dz1dz2,

*- =01 ;4-. 3++*3/34 41 /1.30(-/2+1. ,+ '01*./01 (4 *033+ ,+./01 ( /'.4 (42 (4-' *7+(;2 (4 [-*.-+./012 (+-1/4;+3
Bρ,v(r) = E{δρ(x)δv(x + r)} < 14 '+�01 .0-. 4 '+/. +1+,09-4 +-' *+2 (+. 4 .3+/.+2 5 01 + +,032

〈
yρX

yvX+R

〉
=

1

ρ0v0
Mρ,v(R)

+)4*
Mρ,v(R) =

1

D2

∫∫

I2
D

Bρ,v(R + (z2 − z1)uz)dz1dz2.

@012/(+3012 ,4 .43( 4 2-/)+1. 5 4 2+)0/3 〈
yvX

yρX+R

〉 < & =7);0.7,24 ( =70(09+1+ /.+ ;43( 4. (4 (+*+,43 ,42+39-( 41.2 ( =-14 *-+1./.+ −R
(4 203.4 *- =01 + , =+9+,/.+

〈
yvX

yρX+R

〉
=
〈
yρX

yvX−R

〉
=

1

ρ0v0
Mρ,v(−R)

41 +;;,/*-+1. 2/(;,4( 41. ,+ '03(-,4 *-/ ) /41. ( =J.34 +.+8,/4 ;0-3 〈
yρX

yvX+R

〉 < � +.-34,,4( 41. 5 01 34930-;4
*42 (4-' .43( 42 5 (4 '+�01 4 08.41 /3 ,+ *0(8/1+/201 2-/)+1.4�
〈
yvX

yρX+R

〉
+
〈
yρX

yvX+R

〉
=

1

ρ0v0
[Mρ,v(R) + Mρ,v(−R)] =

2

ρ0v0
M (s)

ρ,v(R).
�XX�

^1 )433+ ;,-2 8+2 *- =/, 42. 41 '+/. ;022/8,4 ( =+,,43 ;,- 2 ,0 /1 4. (4 (01.343 *-4 *42 .43( 42 2 =+11-,41. <&4 .43( 4 2-/)+1. 〈
yρvX

〉 ;4-. 2 =+*3/34 41 -./,/2+1. ,+ ( J(4 '01*./01 (4 *033+ ,+./01
Bρ,v

;-/2*-4
〈
yρvX

〉
=

1

ρ0v0D

∫

ID

〈δρ(X , z)δv(X, z)〉dz =
1

ρ0v0D

∫

ID

Bρ,v(0)dz =
1

ρ0v0
Bρ,v(0).

1 4 ,+ ( J(4 (+1/,34 5 01 ;4-. *+,*-,43 ,+ *0(8/1+/201 (42 (4-' (431/432 .43( 42 (4 〈a1〉
5 4. 01 (01.34 2+12+-*-14 ( /V *- ,.+ *- =4,,4 42. (011+4 ;+3 -14 4';3422/01 +1+,09-4 4 �XX� 5

〈
yρvX

yvX+R

〉
+
〈
yρvX+R

yvX

〉
=

2

ρ0v2
0

M (s)
ρv,v(R)

+)4*
Mρv,v(R) =

1

D2

∫∫

I2
D

Bρv,v(R + (z2 − z1)uz)dz1dz2,

0D , =01 + /1.30(-/. ,+ '01*./01 (4 *033+ ,+./01 4 (4-' ;0/1.2
Bρv,v(r) = E{δρ(x)δv(x)δv(x + r)} < ^1 )433+;,-2 ,0 /1 *-4 *4..4 4';3422/01 ;4-. 24 2/(;,/-43 *-4,*-4 ;4- < /1 +..41(+1. 5 ,+ *01.3/8-./01 ( =03(34 -1 4,+ '01*./01 ( =+-.0 *033+ ,+./01 (- *41.30
(4 101 103( +,/2+ ;341( ,+ '03( 4

〈a1〉 =
2

ρ0v0
M (s)

ρ,v(R) +
2

ρ0v0
Bρ,v(0) +

2

ρ0v2
0

M (s)
ρv,v(R).

�XU�
��u y�nunr�y (s) slts{mlynl vu tusnrl m��{nsr��l q k�yl 	�y�nr�y q�yy{l � q{
yrl tus f(s)(x) = [f(x) + f(−x)] /2
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� �� �" �b ?$# ? "# �d  Ad " �! "  d "d#<
&4 *+,*- , (4 ,+ *01.3/8-./01 ( =03(34 (4-' 41 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 〈a2〉

14 ;024 ;+2 (4 ( /V *-,.+ ;+3./*-,/,34 54. /, ; 4-. 24 '+/34 ( =-14 ( +1/,34 41 .0-2 ;0/1.2 24(8,+8 ,4 4 *4 *-/ + +.+ '+/. .-2*- =4 ;3+241. < �0-. ( =+803( 5, =-1 (42 .43( 42 *-/ ,+ *012./.-41. + (+. 4 +.+ *+,*- ,+ 5 ;-/2*- =01 + )- *-4
〈
yρX

yρX+R

〉
=

1

ρ2
0

Mρ,ρ(R).

&42 (4-' .43(42 2-/)+1.2 (+12 , =4';3422/01 (4 〈a2〉
5 4 2+)0/3 〈

yρvX
yρX+R

〉 4. 〈
yρvX+R

yρX

〉 201. 34930-; +2(4 203.4 *-4 ,4-3 *0(8/1+/201 '+224 +;;+3+�.34 ,+ ;+3./4 2)( +.3/*-4 ( =-14 '01*./01 (4 *033+ ,+./01 5
〈
yρvX

yρX+R

〉
+
〈
yρvX+R

yρX

〉
=

2

ρ2
0v0

M (s)
ρv,ρ(R)

+)4*
Mρv,ρ(R) =

1

D2

∫∫

I2
D

Bρv,ρ(R + (z2 − z1)uz)dz1dz2

0D , =01 + /1.30(-/. ,+ '01*./01 (4 *033+ ,+./01
Bρv,ρ(r) = E{δρ(x)δv(x)δρ(x + r)} < /1-1 5 ,4 (431/43 .43( 442. (011+ ;+3 -14 4';3422/01 +1+,09-4 5

〈
yρvX

yρvX+R

〉
=

1

ρ2
0v

2
0

Mρv,ρv(R)
+)4*

Mρv,ρv(R) =
1

D2

∫∫

I2
D

Bρv,ρv(R + (z2 − z1)uz)dz1dz2,

0D
Bρv,ρv(r) = E{δρ(x)δv(x)δρ(x + r)δv(x + r)} 42. +9+,4( 41. -14 '01*./01 (4 *033+ ,+./01 4 (4-' ;0/1.2*+3+*.+3/2+1. , =+*0-,4( 41. < ^1 + +/12/ -14 4';3422/01 (4 ,+ *01.3/8-./01 ( =03(34 (4-' 4 ,+ '01*./01 ( =+-.0:*033+ ,+./01 (42 *+3.42 (4 *41.30
(42 (4 ) /.4224 101 103( +,/2+2 5

〈a2〉 =
1

ρ2
0

Mρ,ρ(R) +
2

ρ2
0v0

M (s)
ρv,ρ(R) +

1

ρ2
0v

2
0

Mρv,ρv(R).

� �� �d �� %?%cb� %! � "dc efg!�ehcdc " �e!A!�B�B %�B d� " �%c!�  ! g%d
&42 7);0.7,242 ( =70(09+1+ /.+ 4. ( =/20.30;/4 +- 2412 '03. (4 5> 01/1 7 �+9,0( 5 RSTX; ;43( 4..41. ( =+,,43;,-2 ,0/1 < @0((4 01 , =+ ( /. 41 ;3+241.+1. ,4 ( 0(, ,4 5 *4,+ 2-;;024 *-4 ,4 *7+(; *-+(3/( /( 412/0114,

(ρ, δv)
5*0(;02+ (4 ,+ (412/.+

ρ
4. (4 ,+ ) /.4224 )4*.03/4,,4

δv
(+12 ,4 3+'+341./4, 8+3)*41.3/*-4 (- 1-+94 5 42. +,03270(09,14 4. /20.30; 4 < &+ '01*./01 (4 *033+ ,+./01 (4

ρ
4. (4

δv
+.+1. +) /(4((41. -14 *-+1./.+ )4*.03/4,,4 5, =7);0.7,24 ( =/20.30;/4 ,-/ /(;024 ( =J.34 ;+3+,,, ,4 4 ,+ 2+;+3+./01

r
41.34 ,42 ;0/1.2 0D 201. (42-3+42342;4*./)4( 41. ,+ [-*.-+./01 (4 (412/.+ 4. ,+ [-*.-+./01 (4 ) /.4224 < / ,,4 (0/. (01* J.34 (4 ,+ '03( 4

E{ρ(x)δv(x + r)} = f(r)r
0D

f
42. -14 '01*./01 (4 ,+ 2+;+3+./01 2*+,+/34

r = |r|. �XT�
/1 ;30. 4.+1. *4..4 34,+./01 2-3 ,+ ,/914 (4 ) /2+4

uz
5 01 + +,032

E{ρ(x)δv(x + r)}.uz = E{δρ(x)δv(x + r)}.uz = E{δρ(x)δv(x + r)} = Bρ,v(r) = f(r)r.uz,

41 -./,/2+1. ,4 '+/. *-4 ,+ ) /.4224 (0)4114
E{δv(x)} 42. 1-,,4 (+12 ,+ *0-*74 .-38-,41.4 5 ;+3 (+-1/./01 <& =/( ;+*. (4 *4..4 '03( 4 .3,2 ;+3./*-,/,34 2-3 , =4';3422/01 �XX� 42. +) /(41. < /1 4';,/*/.+1. *4,,4:*/� 5

〈
yvX

yρX+R

〉
+
〈
yρX

yvX+R

〉
=

1

ρ0v0D2

∫∫

I2
D

[Bρ,v(R + (z2 − z1)uz) + Bρ,v(−R + (z1 − z2)uz)] dz1dz2,

01 )0/. *-4 ,+ *-+1./.+ /1.+93+4 42. 41 '+/. ;30;03./0114,,4 4 ,+ ;+3./4 2)( +.3/*-4 (4
Bρ,v

< ^ 3 5 ,+ '03( 4 �XT�(01.34 *-4 *4,,4:*/ 42. 1-,,4 5 ;-/2*-4
Bρ,v(−r) = −f(r)r.uz = −Bρ,v(r)

< &, 2 =412-/. *-4 ,+ *0(8/1+/201(42 (4-' .43( 42 (+12 , =+*-+./01 �XX� 42. +9+,4( 41. 1-,,4 < ^1 ;4-. ( =+/,,4-32 4';3/(43 *4 3+2- ,.+. 41 ( /2+1.2/(;,4( 41. *-4 , =+1./2)( +.3/4 (4
Bρ,v

24 .3+12( 4. 4
Mρ,v

< ^1 ;4-. (01* + ,/( /143 ,4 .43( 4 *03342;01(+1.(4 , =4';3422/01 (4 〈a1〉
< 1 =+-.34 ;+3. 5 , =+1./2)( +.3/4 (4

Bρ,v
/( ;,/*-4 +9+,4(41. *-4

Bρ,v(0) = 0
5 *4 *-/
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;43( 4. (4 2/(;,/-43 41*034 , =+*-+./01 �XU� < �-+1. +- (431 /43 .43( 4 ( =03(34 -1 +;;+3+/22+1. (+12 *4..4( J(4 +*-+./01 �XU � 5 /, +;; 4,,4 +9+,4(41. -14 34( +3*-4 < 1 =+;3,2 5> 01/1 7 �+9,0( 5 RSTX; 5 ,+ '01*./01 (4*033+ ,+./01

Bρv,v
42. (4 ,+ '03(4

Bρv,v(r) = g(r)
(r.uz)

2

r2
+ h(r),

0D
g

4.
h

201. (42 '01*./012 (4 ,+ 2+;+3+./01 2*+,+/34
r.

@4..4 '03( 4 .30-)4 201 03/9/14 (+12 ,4 '+/. *-4
E{δρ(x)δvi(x)δvj(x + r)} 5 0D

i
4.

j
34;3+241.41. , =-14*-4,*01*-4 (42 *003(011+42

x
5

y
0-

z
5 42. -1 .4124-3 (4 3+19 (4-' 2-;;02+ 70(09,14 4. /20.30;4 < &,2 =412-/. *-4

Bρv,v
42. 2)( +.3/*-4 4. *- =/, 41 )+ (01* (4 ( J(4 (4

Mρv,v
5 (4 203.4 *-4 ,4 .43( 4 ( =03(34 -1 5(+12 ,4 *+(34 (4 *42 7);0.7,242 5 24 3+(-/. 4

〈a1〉 =
2

ρ0v2
0

Mρv,v(R).

\+22+1. +- .43( 4 ( =03(34 (4-' 5 4. .0-.0-32 ( =+;3,2 5> 01/1 7 �+9,0( 5 RSTX; 5
Bρv,ρ

;022,(4 ,+ ( J(4 ;30:;3/+.+ ( =+1./2)( +.3/4 (+. 4 34( +3*-+4 41 *4 *-/ *01*4314
Bρ,v

4. 10-2 ;0-)012 (01* 41 *01*,-34 *-4 ,+ ;+3./42)( +.3/*-4 (4
Mρv,ρ

42. 1-,,4 5 (4 203.4 *- =41 *0(8/1+1. .0-2 *42 3+2-,.+.2 5 ,+ '01*./01 ( =+-.0 *033+ ,+./01
AC

(42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 101 103( +,/2+2 + ;0-3 4';3422/01 -1+,4

AC(R) = (αD)2
[
ρ2
0v

2
0 + ρ2

0Mv,v(R) + 2ρ0Mρv,v(R) + v2
0Mρ,ρ(R) + Mρv,ρv(R)

]
.

�XW�
�4( +3*-012 *-4 ,+ .301*+.-34 (4 *4..4 4';3422/01 4 , =03(34 3+30 42. 2/( /,+/34 4 ,+ '03( 4 *+,*-,+4 ;0-3,+ '01*./01 ( =+-.0 *033+ ,+./01 (4 , =/1.412/.+ 5 ;-/2*- =01 + +,032

AC(R) ' (αDρ0)
2
[
v2
0 + Mv,v(R)

] < @4..42/( /,/.-(4 1 =42. ;+2 2-3;341+1.4 5 *0((4 01 41 ( /2*-.43+ 4 ,+ 24*./01 _ <� <
� �� �!�$� %! � " �b#�! $!  B ?b� %! � "dc $d��  !�"dc "d > %�dccd �! Ab ?%cBc
� �� �b ;<g dcc %! � �B�B  b ?d
&, 1 =) + ;+2 (4 (0( /-*+./01 ( +. 4-34 (4 ,+ ( +.70(4 ,032*- =01 *012/(,34 ,42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 103( +,/2+2 <&42 *01.3/8-./012 (4 *7+*-4 03(34 ; 4-)41. J.34 *+,*-,+42 +-22/ +/2+(41. *-4 (+12 ,4 *+2 (42 *41.30 
(42 (4) /.4224 101 103( +,/2+2 5 ,+ ( /D+341*4 ;3/1*/;+,4 24 2/.-+1. +- 1/)4+- (- '+/. *- =+.+1. (011+ ,4 (+)4,0;;4:( 41. �ZT� 5

AC0

42. .7+03/*-4( 41. -14 2+3/4 /1-1/4 (01. , =4';3422/01 42.

AC0(R) = v2
0

∑

m>

2∑

n=0

〈anbm〉 0D
bm = (−1)m

m∑

p=0

yp
ρX

ym−p
ρX+R

,

,42 *04V */41.2
an

+.+1. (011+2 ;+3 ,42 34,+./012 �XZ � < &4 .43( 4 9+1+3/*-4 〈anbm〉 (4 *4 (+)4,0;;4( 41. 42.+) /(4((41. ( =03(34
n + m

41 [-*.-+./012 (4 (412/.+ < &, 24 ;024 +,032 ,+ *-42./01 (4 2+)0/3 0D .301*-43*4 (+)4,0;;4(41. < ?+*7+1. *-4 , =-1 (42 08 . 4*./'2 (4 *4 *7+;/.34 42. ( =42./( 43 +1+,)./*-4( 41. ,42 4D4.2(4 ,+ 103( +,/2+./01 (42 *41.30 
(42 5 4. +.+1. (011+ *-4 , =03(34 ,4 ;,-2 + ,4)+ +;;+3+/22+1. (+12 ,+ '01*./01( =+-.0 *033+ ,+./01
AC

42. , =03(34 (4-' 5 /, 24(8,4 3+/2011+8,4 (4 14 *012/(+343 *-4 ,42 .43( 42 ( =03(34 +-;,-2 (4-' (+12 ,4 (+)4,0;;4( 41. (4
AC0

< @4;41(+1. 5 01 ;4-. +9+,4( 41. 34( +3*-43 *-4 ,42 [-*.-+./012(4 (412/.+ 24 '01. (+. 4 241./3 4 , =03(34 -1 (+12
AC(R)

5 (4 203.4 *-4 ,+ ;34( /,34 +.+; 4 (4 , =+)+,-+./01 (424D4.2 (4 ,+ 103( +,/2+./01 ;4-. 24 '+/34 41 ,/( /.+1. ,4 (+)4,0;;4(41. 4 , =03(34 -1 5
AC0(R) = v2

0 (S0 + S1)
+)4*

S0 = 〈a0b0〉
4.

S1 = 〈a0b1〉 + 〈a1b0〉 .

� �� �= �b ?$# ? "dc " %�B  d��c �d  Adc
&4 .43( 4 ( =03(34 3+30 + (+. 4 +.+ *+,*-,+ ;,-2 7+-. < /1 4D4. 5 /, 24 3+2-( 4 (4 '+�01 +) /(41.4 4

S0 = 〈a0b0〉 = 〈a0〉 = 1 +
1

v2
0

Mv,v(R).
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&4 *+,*-, (- .43( 4 ( =03(34 -1 5
S1 = 〈a0b1〉 + 〈a1b0〉

5 42. ;,-2 +3(- < � .+1. (011+42 ,42 4';3422/012 (4
a0

5
a1

5 4.
b1

5 01 08./41. .0-. ( =+803( -1 (+)4,0;;4( 41. +2243 ,019 *0(;341+1. +- .0.+, 24/34 .43( 42 < @43.+/122 =+11-,41. (4 ( +1/,34 +) /(41.4 5 4. ( =+-.342 201. +9+-' (- '+/. (4 , =7);0.7,24 ( =70(09+1+ /.+ < 2 /1+,4( 41. 501 08./41. -14 4';3422/01 14 *01.41+1. ;,-2 *-4 2/' .43( 42 5
S1 = 2

〈
yρvX

〉
− 2

〈
yρX

yvX

〉
+
〈
yρvX

yvX+R

〉
+
〈
yvX

yρvX+R

〉
−
〈
yvX

yvX+R
yρX+R

〉
−
〈
yvX+R

yvX
yρX

〉
.&4 ;34( /43 .43( 4 42. 1-, 5 *0((4 01 , =+ )- 4 ,+ 24*./01 _ <� <� < \+22+1. +- (4-' /,(4 .43(4 5 01 )0/. 5 41-./,/2+1. ,4 *+,*-, (4 ,+ 24*./01 _ <� <� 5 *- =/, 24 ( 4. 20-2 ,+ '03( 4

〈
yρX

yvX

〉
=

1

ρ0v0
Mρ,v(0) = 0,

( =+;3,2 , =+1./2)( +.3/4 (4
Bρ,v

5 *-/ 41.3+�14 5 01 , =+ (+. 4 10.+ 5 *4,,4 (4
Mρ,v

5 4. (01* ,+ 1-,,/.+ (4 *4..4(431 /,34 '01*./01 41
R = 0

< &+ *0(8/1+/201 (42 .30/2/,(4 4. *-+.3/,(4 .43( 42 + +.+ *+,*- ,+4 +- _ <� <� 5
〈
yρvX

yvX+R

〉
+
〈
yρvX+R

yvX

〉
=

2

ρ0v2
0

Mρv,v(R),

41 -./,/2+1. ,+ 34( +3*-4 '+/.4 +- _ <� <� *01*431+1. ,+ 2)( +.3/4 (4 ,+ '01*./01
Mρv,v

< &42 .43( 42 342.+1.224 .3+/.41. (4 ( +1/,34 +1+,09-4 5 ( +/2 *0((4 /,2 201. .0-2 (4-' *012./.-+2 (- ;30(-/. (4 .30/2 .43( 42 (4[-*.-+./012 /1.+93+42 5 4. 101 ;,- 2 -1 0- (4-' 5 /, 42. 1+*422+/34 ( =/1.30(-/34 (42 '01*./012 (4 *033+ ,+./01;,-2 + ,+803+42 < \ 341+1. , =+)+1.:(431 /43 .43(4 5 01 + +/12/
〈
yvX

yvX+R
yρX+R

〉
=

1

ρ0v2
0D3

∫∫∫

I3
D

〈δv(X , z1)δv(X + R, z2)δρ(X + R, z3)〉 dz1dz2dz3,

0D , =/1.+93+./01 42. +) /(4((41. 4D4*.-+4 2-3 ,4 (0( +/14 *-8/*-4
I3
D = ID × ID × ID

< &42 7);0.7,242( =70(09+1+ /.+ 4. ( =/20.30;/4 ;43( 4..41. (4 34(;,+*43 ,+ (0)4114 +;;+3+/22+1. (+12 , =/1.+93+1(4 ;+3 -14'01*./01 (4 *033+ ,+./01 4 .30/2 ;0/1.2 5 (+;41(+1. (01* (4 (4-' 2+;+3+./012 )4*.03/4,,42
r1

4.
r2

5 4 2+)0/3
Bv,v,ρ(r1, r2) = E{δv(x)δv(x + r1)δρ(x + r2)}

< ^1 + +,032
〈
yvX

yvX+R
yρX+R

〉
=

1

ρ0v2
0
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M(R)

5 01 )0/. *-4 ,+ ;+3/.+ (4 , =/1.+93+1(4 ;43( 4. (43++*3/34 *4..4 '03( 4 *0((4 -14 /1.+93+,4 2-3
[0, D]

5

M(R) =
2

D2

[
σ2

∫ D

0

(D − z)dz − Λ

D2H

∫ D

0

(
R2 + z2

)H
(D − z)dz

]
.

&+ ;34( /,34 /1.+93+,4 (+12 *4..4 4';3422/01 42. '+*/,4( 41. *+,*-,+8,4 5
∫ D

0

(D − z)dz =
D2

2

4. (01*
M(R) = σ2 − 2Λ

D2H+1

∫ D

0

(
R2 + z2

)H
dz +

2Λ

D2H+2

∫ D

0

z
(
R2 + z2

)H
dz.

&+ (431/,34 /1.+93+,4 ;4-. J.34 4';,/*/.+4 +2243 '+*/,4( 41. 5 41 -./,/2+1. *0((4 )+3/+8,4 ,+ 2+;+3+./01 2*+,+/34.3/( /( 412/0114,,4
r
5 ,/+4 4 ,+ 2+;+3+./01 ,019/.-( /1+,4

z
;+3

R2 + z2 = r2 < &+ 2+;+3+./01 .3+12)4324
R

+.+1.
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M
(R

)

R/D R/D

��� � _ F<�  � O O'*L &L( � "#/M%"#(
M(R)

- "'* &%� )*L# ML( $NOL'*( &L O 8L�- "(N# M &L � '*(M0 6 (N$"%*
H = 0, 24- "%# M%O O)(5 0 H = 0, 4

4M%*LM(5 0 H = 0, 6
4M*N%M , %� ML5 LM

H = 0, 8
4M*N%M /"# M%#'5 P .L( $NOL'*( &L( - N*N, +M*L(("# M

Λ = 1
LM

σ = 10
0 &L ("*ML 1'L OL( � "#/M%"#(0 , N� %, NOL( L# � )*"0  - *L## L# M ON $NOL'* (- )/%� )L - N*O 8)1'NM%"# 4��5 P !",, L - "'* ON � 3'*L _ F<R0 "# , "# M*L 6 3 N'/� L O 8)$" O' M%"# - "'* &L( $NOL'*( &L ON ()- N*NM%"#M*N#($L*(L

R 6 5D
0 LM 6 &*"%ML '# �"", ('* ON *)3 %"#

R 6 D
P

-'+4 5 ,4 *7+194( 41. (4 )+3/+8,4 24 .3+(-/. ;+3
zdz = rdr

5 ( =0D , =/1.+93+,4 /1(+-1/4
∫

z
(
R2 + z2

)H
dz =

∫
r2H+1dr =

r2(H+1)

2(H + 1)

*+3
2H + 1 6= −1

;0-3
0 < H < 1.

&42 803142 ( =/1.+93+./01 2-3
r

+.+1.
R

4. √
R2 + D2

5 01 08./41. , =4';3422/01 2-/)+1.4

M(R) = σ2 +
Λ

H + 1

[(
1 +

R2

D2

)H+1

−
(

R2

D2

)H+1
]
− 2Λ

D2H+1

∫ D

0

(
R2 + z2

)H
dz.

�UU�
1 +12 ,4 *+2 9+1+3+, 5 , =/1.+93+,4 342.+1.4 14 ; 4-. ;+2 J.34 4';,/*/.+4 5� 3+(27.4)1 7 �)37/Q 5 RSW:; 4 , =+/(4(42 '01*./012 -2-4,,42 < &, 4' /2.4 1++1(0/12 .30/2 *+2 ;+3./*- ,/432 5 ,42 (4-' )+,4-32 4'.3J(42 (4 , =4';02+1. (46-32. 5

H = 0
4.

H = 1
5 *- =01 14 *012/(+343+ ;+2 (+12 ,+ 2-/.4 5 4. ,4 *+2 ( =-14 2+;+3+./01 .3+12)4324 1-,,4

R = 0
5 *-4, *-4 20/.

H
< 1+12 *4 (431 /43 *+2 5 01 + 4';,/*/.4( 41.

M(0) = σ2 +
Λ

H + 1
− 2Λ

D2H+1

∫ D

0

z2Hdz = σ2 +
Λ

H + 1
− 2Λ

2H + 1
= σ2 − Λ

(2H + 1)(H + 1)
.

�UT�

� ��: �$ � gg ! $ed d� �d  Adc "d "B>d ?!ggdAd�� ?%A %�B
&+ *011+/22+1*4 (4 *4..4 ,/( /.4 ;0-3 -14 2+;+3+./01 .3+12)4324 1- ,,4 /1*/.4 4 *743*743 ,4 *0(;03.4:( 41. (4

M(R)
;0-3 ,42 ; 4./.42 2+;+3+./012

R � D
5 *4 *-/ *03342;01( 4 +.-( /43 ,+ 2.3-*.-34 4 ;4:./.4 +*74,,4 (42 *+3.42 8/( /( 412/0114,,42 < @4..4 +;;30 *74 42. +9+,4( 41. .-2./-+4 ;+3 ,4 '+/. *- =/, 42. (+. 4*011- 5?.-.3Q / LM NOP5 RSSW; *-4 * =42. (+12 *4..4 ,/( /.4 *-4 ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 , =/1.412/.+ /1.+93+442. +9+, 4 *4,- / (4 ,+ (412/.+ 5 ;0-3 ,4 *+2 ( =-14 .3+12/./01 0;./*-4( 41. ( /1*4 < \0-3 2/(;,/-43 ,42 10.+./012 501 /1.30(-/. ;0-3 ,+ 2-/.4 (- *+,*-, ,+ )+3/+8,4

x = R/D
5 (4 203.4 *-4 *012/(+343 ,+ ,/( /.4 (42 ; 4./.422+;+3+./012 *012/2.4 +,032 4 (+)4,0;;43 , =4';3422/01 (4

M(R)
41 ;-/22+1*42 (4

x
+- )0/2/1+94 (4 : < ^1+*3/. ;+3 +/,,4-32 *4,,4:*/ *0((4

M(R) = σ2 + L(x, H) = σ2 + J(x, H) + K(x, H),

0D , =01 + /1.30(-/. ,42 '01*./012 2-/)+1.42 5 *- =/, )+ 2 =+9/3 (4 (+)4,0;;43 41 ;-/22+1*42 (4
x

;0-3
x � 1

5

J(x, H) =
Λ

H + 1

[(
1 + x2

)H+1 − x2(H+1)
] 4.

K(x, H) = −2Λ

∫ 1

0

(
x2 + y2

)H
dy,
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0D
y = z/D

(4) /41. ,+ )+3/+8,4 1+.-34,,4 ( =/1.+93+./01 < &4 (+)4,0;;4( 41. (4
J

42. 2+12 ( /V *-,.+ 5

J(x, H) =
Λ

H + 1


∑

n>0

γn(H + 1)

n!
x2n − x2(H+1)


 +)4*

γn(x) = x(x − 1) . . . (x − n + 1).

&+ -9-34 _ F<Z (01.34 ,42 (+)4,0;;4(41.2 2-**422/'2 (4
J(x, H)

41 '01*./01 (4 , =03(34 ( +' /( +, *012/(+3+ 5; 0-3
x 6 1

5 (+12 ,42 *+2
H = 0, 4

4.
H = 0, 6

< &+ ( /D+341*4 41.34 *42 (4-' *+2 42. *-4 ,4 .43( 4 ( =03(34
2(H + 1)

42. *0(;3/2 41.34 ,42 03(342 (4-' 4. .30/2 (+12 ,4 ;34( /43 *+2 5 4. 41.34 ,42 03(342 .30/2 4. *-+.34(+12 ,4 24*01( *+2 <

O(x3)

O(x2)

O(x4)

J
(x

,H
)

O(x3)

O(x4)

x x

��� � _ F<Z  � )$LO"-- L, L# M &L
J(x, H)

L# � "#/M%"# &L O 8"*&*L , N� %, NO /"#(%&)*)P .N � 3'*L &L 3 N'/� L- *)(L# ML '# L� L,- OL - "'* OL1'LO O 8L�- "(N# M &L � '*(M L(M
H = 0, 4

P .N � 3'*L &L &*"%ML /"**L(- "#& 6
H = 0, 6

P
� N#( OL( &L'� /N(0 "# N - *%(

Λ = 1
P .L /NO/' O L� N/M0 *L- *)(L# M) - N* OL( O"(N#3 L(0 L(M N-- *"/� ) - N* OL(&)$LO"-- L, L# M( N'� "*&*L( &L'� 0 M*"%( LM 1'NM*L0 /",, L %#&%1') ('* OL( � 3'*L( P .L ML*, L L#

x2(H+1)N-- N*N�M 6 O 8"*&*L M*"%( ('* ON � 3'*L &L 3 N'/� L LM 6 O 8"*&*L 1'NM*L ('* /LO OL &L &*"%MLP
&4 (+)4,0;;4( 41. (4

K(x, H)
42. ; ,-2 (+ ,/*+. 5 *0((4 01 ;0-)+/. ,4 ;3+)0/3 (- '+/. *-4 , =/1.+93+,4 *01.41-4(+12 *4..4 '01*./01 1 =42. ;+2 *+,*-,+8 ,4 4';,/*/.4( 41. < @0((4 01 24 ;,+*4 (+12 ,+ ,/( /.4

x � 1
5 01 ;4-.*4; 41(+1. 5 41 ;02+1.

t = y/x
5 , =+*3/34 20-2 ,+ '03(4

K(x, H) = −2Λx2H+1

∫ 1/x

0

(
1 + t2

)H
dt = −2Λx2H+1

[∫ 1

0

(
1 + t2

)H
dt +

∫ 1/x

1

(
1 + t2

)H
dt

]
.

&+ ;34( /,34 /1.+93+,4 5 41.34
0

4.
1
5 *- =01 10.4

K0(H)
5 14 ; 4-. ;+2 J.34 4';,/*/.+4 5 ( +/2 ;-/2*- =4,,4 14(+;41( ;+2 (4

x
4. (01* ;+2 101 ;,-2 (4 ,+ )+,4-3 (4 ,+ 2+;+3+./01

R
5 ,4 '+/. *- =4,,4 14 20/. ;+2 *+,*-,+8 ,4+1+,)./*-4( 41. 1 =42. ;+2 9J1+1. ;0-3 , =+.-(4 (4 ,+ 2.3-*.-34 (42 *+3.42 (42 (0(41.2 < &+ 24*01(4 /1.+93+,4; 4-. J.34 .3+12'03( +4 +-1 (4 (+)4,0;;43 , =/1.+93+1(4 41 ;-/22+1*42 (4

1/t
5

∫ 1/x

1

(
1 + t2

)H
dt =

∫ 1/x

1

t2H

(
1 +

1

t2

)H

dt =
∑

k>0

γk(H)

k!

∫ 1/x

1

t2H−2kdt,
�UW�

41 3+;;4,+1. *-4 *4 (+)4,0;;4( 41. 5 (+. 4 -./,/2+ ;,-2 7+-. (+12 ,4 *+(34 (- *+,*-, (4
J(x, H)

5 42. )+,+8 ,4;+3*4 *-4
t > 1

< &4 *+,*- , (42 /1.+93+,42 (+12 , =+*-+./01 */:(422- 2 42. .3/) /+, 5 (,2 ,032 *- =01 34(+3*-4 *-4;0-3
H 6= 0, 5

,42 4';02+1.2
2H − 2k

14 ;4-)41. J.34 +9+-' 4 −1
< ^1 + +,032

∫ 1/x

1

t2H−2kdt =
1

2H − 2k + 1

[
1

x2H−2k+1
− 1

]
.

&12+3+1. *4..4 4';3422/01 (+12 ,42 +*-+./012 ;3+*+(41.42 5 01 08./41. ,4 (+)4,0;;4( 41. (4
K(x, H)

5

K(x, H) = −2Λx2H+1


K0(H) +

∑

k>0

γk(H)

k!

1

2H − 2k + 1

(
1

x2H−2k+1
− 1

)
 ,
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(01. , =+*3/.-34 -1+,4 1+*422/.4 -1 3++33+194( 41. (42 .43( 42 5 (4 '+�01 4 '+/34 4';,/*/.4( 41. +;;+3+�.34 ,42;- /22+1*42 (4

x
*-/ /1.43) /41141. (+12 *4..4 4';3422/01 5

K(x, H) = −2Λ


K0(H) −

∑

k>0

γk(H)

k!

1

2H − 2k + 1


 x2H+1 − 2Λ

∑

k>0

γk(H)

k!

x2k

2H − 2k + 1
.

&+ -9-34 _ F<X (01.34 ,4 (+)4,0;;4( 41. (4
K(x, H)

41 '01*./01 (4 , =03(34 ( +' /( +, *012/(+3+ 5 ; 0-3
H = 0, 44.

H = 0, 6
< &4 .43( 4 ( =03(34

2H + 1
+;;+3+�. (+12 ,4 ;34( /43 *+2 41.34 ,42 03(342 -1 4. (4-' : ,4*-4, 42.+,032 +9+, 2.3/*.4( 41. 4 , =03(34 .30/2 : 4. 41.34 ,42 03(342 (4-' 4. .30/2 (+12 ,4 24*01( *+2 <

O(x3)

O(x4)

K
(x

,H
)

O(x2) O(x3)

O(x4)

x x

��� � _ F<X  � )$LO"-- L, L# M &L
K(x, H)

L# � "#/M%"# &L O 8"*&*L , N� %, NO /"#(%&)*)P .N � 3'*L &L 3 N'/� L- *)(L# ML '# L� L,- OL - "'* OL1'LO O 8L�- "(N# M &L � '*(M L(M
H = 0, 4

P .N � 3'*L &L &*"%ML /"**L(- "#& 6
H = 0, 6

P
� N#( OL( &L'� /N(0 "# N - *%(

Λ = 1
P .L /NO/' O L� N/M0 *L- *)(L# M) - N* OL( O"(N#3 L(0 L(M N-- *"/� ) - N* OL(&)$LO"-- L, L# M( N'� "*&*L( &L'� 0 M*"%( LM 1'NM*L0 /",, L %#&%1') ('* OL( � 3'*L( P .L ML*, L L#

x2H+1 N-- N*N�M6 O 8"*&*L &L'� ('* ON � 3'*L &L 3 N'/� L LM 6 O 8"*&*L M*"%( ('* /LO OL &L &*"%MLP
�4( +3*-012 *-4 ;0-3

H = 1/2
5 ,4 *+,*-, (42 ( /D+341.2 .43( 42 (- (+)4,0;;4(41. �UW� 42. /1*7+19+ 5 2+-'41 *4 *-/ *01*4314 ,4 .43( 4

k = 1
5 *-/ (0114 +) /(4((41. -14 *01.3/8-./01 ,09+3/.7( /*-4 5

∫ 1/x

1

t−1dt = − lnx
( =0D

K (x, 1/2) = −2Λx2



K0 (1/2)− lnx

2
+
∑

k 6=1

γk (1/2)

(2 − 2k)k!

[
1

x2−2k
− 1

]
 ,

*4 *-/ (0114 5 +;3,2 3++33+194( 41. (42 .43( 42 5 -14 4';3422/01 0D ,4 ;34( /43 .43( 4 101 *012.+1. 42. ;3+*/:2+(41. /22- (4 *4..4 *01.3/8-./01 ,09+3/.7( /*-4 5

K(x, 1/2) = −Λ



1 − x2 lnx +


2K0 (1/2)−

∑

k 6=1

γk (1/2)

(1 − k)k!


x2 +

∑

k>2

γk (1/2)

(1 − k)k!
x2k



 .

� ��: �" �B�d  A %�b� %! � "# $!A g! �dAd�� "!A %�b �� b#< gd� %�dc B$ed ??dc
^1 ;4-. +,032 3+224(8,43 ,42 (+)4,0;;4( 41.2 (4

J(x, H)
4. (4

K(x, H)
;0-3 08.41/3 ,+ '03(4 (4 ,+ *-+1./.+

M(R)
+-' ;4./.42 2+;+3+./012 2-3 ,4 ;,+1 (- */4, < & =4';3422/01 08.41-4 42. 34,+./)4( 41. ,0-3(4 5 8/41 *-414 ;3+241.+1. ;+2 (4 ( /V *-,.+ < ^1 14 , =+*3/3+ *4;41(+1. ;+2 5 ;0-3 24 *01*41.343 2-3 ,+ (+.43( /1+./01 (-*0(;03.4( 41. (4

M(R)
;0-3

R � D
< \0-3 *4,+ 5 01 34(+3*-4 *-4 ,4 (+)4,0;;4(41. +- �;34( /43 03(34�(4

K(x, H)
(+;41( (4 ,+ )+,4-3 (4

H
< /1 4D4. 5 2/

0 < H < 1/2
5 +,032

2H + 1 < 2
4. ,4 .43(4 (0( /1+1.

(+12
K(x, H)

42. *4,-/ 41
x2H+1

K(x, H) ' − 2Λ

2H + 1
− 2Λ


K0(H) −

∑

k>0

γk(H)

k!

1

2H − 2k + 1


x2H+1,
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.+1( /2 *-4 2/
1/2 < H < 1

5 +,032
2 < 2H + 1

4. ,4 .43( 4 (0( /1+1. 42. *4,-/ 41
x2 5

K(x, H) ' −2Λ

[
1

2H + 1
+

H

2H − 1
x2

]
.

1 +12 ,4 *+2 ;+3./*-,/43
H = 1/2

5 ,4 .43( 4 (0( /1+1. 101 *012.+1. 42. ,4 .43( 4 ,09+3/.7( /*-4 5 ( =0D
K(x, 1/2) ' −Λ + Λx2 lnx.@01*431+1. ,4 (+)4,0;;4( 41. (4

J(x, H)
5 4. +.+1. (011+ *-4

2H +2 > 2
5 ,4 .43( 4 (0( /1+1. 101 *012.+1.B42. *-+1. 4 ,- / ,4 .43(4 41

x2 5 *-4,,4 *-4 20/. ,+ )+,4-3 (4 , =4';02+1. (4 6-32. < ^1 (0/. (01* .41/3 *0(;.40- 101 (4 *4 .43( 4 (+12 , =+.-(4 (- *0(;03.4( 41. (4
M(R)

+-' ;4./.42 +*74,,42
R � D

2-3 ,4 ; ,+1 (-*/4, 5 2-/)+1. ,+ )+,4-3 (4
H

< ^1 + +,032 5 342; 4*./)4( 41. 5

M(R) ' σ2 − Λ

(2H + 1)(H + 1)
− 2Λ


K0(H) −

∑

k>0

γk(H)

k!

1

2H − 2k + 1


 x2H+1 ;0-3

H <
1

2
,

M(R) ' σ2 − Λ

3
+ Λx2 lnx

;0-3
H =

1

2
,

M(R) ' σ2 − Λ

(2H + 1)(H + 1)
− Λ

2H − 1
x2 ;0-3

H >
1

2
,

41 3+;;4,+1. *-4 ,+ )+3/+8,4
x

34;3+241.4 2/(;,4(41. ,4 3+;;03. (4 ,+ 2+;+3+./01 .3+12)4324
R

4 ,+ ;30'01:(4-3
D

(4 ,+ *0-*74 .-38-,41.4 < \0-3 2/(;,/-43 , =+*3/.-34 4. ,+ *0(;3+7412/01 (4 *42 3+2-,.+.2 5 01 /1.30(-/.(+12 ,+ 2- /.4 (42 '01*./012
a

4.
b

14 (+;41(+1. *-4 (4 ,+ )+,4-3 (4 , =4';02+1. (4 6-32. 5 (4 203.4 *-4 , =01;-/224 +*3/34 ,42 4';3422/012 ;3+*+(41.42 20-2 ,+ '03( 4C
M(R) ' σ2 + Λa(H) − Λb(H)x2H+1 ;0-3

H <
1

2
,

M(R) ' σ2 + Λa(H) − Λb(H)x2 ;0-3
H >

1

2
.

^1 ( /2; 024 1-( +3/*-4(41. (42 '03( 42 (4
M(R)

*-4, *-4 20/. , =4';02+1. (4 6-32. 4. ,+ 2+;+3+./01 .3+12:)4324
R

5 *- =01 08./41. 41 '+/2+1. , =/1.+93+./01 ( /34*.4 24,01 �UX� < @ =42. +/1 2/ *- =01 + ;- 41 (01.343 *-4,*-424'4(;,42 2-3 ,+ -9-34 _ F<� < &, 42. (01* ;022/8,4 ( =42./( 43 ,+ )+,/( /.+ (4 , =+;;30' /( +./01 4';3/( +4 ;+3 ,42(4-' +*-+./012 ;3+*+(41.42 < &+ -9-34 _ F<U (01.34 +/12/ 5 ;0-3 ( /)43242 )+,4-32 (4 , =4';02+1. (4 6-32.
H

5, =4334-3 34,+./)4 *0(( /24 41 +22/( /,+1. ,42 *-+1./.+2
M(R)

4 ,4-32 (+)4,0;;4( 41.2 342; 4*./'2 +-' 03(342,42 ;,-2 8+2 5 .4,2 *- =01 ) /41. (4 ,42 +*3/34 5 20/.

∆(x, H) =
Λa(H) − Λb(H)xf(H) − L(x, H)

L(x, H)

0D
f(H) = min (2, 2H + 1) .

�0.012 *-4 *4..4 4334-3 34,+./)4 ;03.4 41 '+/. 2-3 ,4 (+)4,0;;4( 41. (4
L(x, H) = J(x, H)+K(x, H)

;,-.E.*-4 2-3 *4,-/ (4
M(R)

5 (- '+/. (4 ,+ ;3+241*4 5 (+12 *4 (431/43 5 (- .43( 4 *012.+1.
σ2 5 *-/ ; 4-. +*3+243 ,424D4.2 *- =01 20-7+/.4 ( 4..34 41 +) /(41*4 < 1 =+;3,2 ,+ -9-34 _ F<U 5 01 )0/. *-4 *4..4 4334-3 342.4 /1'+3/4-344 41) /301 R:� (,2 ,032 *-4 ,+ 2+;+3+./01 .3+12)4324 42. ;,-2 ;4./.4 *- =-1 ( /' /,(4 (4 ,+ ;30'01(4-3 (-1-+94 < ^1 34( +3*-4 +9+,4(41. *-4 , =4334-3 42. ( =+-.+1. ; ,-2 '+/8,4 *- =01 42. + ,0/91+ (4 ,+ )+,4-3 *3/./*-4

H = 1/2
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HI = 1

< @42 34,+./012 201. 08.41-42 ;+3 5�0,((+1 5 9:::; 4. 5?.-.3Q / LM NOP5 RSSW; (+12 ,4 *+(34 ( =-1 *+,*-,(+12 , =42;+*4 (4 20-3/43 5 4. *03342;01(41. ;3+*/2+(41. 4 *4 *-4 10-2 (+(-/2012 (4 10.34 +.-(4 +1+,)./*-44D4*.-+4 (+12 ,4 24- , 42;+*4 3+4, 5 ,+*-4,,4 ; 43( 4. +9+,4( 41. ( =42./( 43 ,+ )+,4-3 (+' /( +,4 (- 3+;;03.
R/D;43( 4..+1. ( =+*3/34

βI = βρ
</1 *4 *-/ *01*4314 ,4 *7+(; (4 ) /.4224 5 102 3+2- ,.+.2 24(8,41. /1( /*-43 *-4 ,42 /1( /*42 2; 4*.3+-'

βC
4.

βC0*03342;01(+1. 342;4*./)4( 41. +-' *+3.42 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 4. (42 *41.30 
(42 103(+,/2+2 5 201.+9+-' 4 *4,-/ (- *7+(; (4 ) /.4224 .3/( /( 412/0114, 5
βv

5 (+12 ,+ ,/( /.4 (42 +*74,,42 .3+12)43242 ; 4./.42 (4)+1.,+ ;30'01(4-3 (- 1-+94 4. (+12 , =7);0.7,24 (42 [-*.-+./012 '+/8,42 (4 (412/.+ < @ =42. , =-1 (42 08 . 4*./'2 (-*7+;/.34 2-/)+1. *-4 (4 )+3/-43 1-( +3/*-4( 41. *4..4 ;3+( /*./01 4. ( =41 .42.43 ,42 ,/( /.42 <
�



�G� _ F�G � �
���������� ��� �
���� �H ��� ���� � � �
���� �� ���� H�



� �� ��� �� � ��
���� � ���� ���� ��� �� �� ��� �� � � � ������

� ���� ���  ! "#$� %! �
&42 *7+;/.342 _ 4. _ F 01. ( /2 41 +) /(41*4 (42 34,+./012 41.34 ,42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 (4 *-+1./.+208243)+42 .4,,42 *-4 , =+(/22/01 /1.+93+4 4. ,42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 5 103(+,/2+2 0- 101 5 4. ,42 ;30;3/+.+2(42 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 5 *-/ 201. ,42 *-+1./.+2 ; 43./141.42 ;0-3 (+*3/34 ,+.-38-,41*4 /1.432.4,,+/34 < /1 ;+3./*- ,/43 5 ,4 *7+;/.34 _ F + (01.3+ *-4 (+12 ,4 *+2 0D *42 (4-' *7+(;2 201.(42 83061/412 '3+*./011+/342 5 4. ,032*- =01 24 ,/( /.4 +-' +*74,,42 .3+12)43242 ; 4./.42 (4)+1. ,+ ;30'01(4-3(- 1-+94 5 ,42 *+3.42 8 /( /( 412/0114,,42 (42 08243)+8,42 ( 41./011+42 */:(422-2 201. +9+,4( 41. (42 83061/412'3+*./011+/342 5 41 '+/2+1. 5 (+12 ,4 *+2 (42 *+3.42 (4 *41.30 
(42 5 , =7);0.7,24 2-;;,+(41.+/34 24,01 ,+*-4,,4,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 201. '+/8,42 <& =08 . 4*./' (4 *4 *7+;/.34 42. (4 )+3/-43 1-( +3/*-4( 41. *42 3+2-,.+.2 5 41 2/(-,+1. (42 08243)+./012 (42;4*.30:/( +943/4 5 * =42.:4:( /34 (42 *-842 (4 (011+42 ;02/./01:;02/./01:) /.4224 �\\K � 5 4 ;+3./3 (4 *7+(;2(4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 (4 .); 4 83061/41 '3+*./011+/34 5 4. 41 ( 42-3+1. ,42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 (42*+3.42 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 4. (4 *41.30
(42 (4 ) /.4224 ./3+42 (4 *42 *-842 < ^1 422+/43+ +9+,4(41. 5 +-.+1.*-4 ;022/8,4 5 (4 (+.43( /143 ,42 *01( /. /012 (4 )+,/( /.+ (4 *42 3+2-,.+.2 5 +.+1. (011+42 ,42 7);0.7,242 '+/.42;3+*+(4((41. ;0-3 ,42 08.41/3 +1+,)./*-4( 41. <<)+1. (4 ;+2243 4 ,+ 2- /.4 5 34(+3*-012 *-4 , =-./,/2+./01 (4 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 ;0-3 2/(-,43,+ (412/.+ 4. ,+ ) /.4224 (- ( /,/4- /1.432.4,,+/34 ( /D-2 ; 43( 4. (4 *0(;,+.43 ,42 +.-(42 4D4*.-+42 2-3 (422/(-,+./012 (+91+.07)(30()1+( /*-42 �)0/3 ;+3 4'4(;,4 5^ 2.3/Q43 LM NOP5 9:: R;� ;+3*4 *-4 ,4 ( +1*-4 (4
� 3++,/.+� ;7)2/*-4 *-/ *+3+*.+3/24 *42 *7+(;2 +,++.0/342 42. 41 -1 *43.+/1 2412 *0(;412+ ;+3 ,+ ,+394;,+94 ( =+*74,,42 +**422/8 ,42 4 , =+1+,)24 41 .43(42 (4 ,0/2 (4 ;-/22+1*4 < 1 +12 ,42 2/(-,+./012 1-( +3/*-42(4 .-38-,41*4 5 ,4 (0( +/14 /143./4, 42. 41 4D4. 2+),34( 41. ,/( /.+ ;+3 ,+ 3+20,-./01 ( /2; 01/8,4 4. ,4 93+1(10(834 ( =+*74,,42 +D4*.+42 ;+3 , =/1. 4*./01 0- ,+ ( /22/;+./01 ( =+1439/4 <
� ���` �!�c�  #$� %! � "d $ebAgc "d "d�c %�B d� "d > %�dccd
&+ 24*./01 	 F F<G < + ;43( /2 (4 ;3+241.43 5 (4 ( +1/,34 (+.+/,,+4 5 -14 ( +.70(4 (4 *012.3-*./01 1-( +3/*-4(4 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 41 ( /( 412/01 *-4,*01*-4 5 4 ;+3./3 (4 ,4-32 ;30;3/+.+2 (+12 , =42;+*4(4 20-3/43 < ^1 3+;;4,,4 /*/ 2/(;,4( 41. *-4 ;0-3 *012.3-/34 -1 *7+(; (4 ( /( 412/01 N ×N ×N 4. ( =/1:( /*4 2;4*.3+,

β
5 01 24 (0114 (4-' *-842 � �+(;,/.-(4� 4.

Φ
�;7+24� 5 (4 ( J(4 ( /( 412/01 *-4 ,4 *7+(;20-7+/.+ 5 .4,2 *-4 ,42 + ,+(41.2 (- *-84 � (+;41(41. (- (0(-,4 (- )4*.4-3 ( =01(4 2-/)+1. -14 ,0/ (4;-/22+1*4 ( =4';02+1. −β/2

5 4. *-4 *4-' (- *-84
Φ

;341141. (42 )+,4-32 +,++.0/342 +)4* -14 ( /2.3/8-./01-1/'03( 4 41.34 : 4.
2π

5 41 342; 4*.+1. ,+ ;30;3/+.+ ( =/( ;+3/.+
Φ(−k) = −Φ(k)

< &4 *7+(; 08.41- *0((4.3+12'03( +4 (4 20-3/43 /1)4324 (4 �
exp [iΦ]


128×128×128

;/'4,2 5 (01.,42 4';02+1.2 (4 6-32. 201. *70/2/2 ;0-3 J.34 (4 ,+ '03( 4
H = p/4

5 +)4*
p

-1 41./43 *0(;3/2 41.34 : 4.Z 5 (4 203.4 *-4 ,42 /1( /*42 2; 4*.3+-' -./,/2+2 ;341141. ,+ '03( 4
β = 3 + p/2

5 4. 201. (01* *0(;3/2 41.34 �
ijl t�ryn u m�y r�t�snuy�l �us vlm uvx�srn�� lm ql nsuym	�s� unr�y ql ���srls nlvm ��l vu ��� nsurnlyn vlm r� uxlm ����lt{sr�qr��lm | �r lvvlm yl vl m�yn tum � qlm qrm��ynry�rn{m uttusurmmlyn usnr
�rlvvl� lyn u� ��sqm ln ml nsuq�rmlyn tus qlm ���t�omuynlm p �u�nlm 	s{��ly�lm mtunruvlm quym vl mt l�nsl ql t�rmmuy�l | � k�y u�nsl ��n{ � mr v k�y ut�qrml �yl r� uxl t��s {z rnls �lts��vw� l � �lvu t l�n uz�rs qlm ��ym{��ly�lm u� xsuyqlm {��lvvlm |



�G� _ FF�� � �
������� 	
� �� ��H� �� �� ����	�� �� �� � 	�����
4. X 5 *0((4 /, 24 (0/. ;0-3 (42 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 < @0((4 /, 2 =+9/. (4 (0(+ ,/243 (4-' *7+(;2 5 , =-1+.+1. ,+ (412/.+

ρ(x)
4. , =+-.34 ,+ ) /.4224 ,019/.-( /1+,4

v(x)
5 01 *012.3-/. (4-' 83061/412 '3+*./011+/342;0-3 *7+*-4 /1( /*4 2; 4*.3+, < 1 4 ;,- 2 5 ,4 *+2 ;+3./*-,/43 ( =-14 (412/.+ -1/'03( 4 +.+1. 41 20/ /1.+3422+1. 5 01*012.3-/. -1 2/' /,(4 *7+(; (4 (412/.+ *03342;01(+1. 4 *4 *+2 (4 -9-34 <

\+3 *012.3-*./01 5 ,42 )+,4-32 (0)41142 (42 *-842 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 201. (+.43( /1+42 /1/./+,4( 41.;+3 ,+ )+,4-3 (4 , =+(;,/.-(4 +- ;/'4, *70/2/ *0((4 03/9/14 (4 , =42;+*4 (4 20-3/43 < &4-32 )+3/+1*42 201.*-+1. 4 4,,42 ,/+42 +- 10(834 .0.+, (4 ; /'4,2 4. 4 , =/1( /*4 2;4*.3+, < \0-3 08.41/3 (42 )+,4-32 ;7)2/*-4( 41.;,+-2/8,42 5 01 +;;,/*-4 ,+ ;30 *+(-34 2-/)+1.4 5 -14 '0/2 ,42 *-842 *012.3-/.2 � ,42 )+,4-32 ( /1 /( +,42 (42 *-842(4 (412/.+ 41 201. 20-2.3+/.42 5 +-1 ( =08.41/3 (42 )+,4-32 -1/*-4( 41. ;02/./)42 5 4. 01 (-,./;,/4 ,4 3+2-,.+.;+3 -1 '+*.4-3 .4, *-4 ,+ (412/.+ (0)4114 08.41-4 20/.
ρ0 = 90 cm−3 < /1 *4 *-/ *01*4314 ,42 *-842 (4) /.4224 5 01 *0((41*4 ;+3 20-2.3+/34 ,+ )+,4-3 (0)4114 (4 ( +1/,34 4 +)0/3

v0 = 0
5 ;-/2 01 (-,./;,/4 ;+3-1 '+*.4-3 1-( +3/*-4 ;0-3 08.41/3 -14 ( /2; 432/01 (4 ) /.4224

σv = 3
Q( 2−1 <

ρ

��
�−

3

�
v

�
�
�
�−

1
�

z/D z/D

��� � _ FF<R  � $" O' M%"# &L ON &L#(%M) LM &L ON $%ML((L O"#3 %M'&%#NOL OL O"#3 &L ON O%3# L &L $%()L 4�� 0��5 &N#( OL/N( &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 4, 5

LM &' /'9L &L $%ML((L
βv = 3, 5

P � N#( /� N/'# &L( /N(0 OL( M%*LM( *L- *)(L# ML# MON $NOL'* , "L## L ('* O 8L#(L, 9OL &' /'9L0 LM OL( - "%# M%O O)( &)O%, %ML# M OL( �"#L( |ρ−ρ0| 6 σρ
LM |v−v0| 6 σv

P
�# *L, N*1'L 1'L ON $NOL'* , "L## L 3 O"9NOL L(M (L#(%9OL, L# M )3 NOL 6 ON $NOL'* , "L## L /NO/' O)L ('* /LMML(L' OL O%3 #L &L $%()L0 /L 1'% L(M /"#� "*, L 6 O 8�- "M� +(L & 8� ", "3 )#)%M) P
�4( +3*-012 *- =01 14 (0( /-4 ;+2 ,+ ( /2; 432/01

σρ
(- *-84 (4 (412/.+ < @4*/ ; 4-. .0-. ( =+803( 24(8,43*-3/4-' 5 +.+1. (011+ *- =-14 (42 7);0.7,242 -./,/2+42 +-' (4-' *7+;/.342 ;3+*+(41.2 42. .-2.4(41. , =/1+9+,/.+

σρ < ρ0
< /1 '+/. 5 -14 ;30;3/+.+ /(;03.+1.4 (42 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 .3/( /( 412/0114,2 42.*-4 ,4-32 )+,4-32 2- /)41. -14 ( /2.3/8-./01 9+-22/4114 < ^ 3 5 24-,4( 41. 41) /301

0, 1%
(42 ;0/1.2 ( =-14 .4,,4( /2.3/8-./01 .0(841. 4 ;,- 2 (4

3σ
(4 ,+ )+,4-3 (0)4114 5 (4 203.4 *-4 ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ *012.3-/.2;3+241.41. 1+.-34,,4( 41. -1 *01.3+2.4 '+/8,4 5 +)4*

σρ/ρ0 . 0, 3
<

�0.012 *- =+-*-14 *033+ ,+./01 1 =42. /(;02+4 N - *%"*% 41.34 ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 .3/( /( 412/01:14,2 < C /41 *-4 *4 *70/' +**41.-4 41*034 ,4 ( +1*-4 (4 3++,/2( 4 ;7)2/*-4 (4 *42 2/(-,+./012 5 /, 42. 41 ;+3./4.-2./-+ ;+3 , =08 . 4*./' ; 0-32- /) / < /1 4D4. 5 /, 2 =+9/. (4 )+3/-43 (42 34,+./012 5 08.41-42 +- *7+;/.34 ;3+*+(41. 5)+,+8 ,42 4 (42 03(342 2-V 2+((41. 8+2 ;0-3 *-4 ,42 *033+ ,+./012 41.34 (412/.+ 4. ) /.4224 1 =/1.43) /41141.;+2 �)0/3 ,+ 24*./01 _ F<� <H � < ^1 )433+ *4;41(+1. +- _ FF<� < 5 *-4 ,42 .43( 42 *033+ ,+2 5 *-/ 14 201. ;+2 1+*42:2+/34( 41. 1-,2 8/41 *- =01 1 =/(;024 ;+2 (4 *033+ ,+./01 41.34 ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 5 01. (424D4.2 /(;03.+1.2 ,032*-4 ,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ (4) /41141. 93+1(42 <
� ./.34 ( =4'4(;,4 5 (4-' ,/9142 (4 ) /2+4 .);/*-42 4'.3+/.42 ( =-1 *-84 (4 (412/.+ 4. ( =-1 *-84 (4 ) /.4224201. ;3+241.+42 2-3 ,+ -9-34 _ FF<R < &42 *7+(;2 -./,/2+2 01. (42 /1( /*42 2; 4*.3+-' 342; 4*./)4(41. +9+-' 4
βρ = 4, 5

4.
βv = 3, 5

< &4 24*01( (01.34 ;,- 2 (4 2.3-*.-342 4 ;4./.4 +*74,,4 5 *0((4 +..41(- ;0-3 -1 /1( /*4
2;4*.3+, ; ,-2 '+/8 ,4 5 (+12 ,4 *+2 0D ,42 ( /( 412/012 4-*,/( /41142 201. /(41./*-42A < &+ ;30'01(4-3

D
(- *-8442. *70/2/4 +9+,4 4 R ; * <

}�y n��nl x{y{suvrn{ � vl y���sl �usu�n{srmuyn vu ��uynrn{ ql mns��n�sl p ��u��l {��lvvl lmn v klt�muyn ql ��smn |



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� �G�

� ���: � %A # ?b� %! � " �#� $#=d "d "!��Bdc ���

� ���: �b �B�e!"d "d $!�c�  #$� %! �
<-1 ( =08.41/3 -1 *-84 (4 (011+42 08243)+./0114,,42 4 ;+3./3 (42 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 2/(-,+2 5 01*+,*-,4 5 4 *7+*-4 ;02/./01

X
5 ,4 2;4*.34 *-/ 243+/. 08243)+ (+12 *4..4 ( /34*./01 < � .+1. (011+4 , =7);0.7,2424,01 ,+*-4,,4 ,4 1-+94 42. 08243)+ (+12 -14 .3+12/./01 0;./*-4( 41. ( /1*4 5 ,4 2; 4*.34 41 *-42./01 3+2-,.4+,032 2/(;,4( 41. (4 , =+(( /./01 (42 *01.3/8-./012 3+( /+./)42 /22-42 (4 *7+*-14 (42 *4,,- ,42 (4 9+3 2/.-+42 ,4,019 (4 ,+ ,/914 (4 ) /2+4

X
< ^ 3 5 , =+( /22/01

δTb
( =-14 (4 *42 *4,,- ,42 + (+. 4 +.+ +*3/.4 (+12 ,4 *+(34 (427);0.7,242 '+/.42 +- *7+;/.34 F_ < ^1 ) + )- *-4 ;0-3 -14 *4,,- ,4 34; +3+4 ;+3 ,+ ;02/./01

x
5 *4..4 +( /22/01;0-)+/. 2 =+*3/34

δTb(x, u) = αρ(x)φ[v(x) − u]δz,

0D
u

42. ,+ ) /.4224 ,019/.-( /1+,4 *012/(+3+4 5 *03342;01(+1. +- *+1+, 41 ) /.4224 5
δz

42. ,+ ;30'01(4-3 (4,+ *4,,- ,4 5 2-;;02+4 /(41./*-4 ;0-3 .0-.42 ,42 *4,,- ,42 5 4.
φ

42. ,4 ;30- , ,0 *+, 103( +,/2+ (4 ,+ 3+/4 ( =+( /2:2/01 < \0-3 2/(;,/-43 ,4 ;308,,(4 5 01 )+ 2-;;0243 *-4 *4 ;30- , 42. 9+-22/41 5 4. *- =/, *03342;01( +- 24-,+ ,+39/224( 41. .743( /*-4 5 2-;;02+ -1/'03( 4 (+12 .0-. ,4 1-+94 5

φ(w) =
1√

2πσ��
exp

[
− w2

2σ2��

] 4. (01*
δTb(x, u) = α

ρ(x)δz√
2πσ��

exp

{
− [v(x) − u]2

2σ2��

}
= αδNu(x, u).

&4 '+*.4-3 1-( +3/*-4
α

1 =+.+1. ;+2 *011- 4. +.+1. 2+12 /(;03.+1*4 *-+1. 4 , =+.-(4 *-/ 2-/. 5 01 )+ 42241:./4,,4( 41. 2 =/1.+342243 4 ,+ *-+1./.+
δNu(x, u)

5 *-/ 34;3+241.4 ,+ (412/.+ (4 *0,0114 ;+3 -1/.+ (4 ) /.4224 (4,+ *4,,- ,4 2/.-+4 41
x

5 4 ,+ ) /.4224
u
< <- 203./3 (- 1-+94 5 ,+ (412/.+ (4 *0,0114 (- 9+3 ;+3 -1/.+ (4 ) /.4224 5,4 ,019 (4 ,+ ,/914 (4 ) /2+4

X
4. 4 ,+ ) /.4224

u
;4-. J.34 +*3/.4 24,01

Nu(X, u) =
∑

z

δNu(x, u) =
∑

z

ρ(x)δz√
2πσ��

exp

{
− [v(x) − u]2

2σ2��

}
.

�US�
@4..4 *-+1./.+ 42. *+,*-,+4 ;0-3 -1 4124(8,4 ( /2*34. (4 ) /.42242 ,019/.-( /1+,42

(u1, . . . , un)
5 *4 *-/ '0-31/. ,4*-84 (4 (011+42 34*743*7+ 5 ;-/2*-4 ,42 ,/9142 (4 ) /2+4

X
201. 4,,42 +-22/ +*7+1./,,011+42 (4 '+�01 ( /2*3,.4 </1 '+/2+1. , =7);0.7,24 2/(;,/-*+.3/*4 24,01 ,+*-4,,4 ,+ 3+20,-./01 2;4*.3+,4 (4 , =08243)+./01 42. +9+,4 4 ,+,+394-3

δu
( =-1 *+1+, 5 4. 0D ,+ '01*./01 (4 .3+12( /22/01 2; 4*.3+,4 42. -14 '01*./01 ;03.4 (4 ( J(4 ,+394-3 5,4 ;30(-/.
Nu(X , uk)δu

34;3+241.4 +,032 4'+*.4(41. , =/1.412/.+ /1.+93+4 41.34 ,42 ) /.42242
uk − δu/2

4.
uk + δu/2

<@01*431+1. ,42 )+,4-32 1-( +3/*-42 -./,/2+42 ;0-3 *012.3-/34 *42 *-842 5 ,+ ( /2;432/01 (4 ) /.4224 .743( /*-4
σ��

(+;41( (4 ,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4
T

(- 9+3 4. (4 ,+ ( +224
m

(4 , =42; ,*4 +(4..3/*4B 5

σ�� =

√
kBT

m
,

'03(-,4 *- =01 +)+/. (+. 4 +*3/.4 +- *7+;/.34 	 F F F<
&+ ;30'01(4-3

δz
(4 *7+*-4 *4,,- ,4 42. *-+1. 4 4,,4 +9+,4 4 ,+

128�� �
;+3./4 (4 ,+ ;30'01(4-3 .0.+,4

D
(-1-+94 5 ,+*-4,,4 42. -'+4 4 R ; * 5 20/.

δz = 2, 411.1016 *( <1 4 ;,-2 5 +-1 ( =+22-343 *-4 24-,4 -14 '3+*./01 1+9,/94+8 ,4 (- 2/91+, 42. ; 43(-4 5 ,42 ,/( /.42 41 ) /.4224 (+12,4 *-84 \\K -1+, 201. (011+42 ;+3
vmin − 2σ��

4.
vmax + 2σ��

5 0D
vmin

4.
vmax

(+2/9141. ,42 )+,4-32( /1/(-( 4. ( +' /(-( (+12 ,4 *7+(; (4 ) /.4224 .3/( /( 412/0114, < &4 10(834
n

(4 *+1+-' 42. +,032 08.41-41 ( /) /2+1. *4..4 ; ,+94 41 ) /.4224 ;+3 ,+ ,+394-3 ( =-1 *+1+,
δu

5 *- =01 + ;3/24 +9+,4 4
0, 25 km s−1 < /1*012+*-41*4 5 .0-2 102 *-842 (4 (011+42 1 =01. ;+2 ,4 ( J(4 10(834 (4 *+1+-' 5 ;-/2*-4 , =4'.412/01 (+12 ,+.30/2/,(4 ( /( 412/01 (+;41( 101 24-,4( 41. (4 ,+ .4(; +3+.-34

T
(+/2 +-22/ 4. 2-3.0-. (- *-84 (4 ) /.4224.3/( /( 412/0114, <

� ���: �= �gd$�  dc cf��eB� %#dc
&+ -9-34 _ FF<9 (01.34 *-+.34 4'4(;,42 (4 2;4*.342 2)1.7+./*-42 08.41-2 ,4 ,019 (4 ,+ ,/914 (4 ) /2+4 34;3+:241.+4 2-3 ,+ -9-34 _ FF<R < @42 2;4*.342 01. +.+ *+,*-,+2 41 -./,/2+1. , =+*-+./01 �US � ;0-3 *-+.34 .4(; +3+.-342

� ��r � �y m�tt�ml �� krv m kuxrn ql v k��qs�xwyl un�� r��l � q�yn vu � umml lmn m = 1, 6735344.10−27 �x |



��� _ FF�� � � 	�� �H� 	
� � ��� ��� �� �
����� ��	

*0(;3/242 41.34
T = 1

8 4.
T = 500

8 < ^1 ) )0/. 10.+((41. , =4D4. (4 ,/22+94 ,/+ 4 ,+ .4(; +3+.-34 < &42[-*.-+./012 4 ;4./.4 +*74,,4 201. 4D+*+42 +- '-3 4. 4 (42-34 *-4
T

+-9(41.4 5 4. ,4 2;4*.34 08243)+ 2 =+;:;30 *74 ( =-14 9+-22/4114 ,032*-4 , =+ ,+39/224(41. .743( /*-4 (4) /41. *0(;+3+8,4 4 ,+ ( /2; 432/01
σv

(- *-84(4 ) /.4224 .3/( /( 412/0114, <

N
u
(X

,u
)

N
u
(X

,u
)

N
u
(X

,u
)

N
u
(X

,u
)

u ��� m−1 � u ��� m−1 �

u ��� m−1 � u ��� m−1 �

T = 1 � T = 10 �

T = 100 � T = 500 �

σ�� = 0, 09 �� m−1 σ�� = 0, 29 �� m−1

σ�� = 0, 91 �� m−1 σ�� = 2, 0 �� m−1

��� � _ FF<9  �- L/M*L( (# M� )M%1'L( /"**L(- "#&N# M 6 ON O%3 #L &L $%()L *L- *)(L# M)L ('* ON � 3'*L _ FF<R 0 - "'*1'NM*L ML,- )*NM'*L( /%# )M%1'L( &' 3 N� &%� )*L# ML( P .L( &%(- L*(%"#( M� L*, %1'L(
σ��

("# M #"M)L( ('* OL( &%� )7*L# ML( � 3'*L( L# *L3 N*& &L ON ML,-)*NM'*LP
&4 2; 4*.34 *+,*-,+ 4

T =
R:: 8 5 .4(; +3+.-34 34;3+241.+./)4 (42 *01( /./012 (- 9+3 � � 5 3+;;4,,4 +2243 8/41*4 *-/ 42. 08243)+ 4 9 R *( (+12 ,42 1-+942 4 7+-.4 ,+./.-(4 5> /) /,,4:1 42*7J142 LM NOP5 9::�+; < � .+1. (011+42,42 *01( /. /012 3+91+1. (+12 ,4 ( /,/4- +.0( /*-4C 5 ,42 .4(; +3+.-342

T = 1
8 4.

T = 10
8 34;3+241.41. (42*01( /./01 2 +3./-*/4,,4( 41. '30/(42 5 ( +/2 ,4-3 4'4(;,4 (01.34 *-4 ,42 *0(;02+1.42 *- =01 ;4-. )0/3 +;;+3+�.34(+12 ,42 2; 4*.342 3+4,2 08243)+2 ; 4-)41. *03342;01(34 101 ;+2 4 (4 )+3/.+8,42 1-+942 +- 2412 ( =41./.+2*0114'42 (+12 , =42;+*4 5 ( +/2 ;,-.E. +-' ;30;3/+.+2 '3+*.+,42 (4 ,+ ) /.4224 4. (4 ,+ (412/.+ ,4 ,019 (4 ,+ ,/914(4 ) /2+4 < \7)2/*-4( 41. 5 ( =+/,,4-32 5 , =7);0.7,24 ( =-14 .3+12/./01 0;./*-4( 41. ( /1*4 (4) /41. /1.41+8,4 4 (42.4(;+3+.-342 */1+./*-42 2/ 8+2242 < @42 2; 4*.342 201. (01* ;3+241.+2 -1/*-4( 41. ;0-3 /,,-2.343 ,42 4D4.2 (4,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 2-3 10.34 *+;+*/.+ 4 3+20-(34 (42 2.3-*.-342 */1+(+./*-42 < ^1 )0/. 41 ;+3./*-,/43*- =4 7+-.4 .4(; +3+.-34 5 .0-.42 ,42 2.3-*.-342 41 ) /.4224 201. ,+)+42 ;+3 , =+ ,+39/224( 41. .743( /*-4 5 *4 *-/4(; J*74 '03( 4,,4( 41. (4 ,42 3+20-(34 < �-+1./.+./)4( 41. 5 01 ;4-. 42./( 43 ,+ 3+20,-./01 2;4*.3+,4 4D4*./)4

δue
(4 *42 08243)+./012 2/(-,+42 *0((4 +.+1. ,+ ,+394-3 4 ( /:7+-.4-3 (- ;30(-/. (4 *01)0,-./01 (- ;30- ,

φ
+)4* ,4 ;30- , ( =-1 *+1+, 41 ) /.4224 < /1 2-;;02+1. 5 .-2.4 ;0-3 *4 *+,*-, 5 *-4 ,42 8+1(42 ;+22+1.42 (42*+1+-' 201. (4 '03( 4 9+-22/4114 5 +)4* -14 ,+394-3 4 (/:7+-.4-3

δu
5 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4 42. +,032 (011+4

E~�rs vl ��utrnsl �|



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���

;+3 5> )432 LM NOP5 RSS R;
δue ≈

√
δu2 + (8 ln 2)σ2�� .

�T:�
� ./.34 ( =4'4(;,4 5 ,42 3+20,-./012 4D4*./)42 ;0-3 ,42 )+,4-32 4'.3J(42

T =
R 8 4.

T =
X:: 8 (4 ,+ .4(; +3+.-34*012/(+3+42 2-3 ,+ -9-34 _ FF<9 201. 342;4*./)4( 41.

δue ' 0, 33
Q( 2−1 4.

δue ' 4, 72
Q( 2−1 <

� ���: �$ �b �dc gb $b�b#< d� $b �dc "dc A!Ad��c

�� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� �� ��

��� � _ FF<�  !N*ML( - N* /N#N'� M- %1'L( "9ML#'L( - N* (%,' ONM%"# & 8"9(L*$NM%"#( &L (- L/M*"7%, N3 L*%L MLO OL(1'L &)/*%ML( &N#( OL ML� MLP .L /N( - *)(L# M) /"**L(- "#& N'� /'9L( &L &L#(%M) LM &L $%ML((L &"# M OL( %#&%/L((- L/M*N'� ("# M *L(- L/M%$L, L# M
βρ = 4, 5

LM
βv = 3, 5

P .N ML,- )*NM'*L /%# )M%1'L &' 3 N� L(M - *%(L )3 NOL 6 ��� 8 P.L #", 9*L %#(/*%M &N#( OL /"%# %#� )*%L'* 3 N'/� L &L /� N1'L %, N3 L &"## L OL #', )*" &' /N#NO0 (N/� N# M 1' 8%O
 N ��� /N#N'� N' M"MNO &N#( OL /'9L &L &"##)L( P
&42 *0-;42 (42 *-842 (4 (011+42 ,4 ,019 ( =-1 ;,+1 (4 ) /.4224 *012.+1.4 '03( 41. ,42 *+3.42 ;+3 *+1+-' <&+ -9-34 _ FF<� (01.34 *43.+/142 (4 *42 *+3.42 5 /22-42 (- *-84 \\K 2/(-,+ 5 4

T = 100
8 5 4 ;+3./3



��� _ FF�G � ��
��	���� ��H� 	�� 	���� ��� �H���� � �
�� ��H���
(42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 *+3+*.+3/2+2 ;+3 ,42 /1( /*42 2; 4*.3+-'

βρ = 4, 5
4.

βv = 3, 5
< ^1;4-. ) )0/3 *43.+/142 34224(8,+1*42 +)4* ,42 *+3.42 3+4,,4( 41. 08243)+42 (+12 ,+ 3+/4 4 9 R *( �)0/3 ;+34'4(;,4 5]01*+2 LM NOP5 RSS9;� 5 10.+((41. (42 2.3-*.-342 +,,019+42� 4. ( =+-.342 ;,- 2 ( /D-242 < ^1 34(+3*-4+9+,4( 41. *-4 ,42 2.3-*.-342 ;3+241.42 (+12 (42 *+1+-' +(. +*41.2 201. *033+ ,+42 5 4. *- =01 ;+224 ( =-1 *+:1+, 4 , =+-.34 (4 '+�01 *-+2/ *01./1-4 < ? / *4. 4D4. 42. (� 41 ;+3./4 +- '+/. *-4 ,+ ,+394-3 (42 *+1+-' 42.20-2:.743( /*-4 5 ;- /2*-4

δu = 0, 25
Q( 2−1 4. *-4

σ�� ' 0, 91
Q( 2−1 5 01 )0/. *- =/, 4' /2.4 1++1(0/12 (42*033+ ,+./012 41.34 (42 *+1+-' .30; + ,0 /91+2 , =-1 (4 , =+-.34 ;0-3 *-4 , =01 ;-/224 ( /34 *- =/, 2 =+9/. (4 , =4D4. (-,/22+94 .743( /*-4 < /1 4D4. 5 01 + -14 3+20,-./01 4D4*./)4

δu� ' 2, 16
Q( 2−1 5 (4 203.4 *- =01 ;4-. *012/(+343*-4 , =+ ,+39/224( 41. .743( /*-4 24 '+/. 241./3 2-3 -14 ;,+94 ( =41) /301 14-' *+1+-' < &42 *033+ ,+./012 +) /(41.4241.34 ,42 2.3-*.-342 (42 *+1+-' 9S 4. Z: 5 0- 41.34 *4,,42 (42 *+1+-' TX 4. WT 5 ;+3 4'4(;,4 5 201. (01* /22-42(42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 <

� ;+3./3 (42 *-842 (4 (011+42 5 01 ;4-. +9+,4(41. *012.3-/34 ,42 *+3.42 (4 (0(41.2 .4,,42 *- =01 ,42 +(+-1/42 +- *7+;/.34 F_ < � .+1. (011+4 ,+ 34,+./01 �Z: � 5 ,+ *+3.4 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 2/(-,+4 42.

I(X) =

∫
Tb(X , u)du = α

∫
Nu(X , u)du = α

∑

k

Nu(X, uk)δu.

1 4 ( J(4 5 ,42 *+3.42 (42 *41.30
(42 101 103(+,/2+2 4. 103( +,/2+2 201. (011+42 342;4*./)4( 41. ;+3

C(X) = α
∑

k

ukNu(X, uk)δu
4.

C0(X) =

∑
k
ukNu(X , uk)

∑
k
Nu(X , uk)

.

1 +12 ,+ 2-/.4 5 01 '43+ +82.3+*./01 (- '+*.4-3 *012.+1.
α

41 *4 *-/ *01*4314 ,42 *+3.42 (4 , =/1.412/.+ 4. (-*41.30
(4 101 103( +,/2+ 5 41 ;02+1.
α = 1

1-( +3/*-4( 41. <
� ���� �  ! g %B�Bc c�b� %c� %#dc "dc $b �dc " �!=cd  >b=?dc
� ;+3./3 (4 ,4 5 01 ;4-. *0((41*43 4 4'+( /143 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 ( =08243)+8,42 5 *- =/,2 =+9/224 (42 *+1+-' /1( /) /(-4,2 5 *4 *- =01 (+)4,0;;43+ ;0-3 , =42241./4, +- *7+;/.34 _ FFF5 0- (42 *+3.42 (42(0(41.2 5 +-'*-4,,42 01 )+ ;,-2 ;+3./*-,/,34( 41. 2 =/1.+342243 /*/ < & =08 . 4*./' 5 8 /41 41.41(- 5 42. (4 34,/43,42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 (4 *42 08243)+8,42 4 *4,,42 (42 *7+(; .3/( /( 412/0114,2 5 * =42.:4:( /34 +-' /1( /*422;4*.3+-'

βρ
4.

βv
< \0-3 ;30 *+(43 4 *4..4 +1+,)24 5 01 *012.3-/. (42 *-842 (4 (011+42 *03342;01(+1. 4.0-.42 ,42 *0(8/1+/2012 ;022/8,42 (4 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 5 41 24 ;,+�+1. 4 -14 .4(; +3+.-34.);/*-4 (- @�> 5 20/.

T = 100
8 <& =+1+,)24 (42 3+2-,.+.2 42. '+*/,/.+4 ;+3 , =+.-(4 (42 -9-342 _ FF<Z 4. _ FF<X 5 *-/ (01.341. 5 ; 0-3 *43.+/12 (4*42 *-842 2/(-,+2 5 ,42 *+3.42 (4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 5 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+ 4. 103( +,/2+ 5 +/12/ *-4(4-' *+1+-' 41 ) /.4224 : , =-1 +- *41.34 (4 ,+ 3+/4 4. , =+-.34 (+12 -14 +/,4 < \ ,-2 ;3+*/2+(41. 5 ,+ -9-34 _ FF<Z;3+241.4 ,4 *+2 (42 */1* *-842 (4 (011+42 /22-2 (- *7+(; (4 (412/.+

βρ = 4
4. (4 .0-2 ,42 *7+(;2 (4 ) /.4224 5.+1( /2 *-4 ,+ -9-34 _ FF<X *03342;01( +- *+2 (42 */1* *-842 (4 (011+42 *012.3-/.2 4 ;+3./3 (- *7+(; (4) /.4224 ( =/1( /*4 2;4*.3+,

βv = 4
4. (4 .0-2 ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ 5 4 , =4'*4;./01 (- *-84 (4 (412/.+ -1/'03( 4 <&42 24*./012 2-/)+1.42 201. *012+*3+42 4 , =+.-(4 (+.+/,,+4 (4 *42 -9-342 4. (4 *4 *- =4,,42 /(;,/*-41. 41 .43( 42(4 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 <

� ���� ���d�c %�B %��B�  Bd
� ���� �b �gd$�  d "d g#%ccb�$d "d ?�%��d�c %�B %��B�  Bd "b�c ?b ?%A %�d

R � D@0((4 01 , =+ 34( +3*-+ +- (+8-. (- *7+;/.34 _ F5 4. *0((4 ;,-2/4-32 +-.4-32 , =01. (01.3+ �)0/3 ;+34'4(;,4 5?.-.3Q / LM NOP5 RSSW 5 �0,((+1 5 9:::;� 5 -1 ( /,/4- 08243)+ (+12 -14 3+/4 0;./*-4( 41. ( /1*4 ;3+:241.4 -14 *+3.4 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 (01. ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 42. +9+, 4 *4,-/ (- *7+(; (4 (412/.+ 4.30/2 ( /( 412/012 5 4 *01( /. /01 *-4
R/D � 1

5 0D
R

34;3+241.4 ,+ ;,-2 93+1(4 +*74,,4 .3+12)4324 *012/(+3+44.
D

42. ,+ ;30'01(4-3 (- 1-+94 < & =/(41./.+ (42 *0(;03.4(41.2 (42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 PI
4. Pρ

42.41 '+/. )+,+8 ,4 *-4 ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 20/. -14 ,0/ (4 ;-/22+1*4 0- ;+2 5 (,2 ,032 *-4 , =/20.30;/4 42.
�jlvvlmo�r m�yn y{uy��rym t l� �vurslm � �l ��r y klmn tum m�stslyuyn {nuyn q�yy{l v krm�ns�trl qlm ��u�tm ρ ln v |



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���

�ynlymrn{ ryn{xs{l jlyns��ql jlyns��ql y�s� uvrm{ juyuv �lynsuv juyuv p �σv

β
v

=
3
,0

β
v

=
3
,5

β
v

=
4
,0

β
v

=
4
,5

β
v

=
5
,0

��� � _ FF<Z  �'L (# M� )M%1'L &L( /N*ML( & 8"9(L*$N9OL( - "'* OL( /'9L( &L &"##)L( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &'/� N,- &L &L#(%M)
βρ = 4

LM &L( /%#1 /� N,- ( &L $%ML((LP !� N1'L O%3 #L /"**L(- "#& 6 O 8'# L &L( $NOL'*( &L
βv

0 LM OL( &%� )*L# ML( /"O"##L( *L- *)(L# ML# M *L(- L/M%$L, L# M O 8%# ML#(%M) %# M)3 *)L0 OL /L# M*"�&L #"# #"*, NO%()0OL /L# M*"�&L #"*, NO%()0 '# /N#NO N' /L# M*L &L ON *N%L LM '# /N#NO 6 �
σv

&' /L# M*L &L ON *N%LP



��G _ FF�� � F�����	�� 	���� ���

�ynlymrn{ ryn{xs{l jlyns��ql jlyns��ql y�s� uvrm{ juyuv �lynsuv juyuv p �σv

β
ρ

=
3
,0

β
ρ

=
3
,5

β
ρ

=
4
,0

β
ρ

=
4
,5

β
ρ

=
5
,0

��� � _ FF<X  �'L (# M� )M%1'L &L( /N*ML( & 8"9(L*$N9OL( - "'* OL( /'9L( &L &"##)L( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &'/� N,- &L $%ML((L
βv = 4

LM &L( /%# 1 /� N,- ( &L &L#(%M) #"# '#%� "*, L( P !� N1'L O%3# L /"**L(- "#& 6 O 8'# L &L($NOL'*( &L
βρ

0 LM OL( &%� )*L# ML( /"O"##L( *L- *)(L# ML# M *L(- L/M%$L, L# M O 8%# ML#(%M) %# M)3 *)L0 OL /L# M*"�&L #"##"*, NO%()0 OL /L# M*"�&L #"*, NO%()0 '# /N#NO N' /L# M*L &L ON *N%L LM '# /N#NO 6 �
σv

&' /L# M*L &L ON *N%LP



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���
+22-3+4 < @4..4 ;30;3/+.+ (42 ( /,/4-' 0;./*-4(41. ( /1*42 42. ;-/22+1.4 *+3 4,,4 ; 43( 4. +/12/ (4 (+(-/34( /34*.4( 41. ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (- *7+(; (4 (412/.+ /1.432.4,,+/34 41 .30/2 ( /( 412/012 4 ;+3./3 (4208243)+./012 5/ ,( 493441 LM NOP5 9:: R; <
&42 *+,*-,2 (- *7+;/.34 _ F 01. '0-31/ ,4 ; 41(+1. (4 *4..4 ;3+( /*./01 (+12 , =42;+*4 3+4, 5 41 (01.3+1. *-4, =4';02+1. (4 6-32. (4 ,+ *+3.4 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 +.+/. ,/+ 4 *4,-/ (- *7+(; (4 (412/.+ ;+3

HI = Hρ +
1

2

;0-3
Hρ < 1/2

4.
HI = 1

;0-3
Hρ > 1/2.

&+ ;34( /,34 34,+./01 24 .3+(-/. 4D4*./)4( 41. 5 *0((4 01 , =+ )- 5 ;+3 , =+9+,/.+ (42 /1( /*42 2; 4*.3+-'
βI = βρ

54. * =42. *4..4 +9+,/.+ *-4 102 2/(-,+./012 *01- 3( 41. < ^1 )0/. 2-3 ,+ ;34( /,34 *0,0114 (4 ,+ -9-34 _ FF<Z *-4,42 ( /D+341.42 *+3.42 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 201. 2412/8,4( 41. /(41./*-42 5 *-4, *-4 20/. ,4 *7+(; (4 ) /.4224-./,/2+ ;0-3 *012.3-/34 ,4 *-84 (4 (011+42 5 *4 *-/ (01.34 (+. 4 *-4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 14 (+;41( /*/ *-4 (-*7+(; (4 (412/.+ < &42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 *03342;01(+1. 4 *42 */1* *+3.42 201. +9+,4( 41. /(41./*-42 ,42-12 +-' +-.342 < <-1 (4 (01.343 *- =/,2 01. 8/41 ,+ '03( 4 (4 ,0 /2 (4 ;-/22+1*4 4. *-4 ,4-32 /1( /*42 2;4*.3+-'201. +9+-' 4 *4,-/ (- *7+(; (4 (412/.+ +220 */+ 5 01 *012.3- /. ,+ -9-34 _ FF<U 5 *-/ (01.34 ,42 2;4*.342 (4;-/22+1*4 (42 *+3.42 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 '03( +1. ,+ ;34( /,34 *0,0114 (4 ,+ -9-34 _ FF<X < ^1 )0/. *- =/, 2 =+9/.4D4*./)4( 41. (4 ,0 /2 (4 ;-/22+1*4 5 4. *- =01 + 8/41 , =+9+,/.+ (42 /1( /*42 2; 4*.3+-'
βI = βρ

<

k−3,0

k−3,5

k−4,0

k−4,5

k−5,0

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

��� � _ FF<U  �- L/M*L( &L - '%((N#/L &L( /N*ML( & 8%# ML#(%M) %# M)3 *)L /"#(M%M'N# M ON - *L,%+*L /"O"## L &L ON
� 3'*L _ FF<X P .L( , L('*L( ("# M *L- *)(L# M)L( - N* OL( O"(N#3 L( P .L( &*"%ML( /"**L(- "#&L# M 6 &L( O"%( &L - '%((N#/L&"# M OL( � "*, L( ("# M %#&%1')L( L# *L3 N*& P
& =/1.412/.+ /1.+93+4

I
42. +9+,4 5 (+12 ,4 *+2 *012/(+3+ 5 4. +)4* ,+ *01)41./01

α = 1
5 4 ,+ (412/.+ (4 *0,0114

N
5 *- =/, 42. 8/41 +) /(4((41. ;022/8,4 (4 2/(-,43 /*/ ( /34*.4( 41. 4 ;+3./3 (- *-84 (4 (412/.+ 5

N(X) =
∑

k

ρ(X , zk)δz.

& =/(41./.+ (4 ,+ (412/.+ (4 *0,0114 4. (4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 (+12 102 2/(-,+./012 42. /,,-2.3+4 2-3 ,+ - :9-34 _ FF<T 5 *-/ *0(;+34 ,+ (412/.+ (4 *0,0114 (- *-84 (4 (412/.+
βρ = 4

+)4* , =/1.412/.+ /1.+93+4 (- *-84(4 (011+42 *012.3- /. 4 ;+3./3 (42 ;+3+( ,.342
βρ = 4

4.
βv = 3

< ^1 )0/. *-4 ,42 (4-' /( +942 201. /(41./*-42 5+- 1/)4+- (4 (+.+/, 08243)+8,4 /*/ < �4( +3*-012 *-4 ,+ ;,-2 93+1(4 +*74,,4 .3+1)4324 *012/(+3+4 42.
R = D

<&4 '+/. *- =01 .30-)4 4'+*.4( 41. ,4 3+2-,.+. +..41(- (+12 ,+ ,/( /.4
R � D

24 .-2./-4 41 08243)+1. *-4 ,42+*74,,42 /1.43)41+1. ( +.03/.+/34(41. (+12 ,42 *+3.42 +.-( /+42 /*/ 201. 8/41 ;,- 2 ;4./.42 *-4
D

<
� ���� �= �gd$�  d "d g#%ccb �$d "d ?�%��d�c %�B %��B�  Bd "b�c ?b ?%A %�d

R � D
� , =/1)4324 5 ,4 '+/. *- =01 ( /2;024 (42 *-842 (4 (412/.+ .3/( /( 412/0114,2 ; 43(4. (4 .42.43 ,+ ,/( /.4 ( =-1 1-+94.3,2 ; 4- ;30'01( 5 20/.

R � D
5 41 +.-( /+1. -14 *0-;4 8/( /( 412/0114,,4 (4 , =-1 (4 *42 *-842 < �7+03/*-4(41. 5*4,,4:*/ (0/. 34;3+241.43 2.+./2./*-4( 41. ,4 *-84 41./43 5 4. 201 4';02+1. (4 6-32.

Hc
(0/. (01* J.34 +9+, 4



��� _ FF�� � F�����	�� 	���� ���

��� � _ FF<T  � L#(%M) &L /"O"## L &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 4

46 3 N'/� L5 LM %# ML#(%M) %# M)3 *)L
I

&' /'9L &L&"##)L( /"**L(- "#&N# M 6
βρ = 4

LM
βv = 3

46 &*"%ML5 P

Hρ
< � .+1. (011+ ,4 ,/41 41.34 4';02+1. (4 6-32. 5 /1( /*4 2; 4*.3+, 4. ( /( 412/01 (4 , =42;+*4 5 , =/1( /*4

βc
(4*4..4 *0-;4 8/( /( 412/0114,,4 42. (011+ ;+3

βc = 2Hc + 2 = 2Hρ + 2 = βρ − 1.
�1 4'4(;,4 (4 *4. 4D4. 42. (01.3+ 2-3 ,+ -9-34 _ FF<W ;0-3 -14 .3+1*74 (4 R ;/'4, (4 ,+394 4'.3+/.4 (-*-84 .3/( /( 412/0114, (4 (412/.+ *+3+*.+3/2+ ;+3

βρ = 4
< ^1 ) )0/. ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 *4..4 .3+1*74 5

( 0)411+ +3 /(-.+,4(41.� 5 +/12/ *- =-1 +.-2.4( 41. 41 ,0/ (4 ;-/22+1*4 < & =/1( /*4 2; 4*.3+, 08.41- 5
βc ' 3, 1442. ,+9,34( 41. ; ,-2 93+1( *-4 *4,-/ +..41(- 5 ;-/2*-4

βρ − 1 = 3
< @4*/ ; 4-. 24 *0(;341(34 41 34( +3*-+1.*-4 ,+ *0-;4 (+12 ,4 *-84 1 =42. ;+2 ;+3'+/.4( 41. 8/( /( 412/0114,,4 5 ( +/2 *- =4,,4 ;022,(4 1+*422+/34( 41. -14*43.+/14 ,+394-3 /1.3/1 2,*-4 < 1 =+/,,4-32 5 2/ , =01 +)+/. 34;3+241.+ , =4124(8,4 (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 *0((4-1 1-+94 (4 ;0/1.2 5 * =42.:4:( /34 2+12 '+/34 (4 (0)4114 +3 /(-.+,4 5 01 +-3+/. 08243)+ -14 ( /2; 432/01 ;,-2;30101*+4 +-' ;4./.42 +*74,,42 5 *0(;+3+8,42 4 *4..4 ,+394-3 /1.3/1 2,*-4 <

k−3,14

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

��� � _ FF<W  .N � 3'*L &L 3 N'/� L - *)(L# ML '#L /"'- L 9%&%, L#(%"##LO OL L� M*N%ML &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 4

P.N � 3'*L &L &*"%ML ,"# M*L OL (- L/M*L &L - '%((N#/L &L /LO OL7/%0 , "L##) N� %, ' MNOL, L# M 4O"(N#3 L(5 0 N%#(%1' 8'# N2 '(ML, L# M L# O"% &L - '%((N#/LP

� ���� �$ @ b �c %� %! � d��  d ?dc "d#<  B� %Adc
&, 42. +9+,4( 41. /1.+3422+1. ( =+.-( /43 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 ( =-14 .3+1*74 (+12 ,4 3+9/(4 /1.43( +( /+/3441.34 ,42 (4-' *+2 ;3+241.+2 ; ,-2 7+-. < � *4..4 -1 5 01 *+,*-,4 ,42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 .3+1*742 (- *-84

��y suttlvvl �� krv m kuxrn ql 	ursl vu � ��lyyl m�s vlm uyylu� ql y���sl q k�yql k ��ymnuyn |



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ��I
(4 (412/.+ 5 (4 ,+394-3

d
*30/22+1.4 < &42 3+2- ,.+.2 201. ;3+241.+2 2-3 ,+ -9-34 _ FF<S *-/ (01.34 ,42 2; 4*.342(4 ;-/22+1*4 (4 (4-' .3+1*742 (- *-84 (4 (412/.+ ( =/1( /*4

βρ = 5
5 0D , =01 + 20(( + 342; 4*./)4(41. X 4.R: ;,+12 (- *-84 < ^1 08243)4 *-4 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 201. *0-38+2 5 +)4* -1 /1( /*4 2;4*.3+,

βρ
+-';4./.42 +*74,,42 4.

βρ − 1
+-' 93+1(42 +*74,,42 < &+ .3+12/./01 + ,/4- 4 -14 '3+*-41*4 2;+./+,4

kd = 1/2d4. '0-31/. -14 ( +.70(4 ; 43(4..+1. (4 (+.43( /143 ,+ ;30'01(4-3 (- ( /,/4- 08243)+ < @ =42. +/12/ *- =/ ,( 4:93441 5/ ,( 493441 LM NOP5 9:: R; + ;- (+.43( /143 , =+;+/224-3 (4 ,+ *0-*74 (4 9+3 � � (+12 ,4 93+1( 1-+94 (4> +94,,+1 �&>@ � < �+*/;30*-4( 41. 5 , =+8241*4 ( =-14 .4,,4 *0-38-34 (+12 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 , =+( /2:2/01 (- �� 9+,+*./*-4 4 93+1(4 +*74,,4 2-99,34 *-4 , =+;+/224-3 (- ( /,/4- 08243)+ 42. 8/41 ;,-2 93+1(4 *-4,+ .+/,,4 (42 *+3.42 ( /2; 01/8,42 5 (4 , =03(34 (4 9X ;* (+12 ,4 *+2 (42 1-+942 4 7+-.4 ,+./.-(4 08243)+2 ;+3> /) /,,4:142*7J142 5> /) /,,4:1 42*7J142 LM NOP5 9::�+; <@4 3+2-,.+. 42. +9+,4(41. ; 43./141. *-+1. +-' +.-(42 (42 ( /,/4-' 0;./*-4( 41. +;+/2 �.4,2 *-4 ,42 1-+942(0,+*-,+/342� 0D , =+( /22/01 08243)+4 ;30) /41. (4 ,+ 3+9/01 ,+ ;,- 2 41 2-3'+*4 (- 1-+94 < 1+12 *4 *+2 5 , =/1( /*42;4*.3+, ( 42-3+ 2-3 ,+ *+3.4 ( =+(/22/01 /1.+93+4 ( =-1 .3+*4-3 0;./*-4( 41. +;+/2 (4)3+/. J.34 ;,- 2 ;30 *74(4
βρ − 1

<

k−5 k−5

k−4 k−4

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 ���� � _ FF<S  �- L/M*L( &L - '%((N#/L &L /N*ML( 9%&%, L#(%"##LO OL( /"#(M*'%ML( L# (",, N# M *L(- L/M%$L, L# M /%# 1- ON#( 4� 3'*L &L 3 N'/� L5 LM &%� - ON#( 4� 3'*L &L &*"%ML5 /"#()/' M%� ( L� M*N%M( &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 5

P .L(, L('*L( ("# M %#&%1')L( - N* &L( O"(N#3 L(0 LM OL( &*"%ML( *L- *)(L# ML# M OL( *)3 %, L( O%, %ML(
R � d

LM
R � d

P.L( - "%# M%O O)( /"**L(- "#&L# M N' #", 9*L & 8"#&L &L ON M*N#(%M%"#
kd = 1/2d

P

� ���� �d��  !�"dc "d > %�dccd
� ���� �b �B  %�$b� %! � "dc B�b ?%�Bc

βC = βC0 = βv&+ ,/( /.4 (42 ; 4./.42 [-*.-+./012 (4 (412/.+
σρ < ρ0

+.+1. 2+./2'+/.4 (+12 .0-2 ,42 *-842 (4 (412/.+ 5 /, 42.,+9/./( 4 (4 )0-,0/3 )+3/-43 *-4 ,42 *41.30 
(42 (4 ) /.4224 5 *- =/,2 20 /41. 103(+,/2+2 0- 101 5 ;3+241.41. (422;4*.342 (4 ;-/22+1*4 41 ,0/ (4 ;-/22+1*4 5 +)4* (42 /1( /*42 2;4*.3+-'
βC

4.
βC0

.0-2 (4-' +9+-' 4 , =/1( /*42;4*.3+,
βv

(- *7+(; (4 ) /.4224 20-2:. +*41. <&42 *+3.42 (4 *41.30
(42 ;3+241.+42 2-3 ,+ -9-34 _ FF<X (01.341. (+. 4 *,+/34( 41. *-4 ,4 *7+(; (4 (412/.+ 1 =+;+2 ( =/1[-41*4 2-3 ,+ 2.3-*.-34 (4 *42 *+3.42 5 ;-/2*- =4,,42 201. .0-.42 /(41./*-42 < ^1 34( +3*-4 ( =+/,,4-32 *-4,+ 103( +,/2+./01 14 (0( /-4 ;+2 *4..4 2.3-*.-34 < 1+12 ,4 *+(34 (4 *42 2/(-,+./012 5 ,42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42(42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 201. (01* 42241./4,,4( 41. (+.43( /1+2 ;+3 ,4 *7+(; (4 ) /.4224 < \ ,-2 ;3+*/2+(41. 52/ , =01 *012.3-/. ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 (4 *41.30 
(42 101 103( +,/2+2 34;3+241.+42 2-3 ,+-9-34 _ FF<Z 5 * =42.:4:( /34 ;0-3
βρ = 4

4. .0-.42 ,42 )+,4-32 (4
βv

5 01 08./41. ,+ -9-34 _ FF<R: 5 *-/ (01.34*-4 ,42 /1( /*42 2; 4*.3+-'
βC

4.
βC0

201. 8/41 +9+-' +-' /1( /*42
βv

(42 *7+(;2 (4 ) /.4224 <@4 3+2-,.+. 5 08.41- +)4* -1 *7+(; (4 (412/.+ *+3+*.+3/2+ ;+3 -1 /1( /*4 2;4*.3+,
βρ = 4

5 42. )+3/-+ *-4, *-420/. ,4 *7+(; (4 (412/.+ -./,/2+ < & =+.-2.4( 41. (4 ,0/2 (4 ;-/22+1*4 2-3 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42(4 *41.30
(42 '0-31/. .0-.0-32 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (- *7+(; (4 ) /.4224 < @4;41(+1. 5 /, '+-. 34(+3*-43 *-4 *42( 42-342 201. '+/.42 2-3 ,42 ( 0)41142 +3 /(-.+,42 (42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 < /1 4D4. 5 4. *0((4 ,4 (01.34 ,+-9-34 _ FF<RR 5 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 34;3+241.+2 20-2 ,+ '03( 4 (4 1-+942 (4 ;0/1.2 ;4-)41. J.34 +D4*.+2( =-14 '03.4 ( /2; 432/01 < ^1 10.4 *-4 *4..4 ( /2; 432/01 +-.0-3 (4 ,+ ,0/ (4 ;-/22+1*4 (+*30 �. *-+1( ,4 2;4*.34



��� _ FF�� � �����
	��� �� � 	�����

k−3,0

k−3,5

k−4,0

k−4,5

k−5,0

k−3,0

k−3,5

k−4,0

k−4,5

k−5,0

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 ���� � _ FF<R:  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %, ' MNOL, L# M0 &L( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()(46 3 N'/� L5 LM #"*, NO%()( 46 &*"%ML5 /"#(M%M'N# M *L(- L/M%$L, L# M OL( &L'� %+, L LM M*"%(%+, L /"O"## L( &L ON
� 3'*L _ FF<Z P .L( , L('*L( ("# M *L- *)(L# M)L( - N* OL( O"(N#3 L( P .L( &*"%ML( /"**L(- "#&L# M 6 &L( O"%( &L - '%((N#/L&"# M OL( � "*, L( ("# M %#&%1')L( L# *L3 N*& &L /� N/'# L &L( /"'*9L( P
(4 ;-/22+1*4 (- *7+(; (4 (412/.+ (4) /41. ;,-2 3+/(4� 5 4. (+12 ,+ ,/( /.4 ( =-1 *7+(; (4 (412/.+ -1/'03( 4 501 34.30-)4 ,+ ( /2; 432/01 1-,,4 *+3+*.+3/2./*-4 (4 , =/20.30; /4 < �+*/;30*-4( 41. 5 ;0-3 -1 /1( /*4

βρ
(011+ 5,42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 (4 *41.30
(42 201. ;,-2 ( /2; 432+2 ;0-3 (42 )+,4-32 (4

βv
;,-2 93+1(42 <@4*/ ;4-. 2 =4';,/*-43 ;+3 ,4 '+/. *-4 ,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 24 ( +1/'42.41. ; ,-2 *,+/34( 41. ,032*-4 ,4*7+(; (4 ) /.4224 42. ; ,-2 ,/224 <

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 ���� � _ FF<RR  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 #"# , "L##)( N� %,' MNOL, L# M0 &L( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()(/"**L(- "#&N# M N'� /� N,- ( &L $%ML((L
βv = 3, 5

46 3 N'/� L5 LM
βv = 4, 5

46 &*"%ML5 P �'* /� N1'L � 3'*L0 "# N*L- *)(L# M) OL( &"##)L( %(('L( &L M*"%( /'9L( &L &L#(%M)0 ("%M
βρ = 3

4L# #"%*0 � "*ML &%(- L*(%"#5 0 βρ = 4
4L#3 *%(5 LM OL /'9L &L &L#(%M) '#%� "*, L 4L# #"%*0 (N#( &%(- L*(%"#5 P

� ���� �= ��� #d�$d "dc " %�B  d ��c gb bAh�  dc
F������� �� �H ��� �� �H���� � 	��� 	���
&42 *01( /. /012 (4 )+,/( /.+ (4 *4 3+2- ,.+. (0/)41. J.34 (+.43( /1+42 5 ,42 2/(-,+./012 '+/.42 .-2*- =4 ;3+241.14 34;3+241.+1. *- =-14 ;4./.4 ;+3./4 (42 *01( /. /012 ;022/8,42 ;0-3 ,42 ;+3+( ,.342 (- ;308 ,,(4 < ^1 (+2/34+)+1. .0-. )+3/-43 *-4 ,4 3+2-,.+. 342.4 )+,+8,4 *-4,,4 *-4 20/. ,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 5 *0((4 ,4 2-99,34, =+*3/.-34 (- *41.30
(4 20-2 ,+ '03(4 ( =-14 /1.+93+,4 (- ;30(-/.

ρv
< \0-3 *4,+ 5 01 *70/2/. +38/.3+/34( 41. -1*7+(; (4 (412/.+ ( =/1( /*4

βρ
4. -1 *7+(; (4 ) /.4224 ( =/1( /*4

βv
5 4. 01 *012.3-/. 5 (4 ,+ ( +1/,34 (+*3/.4 ;,-2


j klmnopoqrsl ��uyq vl ��u�t ql qlymrn{ v� ro� 	�l qlz rlyn tv�m vrmml |



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���
7+-. 5 ,42 *-842 (4 (011+42 *03342;01(+1. 4 -14 2+3/4 (4 .4(; +3+.-342 ( /D+341.42 < &42 /1( /*42 2;4*.3+-'(42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 101 103(+,/2+2 *+,*-,+2 4 ;+3./3 (4 *42 *-842 201. 34;03.+2 2-3 ,+ -9-34 _ FF<R9 <^1 )0/. *,+/34( 41. *-4

βC
42. /1(+;41(+1. (4 ,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 < <-' /1 *43./.-(42 ;3,2 5 01 34.30-)4

βC = βv
5 41 34( +3*-+1. *-4 , =4334-3 2)2.+(+./*-4 2 =/1.43;3,.4 *0((4 -14 ;34-)4 (4 , =/1(+;41(+1*4 (42*+3.42 (- *41.30
(4 ) /2:4:) /2 (4

T
<

T �� �

β
C

��� � _ FF<R9  �#&%/L( (- L/M*N'� , L('*)( ('* OL( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &L(/'9L( &L &L#(%M)
βρ = 3, 5

LM &L $%ML((L
βv = 4, 5

0 L# � "#/M%"# &L ON ML,- )*NM'*L /%#)M%1'L ' M%O%()L0 L# M*L
T = 1 � LM

T = 1000 � P .L( 9N**L( & 8L**L'* *L/"'$*L# M ON $NOL'* NMML#&'L
βC = 4, 5

P
v0 = −30 �� m−1 v0 = −10 �� m−1 v0 = 0 �� m−1 v0 = 10 �� m−1 v0 = 30 �� m−1

��
�
�
�
���
�

�
��
�
�
���
�

��
�
�
�
���
�

��� � _ FF<R�  !N*ML( &L( /L# M*"�&L( &L $%ML((L #"*, NO%()( 4O%3# L &' � N' M5 LM #"# #"*, NO%()( 4O%3 #L &' 9N(5/"**L(- "#&N# M N'� /'9L( &L &"##)L( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 3, 5

LM &L( /'9L( &L $%ML((L
βv = 4, 5

,"&%� )( &L � N�"# 6 "9ML#%* '#L $%ML((L ,"L##L
v0

%# &%1')L N' &L(('( &L /� N1'L /" O"##LP

F������� �� �H � 	����� �
����� v0/1 *4 *-/ *01*4314 , =/1[-41*4 (42 ;+3+( ,.342 1-( +3/*-42 *+3+*.+3/2+1. ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 54 2+)0/3
ρ0

5
σρ

5
v0

4.
σv

5 ,4 ;34( /43 .42. 4D4*.-+ 42. , =/1.30(-*./01 ( =-14 ) /.4224 (0)4114 101 1-,,4 < ^1 24(0114 (01* -14 2+3/4 (4 *-842 (4 ) /.4224 41 +.0-.+1. ( /D+341.42 *012.+1.42
v0

+- *-84 (+. 4 *012.3- /. 4.*+3+*.+3/2+ ;+3
βv = 4, 5

< &+ -9-34 _ FF<R� (01.34 5 41 '01*./01 (4
v0

5 , =+)0,-./01 (42 *+3.42 (42 (4-' .);42(4 *41.30
(42 *012.3-/.2 4 ;+3./3 (4 *42 *-842 (4 ) /.4224 (0( /-+2 4. (- *-84 (4 (412/.+
βρ = 3, 5

<
^1 34( +3*-4 10.+((41. *-4 ,+ 2.3-*.-34 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 *7+194 ,+9,34(41. +)4* ,+ ) /.4224(0)4114 5 +,032 *-4 ,42 *41.30 
(42 103( +,/2+2 24(8,41. /1(+;41(+1.2 (4

v0
< \0-3 ;3+*/243 *4 *0(;03.4( 41.41 .43( 42 2.+./2./*-42 5 01 ;3+241.4 2-3 ,+ -9-34 _ FF<RZ ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 5 ( 0)411+2 +3 /(-.+,4(41. 5(4 2/' (42 ( /' *+3.42 (4 ,+ -9-34 _ FF<R� 5 4 2+)0/3 *4,,42 (42 (4-' .); 42 (4 *41.30 
(42 (4 ) /.4224 (+12 ,42 *+2



��� _ FF�� � �����
	��� �� � 	�����

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 �

C C0

��� � _ FF<RZ  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %,' MNOL, L# M0 &L( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()( 463 N'/� L5 LM #"*, NO%()( 46 &*"%ML5 /"**L(- "#&N# M N'� /'9L( &L &"##)L( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &' /'9L &L &L#(%M)
βρ = 3, 5

LM &L( /'9L( &L $%ML((L
βv = 4, 5

,"&%� )( &L � N�"# 6 "9ML#%*
v0 = −30

Q( 2−1 4O"(N#3 L(5 LM
v0 = +30

Q( 2−1 4/*"%�5 P .N /"'*9L L# M*N%M - OL%# /"**L(- "#& N' /N(
v0 = 0

Q( 2−1 P
( =-14 )+,4-3 1-,,4 4. ( =-14 )+,4-3 4'.3J(4 (4 ,+ ) /.4224 (0)4114 < @ ,+/34( 41. 5 , =+9+,/.+

βC = βv
42. ( /2441 (+'+-. ,032*-4 ,+ ) /.4224 (0)4114 ;341( (42 )+,4-32 101 1-,,42 5 .+1( /2 *- =01 + .0-.0-32

βC0 = βv
<

� .+1. (011+4 ,+ '03( 4 �XW� (4 ,+ '01*./01 ( =+-.0 *033+ ,+./01
AC

5 ,+ (+;41(+1*4 41
v0

(4 ,+ 2.3-*.-34 (42*+3.42 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 42. +) /(4((41. ,/+4 +- .43( 4
v2
0Mρ,ρ

< ^1 ,4 )+3/-4 .0-. ( =+803( 41(01.3+1. 5 2-3 ,+ -9-34 _ FF<RZ 5 *-4 ,4 2/914 (4
v0

42. 2+12 /(;03.+1*4 < 1 =+-.34 ;+3. 5 2/ , =01 (4)+/. *012.3-/34,+ *-+1./.+
AC − v2

0AI
5 20 /. PC − v2

0PI
(+12 , =42;+*4 (4 20-3/43 5 01 2 =+..41(3+/. 4 34.30-)43 ,4 2; 4*.34 (4;-/22+1*4 (4 ,+ *+3.4 (- *41.30 
(4 101 103( +,/2+ (+12 ,4 *+2

v0 = 0
< &+ -9-34 _ FF<RX 24(8,4 (01.343,+ )+,/( /.+ (4 *4..4 +1+,)24 5 8/41 *-4 ,4 2; 4*.34 08.41- 20/. 41.+*7+ ( =-14 ( /2; 432/01 +2243 /( ;03.+1.4� </1 *4 *-/ *01*4314 ,42 *41.30 
(42 103( +,/2+2 5 ,4 *+,*-, (4 ,+ '01*./01 ( =+-.0*033+ ,+./01

AC0

+ +.+ ;0-22++- 24*01( 03(34 41 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 5 *4 *-/ ;43( 4. (4 )0/3 *-4 ,4 .43( 4
v2
0Mρ,ρ

42. 2-;;3/( + < ^1*0(;341( +,032 *-4 ,+ ) /.4224 (0)4114 1 =+D4*.4 ;+2 5 24(8,4:.:/, 5 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 *03342;01(+1.2 <^1 )+ )0/3 *4,+ ;,-2 41 (+.+/, (+12 *4 *-/ 2-/. <

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

��� � _ FF<RX  �- L/M*L &L - '%((N#/L0 , "L##) N� %,' MNOL, L# M0 &L ON /N*ML &L( /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()( &N#(OL /N(
v0 = ±30

Q( 2−1 4#"MNM%"#( &L ON � 3'*L _ FF<RZ5 0 /"**%3 ) & 8'# ML*, L
v2
0PI

0 "� PI
L(M OL (- L/M*L &L- '%((N#/L &L O 8%# ML#(%M) %# M)3 *)L /NO/' O)L ('* OL , �, L /'9L &L &"##)L( P .N /"'*9L L# M*N%M - OL%# *L- *)(L# MLM"'2 "'*( OL /N( &' /L# M*"�&L #"# #"*, NO%() &N#( OL /N(

v0 = 0
Q( 2−1 P

F������� ��� ��� 	��� �����H� 	
�� �� ����	��
�4)41+1. +- *+2 (42 *41.30 
(42 101 103( +,/2+2 5 ,+ (0( /-*+./01 (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 PC

(- '+/. (4 ,+;3+241*4 ( =-14 ) /.4224 (0)4114 101 1-,,4 5 (01. , =03/9/14 42. (01* ,4 .43( 4
v2
0Mρ,ρ

(+12 , =4';3422/01 (4
AC

5(0/. ;+3 *012+*-41. (+;41(34 (42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 (- *7+(; (4 (412/.+ < �02 2/(-,+./012 ; 43( 4..41.
�jlnnl qrmt lsmr�y lmn rmm�l ql �lvvl u�l�nuyn vl mt l�nsl ql t�rmmuy�l ql vu �usnl qlm �lyns��qlm � y�y ���lyy{ u� r��nuvl� lyn |



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���
( =+.-( /43 *4..4 (+;41(+1*4 5 41 *012.3-/2+1. (42 *+3.42 (4 *41.30 
(42 (4 ) /.4224 4 ;+3./3 ( =-1 *-84 (4 ) /.4224(4 (0)4114 101 1-,,4 4. (4 ( /)432 *-842 (4 (412/.+ < @ =42. *4 *-4 (01.34 ,+ -9-34 _ FF<RU 5 2-3 ,+*-4,,4 01 ;4-.)0/3 *-4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (4 ,+ *+3.4 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 42. 41 '+/. (011+ ;+3 ,4 ; ,-2 ;4./. (42(4-' /1( /*42

βρ
4.

βv
5 .+1( /2 *-4 ,42 *+3.42 (42 *41.30 
(42 103( +,/2+2 (01141. 41*034

βC0 = βv
< <-.34( 41.( /. 5 ,42 *01.3/8-./012 (4 ,+ (412/.+ +- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 (4 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 (0( /141.,42 *01.3/8-./012 */1+(+./*-42 ;-342 (,2 ,032 *-4

βρ < βv
5 *4 *-/ 2 =/1.43;3,.4 4 , =+/(4 ,+ -9-34 _ FF<RT < ?-3,+ -9-34 (4 9+-*74 5 01 )0/. *-4 ,+ ;-/22+1*4 *03342;01(+1. +-' [-*.-+./012 (4 (412/.+ 42. 4D4*./)4( 41.;,-2 /(;03.+1.4 *-4 *4,,4 *03342;01(+1. +-' 2.3-*.-342 41 ) /.4224 4 ,+ ( J(4 +*74,,4 5 2/ , =01 +

βρ < βv
< /134)+1*74 5 01 ;342241. *-4 2/ , =01 ( /( /1-4 9,08+,4(41. , =+(;,/.-(4 (42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ *-4, *-4 20/.,4-3 2;4*.34 5 *0((4 2-3 ,+ -9-34 (4 (30/.4 5 +,032 01 (4)3+/. 34.30-)43 , =+9+,/.+

βC = βv
< \0-3 ,4 )+3/-43 501 (01.34 5 2-3 ,+ -9-34 _ FF<RW 5 , =+)0,-./01 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,

βC
41 '01*./01 (- 3+;;03.

σρ/ρ0
5 ;0-3 -1

*-84 (4 (412/.+
βρ = 3, 5

4. -1 *-84 (4 ) /.4224
βv = 4, 5

+)4* -14 ) /.4224 (0)4114
v0 = 30

Q( 2−1 <

k−3,0

k−3,5

k−4,0 k−4,0

k−4,0

k−4,0

k−4,0 k−4,0

βρ = 5, 0βρ = 4, 5

βρ = 3, 5βρ = 3, 0

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

��� � _ FF<RU  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %, ' MNOL, L# M0 &L( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()(4O"(N#3 L(5 LM #"*, NO%()( 4/*"%�5 /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &' /'9L &L $%ML((L /N*N/M)*%() - N*
βv = 4, 0

LM
v0 =

30
Q( 2−1 LM &L 1'NM*L /'9L( &L &L#(%M)P .L( &*"%ML( *L- *)(L# ML# M &L( O"%( &L - '%((N#/L( &"# M OL( � "*, L(("# M %# &%1')L( P



��� _ FF�� � �����
	��� �� � 	�����

ln k

ln
[P

(k
)]

ln
[P

(k
)]

ln k

k−βv

k−βρ

k−βρ

k−βv

��� � _ FF<RT  �# ML*- *)MNM%"# &L O 8L� LM "9(L*$) ('* ON � 3'*L _ FF<RU P .L M*N%M - OL%# *L- *)(L# ML OL (- L/M*L &L- '%((N#/L &' /� N,- &L $%ML((L LM OL( M%*LM( OL (- L/M*L &L - '%((N#/L &' /� N,- &L &L#(%M)0 - "'* &%� )*L# ML($NOL'*( &L O 8%#&%/L
βρ

P .N - '%((N#/L /"# ML#'L &N#( OL( � '/M'NM%"#( &L $%ML((L L(M ON , �, L ('* OL( &L'�
� 3'*L( P .N - '%((N#/L /"**L(- "#&N# M N'� � '/M'NM%"#( &L &L#(%M) L(M - O'( %,-"*MN# ML ('* ON � 3'*L &L 3 N'/� L1'L ('* ON � 3'*L &L &*"%MLP

σρ/ρ0

β βC

βC0

��� � _ FF<RW  � $" O' M%"# &L( %#&%/L( (- L/M*N'�
βC

4O"(N#3 L(5 LM
βC0

4/*"%�5 L# � "#/M%"# &' *N-- "*M
σρ/ρ0

0- "'* '# /'9L &L &L#(%M) & 8%#&%/L (- L/M*NO
βρ = 3, 5

LM '# /'9L &L $%ML((L
βv = 4, 5

&"# M ON $NOL'* , "L## LL(M
v0 = 30

Q( 2−1 P .L( - "%# M%O O)( %#&%1'L# M OL( N(,- M"ML( 6
β = 3, 5

LM
β = 4, 5

P
^1 ;4-. ) )0/3 *- =4D4*./)4( 41. 5 (+12 ,+ ,/( /.4 (42 ; 4./.42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 5 01 34.30-)4 ,4 3+2-,.+.
βC = βv

5 4. *- =41 34)+1*74 5 ,032*-4 *42 [-*.-+./012 (4) /41141. .30; /(;03.+1.42 5 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (4,+ *+3.4 (42 *41.30
(42 101 103(+,/2+2 ;341( ,+ )+,4-3 (4
βρ

< & =7);0.7,24 (42 ; 4./.42 [-*.-+./012 (4(412/.+ 5 *- =01 +)+/. -./,/2+4 *0((4 *01( /. /01 (4 )+,/( /.+ ( =-1 (+)4,0;;4( 41. ,/( /.+ +- *7+;/.34 _ 5 42.(01* 1+*422+/34 41 ;3+./*-4 2/ , =01 )4-. 34.30-)43 ,42 2.+./2./*-42 (4 ,+ ) /.4224 4 ;+3./3 (4 *4,,42 (42 *+3.42(4 *41.30 
(42 101 103( +,/2+2 5 (+12 ,4 *+2 0D ,+ ) /.4224 (0)4114 1 =42. ;+2 1-,,4 < �0.012 *4; 41(+1. *- =/, 42..0-.0-32 ;022/8,4 24 3+( 4143 +- *+2
v0 = 0

41 *+,/83+1. *0334*.4(41. ,42 *+1+-' 41 ) /.4224 <
�� �H� ��� � �H���� �����H� 	
�� �� ����	��
^1 ;4-. (01* 24 ;,+*43 (+12 ,4 *+2 ( =-14 ) /.4224 (0)4114 1-,,4 4 , =+/(4 ( =-14 *+,/83+./01 +(+*-+.4 < 1+12*4..4 7);0.7,24 5 ,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ ;4-)41. N - *%"*% J.34 +-9( 41.+42 2+12 (0( /-43 ,4 3+2-,.+.
βC = βv

5 ;-/2*-4 ,4 .43( 4
v2
0Mρ,ρ

42. +,032 1-, < @4 *+2 (4 -9-34 42. /1.+3422+1. ( =-1 ;0/1. (4 )-4 ;3+./*-4 5*+3 ,42 *7+(;2 (4 (412/.+ (- ( /,/4- /1.432.4,,+/34 ;3+241.41. '3+*-4((41. (4 93+1(42 )+3/+./012 < @4;41(+1. 5*0((4 01 , =+ ( /. ; ,-2 7+-. 5 ,42 [-*.-+./012 (42 83061/412 '3+*./011+/342 201. ,/( /.+42 ;+3 *012.3-*./01 5 +)4*.);/*-4( 41.
σρ/ρ0 . 0, 3

5 *4 *-/ /(;024 (4 .30-)43 -1 +-.34 (0(, ,4 (4 *7+(; (4 (412/.+ < �14 ;022/8/,/.+*-/ 2 =0D 34 4 10-2 42. (4 *012/(+343 ,42 4';0141./4,,42 (4 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 < ^1 08./41. +,032(42 ( /2.3/8-./012 ,09103( +,42 (4 ,+ (412/.+ +)4* (42 4'*-32/012 /(;03.+1.42 < \+3.+1. ( =-1 *7+(; *+3+*.+3/2+;+3 -1 /1( /*4 2;4*.3+,
β = 4

5 01 08./41. ;+3 *4 8/+/2 -1 *7+(; (4 (412/.+ (01. ,42 )+,4-32 201. *0(;3/242



���� F��� _ FF� ����� 
� �� F��� ��� ��
������� �� 	 F� ���� ���

41.34 ∼ : 5U *(−3 4. ∼ 9T:: *(−3 5 2/ , =01 ;024 *-4 ,+ )+,4-3 (0)4114 42.
ρ0 =

S: *(−3 < &4 3+;;03.
σρ/ρ042. +,032 (4 , =03(34 (4 R 599 < @0((4 01 ;4-. ,4 )0/3 2-3 ,+ -9-34 _ FF<RS 5 *4 *-84 (4 (412/.+ ;3+241.4 (4293+1(42 (+) /+./012 ,0/1 (4 ,+ )+,4-3 (0)4114 < ^1 34( +3*-4 +9+,4( 41. *-4 201 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 2-/.-14 ,0/ (4 ;-/22+1*4 ;342*-4 ;+3'+/.4 5 (01. , =/1( /*4 2; 4*.3+, 42. .-2.4(41.

βρ = 4
<

z/D k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

ρ

��
�−

3

�

k−4

��� � _ FF<RS  �� L,- OL &L O%3 #L &L $%()L 46 3 N'/� L5 LM (- L/M*L &L - '%((N#/L ,"L##) N� %, ' MNOL, L# M 46&*"%ML5 &' /'9L &L &L#(%M) /"#(M*'%M /",, L L�- "#L# M%LO OL & 8'# 9*"�#%L# � *N/M%"##N%*L & 8%#&%/L
β = 4

P
� ;+3./3 (4 *4 *-84 4. (42 */1* *7+(;2 (4 ) /.4224 (4 .);4 83061/41 '3+*./011+/34 +)4*

v0 = 0
5 01 *012.3- /.*/1* *-842 (4 (011+42 4. ,42 *41.30 
(42 (4 ) /.4224 *03342;01(+1.2 < &42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 (4*41.30
(42 103( +,/2+2 4. 101 103( +,/2+2 201. ;3+241.+2 2-3 ,+ -9-34 _ FF<9: < ^1 )0/. *-4 *01.3+/34( 41. +-*+2 ;3+*+(41. 5 ,+ 1-,,/.+ (4 ,+ ) /.4224 (0)4114 14 2-V . ;+2 4 +22-343 , =+9+,/.+ (42 /1( /*42 2; 4*.3+-'

βC = βv
</1 '+/. 5 01 34.30-)4 ,+ ( J(4 2/.-+./01 *-4 *4,,4 341*01.3+4 (+12 ,4 *+2 ( =-1 *7+(; (4 (412/.+ (4 .); 483061/41 '3+*./011+/34 +)4* -14 ) /.4224 (0)4114 101 1-,,4 �-9-34 _ FF<RU� * =42.:4:( /34 *-4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,08.41- 42. ,4 ; ,-2 ; 4./. (42 (4-' 10(8342

βρ
4.

βv
< \ ,-2 9J1+1. 41*034 5 01 +33/)4 4 ,+ ( J(4 *01*,-2/01 41*4 *-/ *01*4314

βC0

5 +,032 *-4 .0-. (01.3+/. .-2*- =4 ;3+241. *-4 *4 (431 /43 '0-31/22+/. .0-.0-32 ,+ )+,4-3(4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (4 ,+ ) /.4224 <
� .+1. (011+ *-4 *4. 4D4. 14 ;4-. (01* J.34 +..3/8-+ +- .43( 4

v2
0Mρ,ρ

(+12 , =4';3422/01 �XW� (4 ,+ '01*./01( =+-.0 *033+ ,+./01
AC

5 /, '+-. 41 *743*743 ,+ *+-24 (+12 ,42 +-.342 .43( 42 (+;41(+1. (42 [-*.-+./012 (4(412/.+ 5 4 2+)0/3 ,42 .43( 42 *033+ ,+2
2ρ0Mρv,v

4.
Mρv,ρv

< @4*/ 4';,/*-43+/. +9+,4(41. ,4 '+/. *-4 ,42 *+3.42(42 *41.30 
(42 103( +,/2+2 20/41. +-22/ +D4*.+42 5 ;-/2*-4
AC0

*0(;03.4 (42 .43( 42 *033+ ,+2 24(8,+8,42 < ^114 ;0-2243+ *4; 41(+1. ;+2 ;,-2 ,0/1 , =+1+,)24 (+12 ,4 *+(34 (4 *4..4 .7,24 <
� ���� ��d B=b#$ed "d $!�$ ?#c %! � $  %� %#d
@4 *7+;/.34 10-2 + ;43( /2 5 4 ;+3./3 (4 ,+ 2/(-,+./01 (4 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 ;022+(+1. (42;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 8/41 (+.43( /1+42 5 (4 *012.3-/34 (42 08243)+8,42 2)1.7+./*-42 20-2 '03( 4 (4 *-842 (4(011+42 \\K 5 ( =0D , =01 + ./3+ (42 *+3.42 (4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 4. (42 (4-' .); 42 (4 *41.30
(42 (4 ) /.4224 <&, 2 =+9/22+/. (4 )+3/-43 5 41 -./,/2+1. *42 2/(-,+./012 5 ,42 3+2- ,.+.2 +1+,)./*-42 08.41-2 +-' *7+;/.342 _ 4. _ F(+12 ,4 *+(34 (4 .3+12/./012 0;./*-4( 41. ( /1*42 <&42 3+2-,.+.2 08.41-2 *01- 3( 41. .0-. ( =+803( *-4 , =/1( /*4 2;4*.3+,

βI
(4 ,+ *+3.4 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 42.,4 ( J(4 *-4 *4,-/ (- *7+(; (4 (412/.+ .3/( /( 412/0114,

βρ
5 ,032*-4 ,+ ;30'01(4-3

D
(- ( /,/4- ,4 ,019(4 ,+ ,/914 (4 ) /2+4 42. +- (0/12 (4 , =03(34 (4 ,+ ;,-2 93+1(4 +*74,,4 .3+12)4324 *012/(+3+4 < \0-3 (42;30'01(4-32 ;,-2 '+/8,42 5 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 , =+( /22/01 /1.+93+4 (01.34 (4-' ;41.42 +2)(;.0./*-42+9+,42 342; 4*./)4( 41. 4

βρ
4.

βρ − 1
+-' ;4./.42 4. +-' 93+1(42 +*74,,42 5 ,+ .3+12/./01 +)+1. ,/4- 4 -14'3+*-41*4 2;+./+,4 *+3+*.+3/2./*-4

kD = 1/2D
< @4..4 ;30;3/+.+ (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 , =+( /22/01 /1.+93+4; 4-. J.34 -./,/2+4 ;0-3 42./( 43 ,+ ;30'01(4-3 (42 1-+942 /1.432.4,,+/342 4. ;0-3 (+(-/34 ,42 ;30;3/+.+22.+./2./*-42 .3/( /( 412/0114,,42 (4 ( /,/4-' 0;./*-4( 41. +;+/2 </1 *4 *-/ *01*4314 ,42 *+3.42 (42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 5 ,4 3+2-,.+. +1+,)./*-4 (- *7+;/.34 _ F5 *03342;01(+1.4 , =03(34 101 .3/) /+, ,4 ;,- 2 8+2 41 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 5 (01. , =4';3422/01 (+12 , =42;+*4 (4 20-3/43 34) /41.4 +*3/34 , =+9+,/.+ (42 .30/2 /1( /*42 2;4*.3+-'

βC
5
βC0

4.
βv

5 42. )+3/-+ ;+3'+/.4(41. ,032*-4 *42 [-*.-+./012201. 4D4*./)4( 41. .3,2 '+/8,42 �
σρ/ρ0 . 0, 015

;0-3 |v0|�
�: Q( 2−1� (+/2 , =/1[-41*4 (4 ,+ 2.3-*.-34 41



��G _ FF�I � ��� �H���� �� �
�� ��� 	
� ��	� 	���

k−3,0

k−3,5

k−4,0
k−4,0

k−3,0

k−3,5

k−4,0
k−4,0

βv = 5, 0βv = 4, 5

βv = 3, 5βv = 3, 0

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

��� � _ FF<9:  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %, ' MNOL, L# M0 &L( /N*ML( &L /L# M*"�&L( #"# #"*, NO%()(4O"(N#3 L(5 LM #"*, NO%()( 4/*"%�5 "9ML#'L( 6 - N*M%* &' /'9L &L &L#(%M) /"#(M*'%M /",, L '#L L�- "#L# M%LO OL&L /� N,- 9*"�#%L# � *N/M%"##N%*L LM &L 1'NM*L /'9L( &L $%ML((LP .L( &*"%ML( L# M*N%M - OL%# *L- *)(L# ML# M &L(O"%( &L - '%((N#/L( &"# M OL( � "*, L( ("# M %#&%1')L( P
(412/.+ (+12 ,42 *+3.42 (42 *41.30
(42 101 103( +,/2+2 24 '+/. (4 ;,-2 41 ;,-2 241./3 ,032*-4 , =01 203. (4 *43+9/( 4 5 *-4 ,+ ) /.4224 (0)4114

v0
42. 101 1-,,4 4. *-4 , =/1( /*4 (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 ,+ (412/.+ 42.;,-2 '+/8,4 *-4 *4,-/ (4 ,+ ) /.4224 < &4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 (4 *41.30 
(42 103( +,/2+2 342.4 *-+1. 4,- / 34;3+241.+./' (4 ,+ 2.3-*.-34 */1+(+./*-4 < @4; 41(+1. 5 *-+1( ,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ (4) /41141. .30;/(;03.+1.42 �

σρ/ρ0 & 1
� 5 ,+ -+8/,/.+ (- *41.30
(4 103( +,/2+ 2 =4D01(34 +9+,4(41. 5 (+12 ,4 *+2 0D

βρ < βv
54. *4 *-4,,4 *-4 20/. ,+ ) /.4224 (0)4114 5 *4 *- =01 /1.43;3,.4 *0((4 , =4D4. (42 .43( 42 *033+ ,+2 +;;+3+/22+1.(+12 ,42 '03( 42 +1+,)./*-42 (42 '01*./012

AC
4.

AC0

<@4..4 ,/( /.+./01 (42 *41.30
(42 (4 ) /.4224 5 ) *0(;3/2 (+12 ,4-3 )432/01 103( +,/2+4 5 .-2./-4 N - "(ML*%"*% ,+34*743*74 (4 10-)4,,42 ( +.70(42 ( =4'.3+*./01 (42 2.+./2./*-42 (42 *7+(;2 (4 ) /.4224 /1.432.4,,+/342 < & =-14( =4,,42 5 ,+ ( +.70(4 ( =+1+,)24 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 �K@< � (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 5 '+/. , =08 . 4.( =-14 +.-(4 1-( +3/*-4 (+12 ,4 *7+;/.34 2-/)+1. <
�



� �� ��� �� � ���

� �� ���� � �� � � ����� � � � ������

� ����� ���  ! "#$� %! �
@0((4 01 ) /41. (4 ,4 )0/3 5 (+12 ,4 *+2 (4 *7+(;2 (4 (412/.+ ;3+241.+1. (4 '03.42 [-*.-+./012 5 .4,2 *- =01;4-. 41 341*01.343 (+12 ,4 ( /,/4- /1.432.4,,+/34 4. (+12 ,42 2/(-,+./012 (4 .-38- ,41*4 *0(;3422/8,4 5 ,42*+3.42 (4 *41.30
(42 (4 ) /.4224 (01141. -14 /( +94 8/+/2+4 (4 ,+ 2.3-*.-34 */1+(+./*-4 (42 +*0-,4( 41.2 <&+ 103( +,/2+./01 ;43( 4. (4 2 =+D 3+1*7/3 (4 *4 ;308,,(4 (+12 -14 *43.+/14 ( 42-34 5 .-2*- =4 *4 *-4 ,42[-*.-+./012 (4 (412/.+ (4) /41141. .30; /(;03.+1.42 < 1+12 *4 *+2 (4 -9-34 5 /, 42. 1+*422+/34 ( =+)0/3 34*0-324 ( =+-.342 ( +.70(42 ( =+1+,)24 (42 (011+42 ;43( 4..+1. (4 34.30-)43 ,4 *0(;03.4( 41. 2.+./2./*-4 (- *7+(;(4 ) /.4224 .3/( /( 412/0114, <
1 +12 *4..4 0;./*-4 5 &+3+3/+1 7 \0902)+1 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 01. ;30;02+ -14 ( +.70(4 5 .-2./-+4+1+,)./*-4( 41. 5 24 '01(+1. 2-3 , =+.-(4 (42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 (42 *+3.42 ;+3 *+1+-' ( =-1 *-84 (4(011+42 \\K < \ 341+1. , =4'4(;,4 (4 ,+ )+3/+./01 (4 , =/1( /*4 2;4*.3+, ( =-14 *+3.4 ( =/1.412/.+ /1.+93+4 +)4* ,+;30'01(4-3 (- 1-+94 08243)+ 5 *4..4 +1+,)24 *743*74 4 42./( 43

βv
4 ;+3./3 (4 ,+ )+3/+./01 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,(42 *+3.42 ;+3 *+1+-' 41 '01*./01 (4 ,4-3 ,+394-3 41 ) /.4224 < ^1 ;4-. *0(;341(34 *4..4 +;;30 *74 41 10.+1.*-4 5 (+12 ,4 *+2 /1*0(;3422/8,4 5 ,42 2.3-*.-342 +;;+3+/22+1. (+12 ,42 *+3.42 ;+3 *+1+-' 34[,.41. 4'+*.4( 41.,+ 2.3-*.-34 */1+(+./*-4 (4 , =+*0-,4( 41. < @4..4 34( +3*-4 1 =42. ;+2 +10( /14 5 *+3 4,,4 20-,/914 *- =41*034 -14'0/2 5 *0((4 (+12 ,4 *+2 (42 *+3.42 (4 *41.30
(42 (4 ) /.4224 5 * =42. ,+ ,/( /.4 (4 ,+ (412/.+ -1/'03( 4 *-/ (01.34,+ )0/4 4 2-/)34 5 *4 *-/ /1) /.4 1+*422+/34( 41. 4 ,+ ;3-(41*4 *-+1. 4 , =-./,/2+./01 (4 ,+ ( +.70(4 ( =+1+,)24 (42.3+1*742 41 ) /.4224 < \0-3.+1. 5 ,42 .3+)+-' (4 5&+3+3/+1 LM NOP5 9:: R; 4. 5/ 2*-/)4, LM NOP5 9::�; 01. +1+,)2+ (422/(-,+./012 (4 .-38-,41*4 ( +91+.07)(30()1+( /*-4 '03.4( 41. *0(;3422/8,42 4 , =+/(4 (4 *4..4 ( +.70(4 5 4.41 01. 24(8,4:.:/, *01- 3( + ,42 ;3+( /*./012 < 1+12 ,42 (4-' *+2 5 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 *7+(;2 (4 ) /.42242/(-,+2 + +.+ (0( /-+ (4 '+�01 4 2-/)34 -14 ,0 / (4 ;-/22+1*4 4'+*.4 5 +-1 ( =+.41(34 +3./-*/4,,4( 41. ,4 (0( +/14/143./4, < @4..4 ( +.70(4 ;3+243)4 ,42 ;7+242 41 20-3/43 4. (01* , =42241./4, (4 , =/1'03( +./01 ;7)2/*-4 5 *0((401 ,4 20- ,/9143+ +- *7+;/.34 _	 F F< 1 =+-.34 ;+3. 5 -1 93+1( 10(834 (4 .3+)+-' 3+*41.2 2-3 (42 08243)+./012� � 5?.+1/( /30) /* 7 &+3+3/+1 5 9:: R5 / ,( 493441 LM NOP5 9:: R5 1 /*Q4) LM NOP5 9:: R; 201. '01(+2 2-3 ,+ ( +.70(4(4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; <

& =08 . 4*./' (4 *4 *7+;/.34 5 +.+1. (011+ *-4 10-2 ( /2;02012 (4 2/(-,+./012 ( =08243)+./012 ;0-3 ,42*-4,,42,42 *7+(;2 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 01. (42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 ;+3'+/.4( 41. *011-42 5 42. (4 .42.43 *42;3+( /*./012 .7+03/*-42 2-3 (42 *-842 (4 (412/.+ 4. (4 ) /.4224 (4 .); 4 83061/41 '3+*./011+/34 5 (01. ,42 (4-';3/1*/;+-' +)+1.+942 201. ( =-14 ;+3. *- =/,2 ; 022,(41. /1.3/12,*-4( 41. (42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 41 ,0/ (4;-/22+1*4 4. ( =+-.34 ;+3. *- =/,2 08 + /2241. 4 (42 2.+./2./*-42 9+-22/41142 5 *4 *-/ *012./.-4 ,42 7);0.7,242 (4(+;+3. (- (0(, ,4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; <
� ����` �gb %ccd# "dc �  b�$edc d� > %�dccd
� ����` �b �B� �%� %! �
&42 08243)+8,42 *012/(+3+42 (+12 ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 201. ,42 .3+1*742 41 ) /.4224(+12 ,4 *-84 (4 (011+42 5 *- =01 (+-1/. *0((4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 ,/( /.+4 4 -1 *43.+/1 (0( +/14 41 ) /.4224 5

S(X, u, ∆u) =

∫
Tb(X, u)du

0D , =/1.+93+,4 42. ;3/24 41.34
u − ∆u

2

4.
u +

∆u

2
.

@4..4 4';3422/01 42. 24(8,+8,4 4 *4,,4 (4 ,+ *+3.4 ( =-1 *+1+, 41 ) /.4224 (01. ,+ 8+1(4 ;+22+1.4 243+/. -14'01*./01 ;03.4 (4 ,+394-3
∆u

< /1 ;3+./*-4 5 ,+ *012.3-*./01 (4 .3+1*742 41 ) /.4224 (4 ( /D+341.42 ,+394-32 24



��� _ FFF�� � ��H 	����� ��� ��H����� �� � 	�����
'+/. .-2.4( 41. 41 20((+1. (42 *+3.42 ;+3 *+1+-' < & =7);0.7,24 20-2:. +*41.4 34,+./)4 4 ,+ 8+1(4 ;+22+1.442. /(;,/*/.4(41. +(( /24 5 *0((4 4,,4 , =+ +.+ (+12 ,42 *7+;/.342 _ 5 _ F 4. _ FF<
&+ ,+394-3 41 ) /.4224

∆u
;4-. J.34 *0(;+3+4 4 ,+ ( /2; 432/01 (42 ) /.42242 (+12 ,4 *-84 .3/( /( 412/0114, 5 *4*-/ ; 43( 4. -14 *,+22/- *+./01 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 5 41 '01*./01 (4 , =+*74,,4 < /1 4D4. 5 ,+ ( /2;432/01 (42) /.42242

σ(l)
4 -14 +*74,,4

l
(+;41( (4 *4..4 (431/,34 +- .3+)432 (4 ,+ 34,+./01

σ(l) = σv

(
l

L

)Hv 0D
Hv

42. , =4';02+1. (4 6-32. (- *7+(; (4 ) /.4224 < �TR�
1 +12 *4..4 4';3422/01 5

σv
42. ,+ ( /2;432/01 (42 ) /.42242 .0.+,4 5 2-3 , =4124(8,4 (- *-84 5 ,+*-4,,4 42. -'+4 4

� Q( 2−1 (+12 102 2/(-,+./012 5 4.
L

42. ,+ ;,-2 93+1(4 +*74,,4 .3/( /( 412/0114,,4 <

� ����` �= @ b �$edc A %�$dc d� �  b �$edc Bgb %ccdc
� .+1. (011+4 *4..4 34,+./01 5 01 ( /. *- =-14 .3+1*74 41 ) /.4224 (4 ,+394-3

∆u
42. ( /1*4 4 , =+*74,,4

l
2/ ,+( /2;432/01 (42 ) /.42242

σ(l)
42. ; ,-2 93+1(4 *-4

∆u
< �+*/;30*-4( 41. 5 -14 .3+1*74 42. ( /.4 +;+/224 4 , =+*74,,4

l
2/

σ(l) < ∆u
< &, 42. *,+/3 5 ( =+;3,2 , =+*-+./01 �TR� 5 *-4 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 01. ;,- 2 (4 *7+1*42 ( =J.34( /1*42 +-' 93+1(42 +*74,,42 *- =+-' ;4./.42 5 ;-/2*-4 , =4';02+1. (4 6-32. 42. 2.3/*.4( 41. ;02/./' < /1 '+/. 5,+ ;,- 2 ;4./.4 +*74,,4

lm
4 ,+*-4,,4 -14 .3+1*74 41 ) /.4224 (4 ,+394-3

∆u
-'+4 ;4-. J.34 *012/(+3+4 *0((4( /1*4 42. (011+4 ;+3 *4 *- =01 +;;4,,43+ , =+*74,,4 ,/( /.4 (- 3+9/(4 ( /1*4 5

lm = L

(
∆u

σv

)1/Hv 4 *0(;+343 +)4* ,42 +*74,,42 *+3+*.+3/2./*-42 (42 2/(-,+./012 < �T9�
1 +12 ,4 *+2 0D -14 .3+1*74 41 ) /.4224 42. ( /1*4 4 .0-.42 ,42 +*74,,42 ;3+241.42 (+12 ,42 2/(-,+./012 5 * =42.:4:( /34 2/

lm
42. ; ,-2 ;4./.4 *-4 , =+*74,,4 (- ;/'4,

lp
5 01 ( /3+ *-4 *4..4 .3+1*74 42. 41./,34( 41. ( /1*4 <�+*/;30*-4( 41. 5 2/ ,+ .3+1*74 *012/(+3+4 42. +;+/224 4 , =+*74,,4

L
5 4,,4 ,4 243+ 4 .0-.42 ,42 +*74,,42 4. 01 ( /3+*- =4,,4 42. 41./,34( 41. +;+/224 < C /41 41.41(- 5 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 ;3+241.41. 9+1+3+,4( 41. 5 41 '01*./01(4 , =+*74,,4 5 -14 .3+12/./01 41.34 ,42 (4-' 3+9/( 42 <

� ;+3./3 (4 ,4 5 /, 42. /(;03.+1. (4 )+3/-43 2/ 102 2/(-,+./012 ; 43( 4..41. ( =4';,0343 ,42 (4-' 3+9/( 42;022/8,42 < � .+1. (011+ *-4 ,+ ,+394-3 ( +' /( +,4
∆u

+**422/8 ,4 42. ;+3 *012.3-*./01 ; ,-2 93+1(4 *-4
σv

5/, 14 '+/. ;+2 (4 (0-.4 *- =/, 4' /2.4 5 (+12 102 2/(-,+./012 5 (42 .3+1*742 41./,34( 41. +;+/2242 < & =+**,2 +-'.3+1*742 41./,34( 41. ( /1*42 42. 5 ,- / 5 ; ,-2 ;308,+(+./*-4 < \0-3 +.-( /43 *4 ;308 ,,(4 5 /, *01) /41. (4 *+,*-,43,+ ( /2; 432/01 (4 ) /.4224
σ(lp)

4 , =+*74,,4 (- ;/'4, 5 *-/ 42. (011+4 ;+3 , =+*-+./01 �TR� 5 41 10.+1. *-4 ,422/(-,+./012 201. (4 .+/,,4
128× 128× 128

5 (4 203.4 *-4
L = 128lp

< &42 *0-38 42 34;3+241.+1. , =+)0,-./01 (4,+ ( /2; 432/01 (4 ) /.4224 +)4* , =+*74,,4 201. ;3+241.+42 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<R 5 +-1 (4 '+*/,/.43 ,+ *0(;3+7412/01 <&4 *+2 ;+3./*-,/43 (4 , =4';02+1. (4 6-32. 1- , 5 *03342;01(+1. 4 -1 /1( /*4 2; 4*.3+,
βv

(4 ,+ ) /.4224 +9+, 4
� 5 1 =42. ;+2 34;3+241.+ 5 *+3 (+12 *4 *+2 ,+ ( /2;432/01 (4 ) /.4224 42. +) /(4((41. *012.+1.4 41 '01*./01 (4, =+*74,,4 4. +9+,4 4

σv
<

&4 3+9/( 4 41./,34( 41. ( /1*4 42. +**422/8,4 4 102 2/(-,+./012 4 ,+ 24-,4 *01( /./01 *-4 (42 .3+1*742 41) /.4224 (4 ,+394-3
∆u

2/91/-*+./)4 5 * =42.:4:( /34 ; ,-2 93+1(4 *-4 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4
δue

5 20 /41. 4,,42:( J(42 41./,34( 41. ( /1*42 5 *4 *-/ 34) /41. 4 34*743*743 , =/1+9+,/.+
σ(lp) > δue

< <)4* ,42 )+,4-32 1-( +3/*-42
*70/2/42 5 20/41.

T = 100
8 4.

δu = 0, 25
Q( 2−1 5 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4 42. +9+,4 4 9 5RU Q( 2−1 �)0/3,4 *7+; /.34 _ FF� 5 4. 42. 34;3+241.+4 ;+3 -14 ,/914 41 ./34.2 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<R < ^1 )0/. *-4 (+12 .0-2,42 *+2 0D

Hv
1 =42. ;+2 1-, 5 ,+ ( /2; 432/01 (4 ) /.4224 4 , =+*74,,4 (- ;/'4, 42. ; ,-2 ; 4./.4 *-4 ,+ 3+20,-./014D4*./)4 5 *4 *-/ 2/91 /-4 *- =/, 1 =4' /2.4 +,032 ;+2 (4 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34( 41. ( /1*42 < &+ ;02/./01 (4, =+*74,,4 ,/( /.4 (- 3+9/( 4 ( /1*4 5 34;3+241.+4 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<R ;+3 (42 ;0/1./,,+2 5 ( 01.34 *4; 41(+1. *-4,42 .3+1*742 41 ) /.4224 (4 ,+394-3 *0(;+3+8,4 4 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4 ;3+241.41. -14 .3+12/./01 41.34 ,42(4-' 3+9/(42 < ?4-, ,4 *+2

Hv = 0
5 1++1(0/12 5 ; 43( 4. ( =+**+(43 4 (42 .3+1*742 41./,34( 41. ( /1*42 < & =+**,2+-' .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34(41. ( /1*42 ;0-3 (42 )+,4-32 101 1-,,42 (4 , =4';02+1. (4 6-32. (4(+1(43+/.-14 +-9( 41.+./01 (4 ,+ ( /2;432/01 (4 ) /.4224 0- -14 ( /( /1-./01 (4 ,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 < &+ ;34( /,3420,-./01 42. 1+*422+/34 2/ , =01 20-7+/.4 *01243)43 ,+ ( J(4 3+20,-./01 4D4*./)4 < @4;41(+1. 5 , =+-9( 41.+./01(4

σv
+( ,14 -14 +-9( 41.+./01 (- 10(834 (4 *+1+-' (+12 ,4 *-84 (4 (011+42 5 ,+ 3+20,-./01

δu
+.+1.*012.+1.4 5 4. (01* -1 83-/. ( /. (4 (� "M #"%(L ;,- 2 /(;03.+1. 5 *0((4 01 ,4 )433+ ;,-2 .+3( <



���� F��� _ FFF� �
� ���� ��� ���
���� �
 	 F� ���� ��I

l m
=

3
4
l p

l m
=

6
6
l p

l m
=

8
3
l p

l m
=

9
2
l p

σ
(l

)

�
�
�
�−

1

�

σ
(l

)

�
�
�
�−

1

�

l/L l/L

βv = 3, 5 βv = 4, 0

βv = 4, 5 βv = 5, 0

��� � _ FFF<R  !"'*9L( *L- *)(L# MN# M ON &%(- L*(%"# &L $%ML((L L# � "#/M%"# &L O 8)/� LO OL0 ('%$N# M ON $NOL'* &LO 8%# &%/L (- L/M*NO
βv

&L ON $%ML((L0 &"# M "# *N-- LO OL 1' 8%O L(M O%) 6 O 8L�- "(N# M &L � '*(M
Hv

- N*
βv = 2Hv + 3&N#( OL /N( M*%&%, L#(%"##LOP .N *)("O' M%"# L� L/M%$L

δue
L(M %# &%1')L - N* OL( M%*LM(0 LM ON - "(%M%"# &L O 8)/� LO OLO%, %ML &' *)3 %, L ,%#/L

lm
- N* &L( - "%# M%O O)( P �N $NOL'* L(M #"M)L $L*M%/NOL, L# M0 L# '#%M)( &L O 8)/� LO OL & 8'#- %� LO

lp
P

� ����: ��#"d �#AB  %#d "dc �  b �$edc d� > %�dccd
� ����: �b �dc g B" %$� %! �c "d ?�b�b ?fcd "dc �  b �$edc d� > %�dccd
1 =+;3,2 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 5 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 5 *-/ 201. (01* (42 *+3.42 8/( /( 412/0114,,42;- /2*- =4,,42 201. /1.+93+42 2-3 ,+ ) /.4224 5 ;022,(41. 5 ,032*- =4,,42 201. 41./,34(41. ( /1*42 5 -1 2; 4*.34 (4;-/22+1*4 (01. , =/1( /*4

βm
42. (011+ ;+3 -14 34,+./01 ,/1++/34 (+;41(+1. -1/*-4( 41. (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,(4 ,+ ) /.4224 5

βm = 3 +
3 − βv

2

20/.
Hm =

1 − Hv

2

41 .43( 42 ( =4';02+1.2 (4 6-32.
.

�T��
1 4 ( J(4 5 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34( 41. +;+/2242 201. *+3+*.+3/2+42 ;+3 -1 /1( /*4 2; 4*.3+,

βe
(01., =4';3422/01 42. .3,2 2/( /,+/34 4 *4,,4 (4

βm
5

βe = 3 − 3 − βv

2

20/.
He =

1 + Hv

2

41 .43( 42 ( =4';02+1.2 (4 6-32.
.

�TZ �
� .+1. (011+ *-4 ,+ .3+1*74 41 ) /.4224 (01. ,+ ,+394-3 *0-)34 .0-.4 , =+.41(-4 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (42 ) /.422421 =42. +-.34 *-4 , =/1.412/.+ /1.+93+4 5 (01. 01 + )- +- _ FF<� *-4 201 /1( /*4 2; 4*.3+, 42. +9+, 4 *4,-/ (4 ,+(412/.+ 5 /, +;;+3+�. *-4 ,4 3+9/(4 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34( 41. +;+/2242 42. -1 3+9/( 4 (4 .3+12/./0141.34 ,4 3+9/( 4 41./,34(41. ( /1*4 4. *4 *- =01 *01) /41. ( =+;;4,43 3+9/( 4 �.3,2 +;+/2� 5 ; 0-3 ,4*-4, -14;+3./4 /(;03.+1.4 (4 , =+( /22/01 42. /1.+93+4 5 , =/1( /*4 2; 4*.3+, .41(+1. +,032 )432 *4,-/ (- *7+(; (4 (412/.+.3/( /( 412/0114,

βρ
<



��� _ FFF�� � ����� ���� �	��� ��� ��H����� �� � 	�����

� ����: �= �gd$�  dc "d g#%ccb�$d !=cd  >Bc
\0-3 .42.43 ,42 ;3+( /*./012 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 5 01 + *+,*-,+ ,42 /1( /*42 2; 4*.3+-' (4 .3+1*74241 ) /.4224 (4 ( /D+341.42 +;+/224-32 5 4'.3+/.42 (42 *-842 (4 (011+42 2/(-,+2 +- *7+;/.34 _ FF< ^1 3+;;4,,4*-4 ,+ .4(;+3+.-34 */1+./*-4 -./,/2+4 42.

T = 100
8 < &42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 *43.+/142 (4 *42 .3+1*742201. ;3+241.+2 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<9 < @7+*-4 93+;74 *03342;01( 4 -1 *-84 (4 (011+42 ;+3./*-,/43 5 *+3+*.+3/2+;+3 , =41 24(8,4 (42 (4-' /1( /*42 2; 4*.3+-'

βρ
4.

βv
4. (01.34 5 ; 0-3 *4 *-84 5 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4

*-+.34 .3+1*742 41 ) /.4224 (01. ,42 ,+394-32 )01. (4
∆u = 1, 25

Q( 2−1 4
∆u = 10

Q( 2−1 <1 +12 *7+*-4 *+2 5 ,42 (30/.42 34;3+241.41. ,42 ;3+( /*./012 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; ;0-3 ,42 3+9/( 42( /1*4 4. +;+/2 (+*3/.2 342; 4*./)4( 41. ;+3 ,42 +*-+./012 �T�� 4. �TZ � 5 4. ,4 ; 4./. .3+/. )43./*+, /1( /*-4 , =+*74,,4(4 .3+12/./01
lm

(011+4 ;+3 �T9� < &+ .3+1*74 41 ) /.4224 *012/(+3+4 42. +,032 ( /1*4 +-' +*74,,42 2/.-+42 49+-*74 (4 *4..4 ( +3*-4 0 5 4. +;+/224 +-' +*74,,42 2/.-+42 4 (30/.4 < &42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (01.3+2 2-3,+ -9-34 _ FFF<9 201. 41 34,+./)4(41. 801 +**03( +)4* ,42 ;3+( /*./012 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; < ^108243)4 (42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 *0-38 +2 5 +)4* -14 3-;.-34 (4 ;41.4 +-' +,41.0-32 (4
lm

< @4;41(+1. 5,+ '+/8,4 ;,+94 ( =+*74,,42 2-3 ,+*-4,,4 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 201. ( /1*42 341( ,+ *0(;+3+/201 +)4* ,42;3+( /*./012 ( /V */,4 < 1 4 ;,-2 5 ,42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 ;0-3
βv

;,- 2 93+1( *-4 Z 5X2 =+ ,0 /9141. (4 ,+ ;3+( /*./01 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; +-' ;4./.42 +*74,,42 5 *+3 *42 .3+1*742 ;+2241.(+12 ,4 3+9/( 4 .3,2 +;+/2 4 *42 +*74,,42 < @4 *0(;03.4(41. 42. 41 4D4. *033+ ,+ 4 ,+ )+,4-3 (4
βρ

5 4. *4 ( =+-.+1.;,-2 *-4
βρ

( /D,34 ;,- 2 '03.4(41. (4
βv

< �14 +-.34 ;+3./*-,+3/.+ (4 ,+ -9-34 _ FFF<9 42. , =+-9( 41.+./01 (4,+ ;-/22+1*4 +-' ;4./.42 +*74,,42 ;0-3
βv = 3

5 (-4 +- (� "M #"%(L<
� ����: �$ ;�d� "d �� �� � ��� � "� � ?b �b %??d � �%d
&4 *+,*-, (42 *-842 (4 (011+42 4 ;+3./3 (4 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 (4 .+/,,4 -1/4 +( ,14 -14 +-9(41:.+./01 +3./-*/4,,4 (42 [-*.-+./012 4 7+-.4 '3+*-41*4 (+12 ,42 *+3.42 ;+3 *+1+-' 5&+3+3/+1 LM NOP5 9:: R5C 3-1. 7 64)43 5 9::9 5 / 2*-/)4, LM NOP5 9::�; < /1 4D4. 5 *0((4 34( +3*-+ ;+3 5/ 2*-/)4, LM NOP5 9::�; 5 ,+ .+/,,4,/( /.+4 (42 ,/9142 (4 ) /2+4 2/(-,+42 /1.30(-/. (42 )+3/+./012 83-2*-42 (4 , =+( /22/01 ( =-1 *+1+, 4 , =+-.34 54. /(;,/*-4 , =4' /2.41*4 (4 *+1+-' ;342*-4 ) /(42 < @4. 4D4. 42. ( =+-.+1. ;,- 2 /(;03.+1. *-4 ,+ 3+20,-./012;4*.3+,4 4D4*./)4 42. ( 4/,,4-34 5 * =42.:4:( /34 *-4

δue
42. ;,-2 ; 4./. < & =+; ,+./224( 41. 4 7+-.4 '3+*-41*4 5 *+:3+*.+3/2./*-4 (- 83- /. *-4 34;3+241.41. *42 [-*.-+./012 (4 , =+(/22/01 5 42. *,+/34( 41. ) /2/8 ,4 2-3 ,42 2; 4*.342(4 ;-/22+1*4 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 (+12 ,4 *+2

βv = 3
�-9-34 _ FFF<9� < @0((4 +..41(- 5 , =+(;,/.-(4 (4*4..4 *0(;02+1.4 4 7+-.4 '3+*-41*4 +-9(41.4 *-+1( ,+ .+/,,4 (42 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 ( /( /1-4 < @4.4D4. 5 *- =01 14 (01.34 ;+2 /*/ ( +/2 *-/ + +.+ )+3/-+ 5 +D4*.4 (4 ( +1/,34 /(;03.+1.4 ,42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4(42 *+1+-' 2/(-,+2 <

�14 20,-./01 ;0-3 3+(-/34 ,42 4D4.2 (- (� "M #"%(L 42. ( =+;; ,/*-43 -1 ,/22+94 9+-22/41 +-' 2; 4*.342 2/(-,+2 5*4 *-/ 34) /41. 4 +-9( 41.43 , =+ ,+39/224( 41. .743( /*-4 < > +/2 -1 .4, ,/22+94 +-9(41.4 +9+,4( 41. ,+ )+,4-3(4
δue

5 *4 *-/ 3+(-/. 1+*422+/34( 41. ,4 (0( +/14 ( =+*74,,42 ( /1*42 +**422/8,42 < �1 4'4(;,4 (4 , =4D4. (4,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 2-3 , =+1+,)24 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 42. ( 01.3+ 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<� 5 0D 201.34;3+241.+2 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 .3+1*742 41 ) /.4224 ( =+;+/224-3
∆u

+9+,4 4 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4
δue

5; 0-3 (42 *-842 (4 (011+42 *03342;01(+1. ( =-14 ;+3. 4
βρ = 4

4.
βv = 3

5 ( =+-.34 ;+3. 4
βρ = 3

4.
βv = 4, 5

5*+,*-,+2 4 ( /D+341.42 .4(;+3+.-342 41.34
T = 1

8 4.
T = 200

8 < &4 *+2
βv = 3

42. ;+3./*- ,/,34( 41./1.+3422+1. *+3 ,42 .3+1*742 41 ) /.4224 201. ( /1*42 4 .0-.42 ,42 +*74,,42 (,2 ,032 *-4
∆u 6 σv

5 *4 *-/ 42.,4 *+2 /*/ ;-/2*-4
δue ' σv

;0-3 ,+ ; ,-2 7+-.4 .4(; +3+.-34 *012/(+3+4
T = 200

8 < @4*/ ;43( 4. ( =+.-( /432+;+3+(41. ,42 4D4.2 (4 ,/22+94 9+-22/41 2-3 ,+ 3+(-*./01 (- (� "M #"%(L 4. 2-3 ,+ ( /1*4-3 (42 .3+1*742 41) /.4224 < ?-3 ,+ -9-34 _ FFF<� 5 ,4 ;+114+- (4 9+-*74 (01.34 *-4 ,4 ,/22+94 9+-22/41 3+(-/. 2/91/- *+./)4( 41.,4 (� "M #"%(L< /1 4D4. 5 , =+-9( 41.+./01 (4 ,+ .4(; +3+.-34 */1+./*-4 ;30)0*-4 -1 +D+/8 ,/224( 41. (4 ,+*0(;02+1.4 7+-.4 '3+*-41*4 +220 */+4 +- 83-/. 5 4. (01* -1 3+/( /224( 41. (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 < &, 24(8,4*4; 41(+1. *-4 ( J(4 4 ,+ .4(;+3+.-34 ,+ ;,-2 + ,4)+4 5
T = 200

8 5 ,4 (� "M #"%(L 14 20/. ;+2 *0(;,,.4( 41.14..0)+ < � ;,-2 7+-.4 .4(;+3+.-34 5 ,+ *01( /./01 (4 ( /1*4-3 (42 .3+1*742 41 ) /.42242A
δue 6 σv

14 243+/.(4 201 *E.+ ;,- 2 34(;,/4 < &4 ;+114+- (4 (30/.4 /,,-2.34 *-+1. 4 ,- / , =4D4. (- ,/22+94 9+-22/41 4 ,+ '0/2 2-3 ,4(� "M #"%(L 4. 2-3 , =+;+/224-3 (4 ,+ .3+1*74 41 ) /.4224 < � 8+224 .4(;+3+.-34 �
T =

R 8 � 5 ,+ .3+1*74 42. ( /1*44 ;342*-4 .0-.42 ,42 +*74,,42 5 ( +/2 01 )0/. *,+/34( 41. , =4D4. (- (� "M #"%(L 2-3 ,42 *0(;02+1.42 4 7+-.4'3+*-41*4 2;+./+,4 < &032*-4 ,+ .4(; +3+.-34 +-9(41.4 5 , =+(;,/.-(4 (- (� "M #"%(L 4. ,+ ;,+94 ( =+*74,,42 ;0-3
i��uyq �lvvlo�r lmn u�mlynl � � klmn ��l vlm nsuy��lm ly z rnlmml m�yn lynrwsl� lyn {turmmlm |}�y lmn r�r quym vl s{xr� l lynrwsl� lyn � ry�l � �us uzl� βv = 3

� vu q rmt lsmr�y ql zrnlmml lmn ryq{tlyquynl ql v k{��lvvl |



���� F��� _ FFF� �
� ���� ��� ���
���� �
 	 F� ���� ���
βv = 3, 0 βv = 3, 5 βv = 4, 0 βv = 4, 5 βv = 5, 0

β
ρ

=
5
,0

β
ρ

=
4
,5

β
ρ

=
4
,0

β
ρ

=
3
,5

β
ρ

=
3
,0

��� � _ FFF<9  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %,' MNOL, L# M0 &L M*N#/� L( L# $%ML((L L� M*N%ML( &L /� N/'# &L(
�� /'9L( &L &"##)L( /"#(M*'%M( 6 - N*M%* &L /� N,- ( &L &L#(%M) LM &L $%ML((L &L M- L 9*"�#%L# � *N/M%"##N%*LP
�'* /� N1'L � 3'*L0 OL( - "%# M( *L- *)(L# ML# M OL( (- L/M*L( &L - '%((N#/L &L 1'NM*L M*N#/� L( L# $%ML((L & 8)- N%((L'*(*L(- L/M%$L(

∆u = 1, 25
Q( 2−1 0 ∆u = 1, 75

Q( 2−1 0 ∆u = 2, 25
Q( 2−1 LM

∆u = 10
Q( 2−1 4&L 9N( L#

� N' M5 P .L( &*"%ML( /"**L(- "#&L# M N'� - *)&%/M%"#( &L O 8N#NO(L &L( M*N#/� L( L# $%ML((L0 N2 '(M)L( &L , N#%+*L6 (L /*"%(L* 6 O 8)/� LO OL &L M*N#(%M%"#
lm

0 *L- )*)L - N* '# M*N%M $L*M%/NOP

,42*-4,,42 ,+ .3+1*74 41 ) /.4224 42. ( /1*4 (+*30/2241. .0-.42 ,42 (4-' 5 *0((4 01 2 =) +..41(+/. < � 7+-.4.4(;+3+.-34 5 ,4 (� "M #"%(L 42. *0(;,,.4( 41. 14..0)+ (+/2 ,+ .3+1*74 41 ) /.4224 42. 41./,34( 41. +;+/224 <^1 *0(;341( (01* *-4 , =-./,/2+./01 ( =-1 ,/22+94 9+-22/41 /(;024 1+*422+/34( 41. -1 *0(;30( /2 41.34 ,+3+(-*./01 (- (� "M #"%(L 4. ,+ ( /1*4-3 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 < /1 *4 *-/ *01*4314 102 2/(-,+./012 5 ,422;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 ,+ -9-34 _ FFF<9 (01.341. *-4 ,4 (� "M #"%(L 42. 2/91/-*+./' 24-,4( 41. ;0-3
βv = 3

5*4 *-/ /1( /*-4 *-4 ,42 ;+3+( ,.342 *70/2/2 5 4 2+)0/3
σv

5
T

4.
δu

5 '03(41. -1 801 *0(;30( /2 5 ; 0-3 ,+ ;,-;+3.(42 )+,4-32 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (4 ,+ ) /.4224
βv

5 41.34 ,+ 3+(-*./01 (- (� "M #"%(L 4. , =+**422/8 /,/.+ (- 3+9/( 4( /1*4 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 <
� ����: �" � �b ?fcd "dc  Bc# ?�b�c !=�d�#c
&+ ( +.70(4 ( =+1+,)24 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 ;30;02+4 ;+3 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; ;0-3 (+.43( /143,42 /1( /*42 2;4*.3+-'

βρ
4.

βv
*012/2.4 4 +.-( /43 , =/1( /*4 2; 4*.3+,

βs
(42 .3+1*742 41 ) /.4224 41 '01*./01(4 , =+;+/224-3

∆u
(4 *4,,42:*/ < 1 =+;3,2 ,42 ;3+( /*./012 +1+,)./*-42 5 ,+ *0-38 4 (4

βs
41 '01*./01 (4

∆u
(0/.+)0/3 (4-' ,/( /.42 +-' ;4./.42 )+,4-32 4. +-' 93+1(42 )+,4-32 (4

∆u
5 *03342;01(+1. 342; 4*./)4( 41. +-'3+9/( 42 41./,34( 41. ( /1*4 4. .3,2 +;+/2 5 4. ; 43(4..+1. (4 (+.43( /143
βρ

4.
βv

<
�0-2 +)012 '+/. *4..4 +1+,)24 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 2-3 102 2/(-,+./012 5 4. ,42 3+2-,.+.2 201. ;3+241.+2 2-3 ,+-9-34 _ FFF<Z 5 *-/ (01.34 ,42 )+3/+./012 (4 , =/1( /*4

βs
5 (+.43( /1+ ;+3 -1 +.-2.4( 41. (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 5( 0)411+ +3 /(-.+,4( 41. 5 2-3 , =4124(8,4 (42 10(8342 ( =01(4

k
5 41 '01*./01 (4 , =+;+/224-3 41 ) /.4224

∆u
< &42*0-3842 5 -14 ;0-3 *7+*-4 *0(8/1+/201 �

βρ
5
βv

� (42 /1( /*42 2; 4*.3+-' (42 *7+(;2 .3/( /( 412/0114,2 5 201.



�I� _ FFF�� � ����� ���� �	��� ��� ��H����� �� � 	�����

k �trlv−1 �

P
(k

)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
��

k �trlv−1 �

T = 1 �

T = 10 �

T = 100 �

T = 200 �

T = 1 �

T = 10 �

T = 100 �

T = 200 �

βρ = 4
�
βv = 3 βρ = 3

�
βv = 4, 5

��� � _ FFF<�  �- L/M*L( &L - '%((N#/L0 , "L##)( N� %, ' MNOL, L# M0 &L M*N#/� L( L# $%ML((L &L ON*3 L'*
∆u = δue- "'* 1'NM*L ML,-)*NM'*L( /%# )M%1'L( P .N � 3'*L &L 3 N'/� L /"**L(- "#& N' /N(

βρ = 4
LM

βv = 3
0 ON � 3'*L &L&*"%ML N' /N(

βρ = 3
LM

βv = 4, 5
P .L( &*"%ML( *L- *)(L# ML# M OL( - *)&%/M%"#( &L �.N�N*%N# � � "3 "(N#0 ����	&N#( OL( *)3 %, L( & 8)/� LO OL( , %#/L( LM )- N%((L(0 ON M*N#(%M%"# )MN# M , N*1')L - N* OL M*N%M $L*M%/NOP

34930-;+42 ;+3 )+,4-3 (4
βv

< ^1 ( /2./19-4 8/41 41.41(- ,4 3+9/( 4 41./,34( 41. ( /1*4 5 ;0-3 ,4*-4, ,+ .3+1*7441 ) /.4224 42. ( /1*4 4 .0-.42 ,42 +*74,,42 5 20/.
∆u 6 σ(lp)

5 ,4 3+9/( 4 41./,34(41. +;+/2 5 (+.43( /1+ ;+3 ,+34,+./01
∆u > σv

5 4. ,4 3+9/( 4 .3,2 +;+/2 5 *+3+*.+3/2+ ;+3 , =+9+,/.+
βs = βρ

5 *- =01 08243)4 .);/*-4( 41.
;0-3

∆u > 20
Q( 2−1 < ^1 /1( /*-4 +9+,4(41. ,4 3+9/( 4 .3+12/.0/34 ;0-3 ,4*-4, ,+ .3+1*74 41 ) /.4224 42.( /1*4 +-' 93+1(42 +*74,,42 4. +;+/224 +-' ;4./.42 +*74,,42 < &42 ./34.2 ( +3*-41. *-+1. 4 4-' ,+ ;02/./01(4 ,+ 3+20,-./01 2;4*.3+,4 4D4*./)4

δue
(4 102 2/(-,+./012 < &4 ;,+.4+- 08243)+ 4 9+-*74 (4 *4..4 (431 /,342+;+3+./01 34[,.4 ,4 '+/. *-4 ,42 2.3-*.-342 41 ) /.4224 ; ,-2 ; 4./.42 *-4 ,+ 3+20,-./01 4D4*./)4 14 ; 4-)41. ;+2J.34 3+20,-42 <

1 +12 ,+ ,/( /.4 (42 93+1(42 +;+/224-32 41 ) /.4224 5 01 34.30-)4 ,4 '+/. *-4 ,42 /1( /*42 2;4*.3+-' (42 .3+1*742 41) /.4224 *01)43941. )432 ,+ )+,4-3 (4
βρ

< &1)4324( 41. 5 +-' ;4./.42 +;+/224-32 41 ) /.4224 5 01 )0/. *- =41 +**03(+)4* 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 5 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 .3+1*742 41 ) /.42242 (4) /41. /1(+;41(+1.(- *7+(; (4 (412/.+ 5 2+-' (+12 ,42 *+2 0D
βv > 4, 5

5 *0((4 4';,/*-+ +- ;+3+93+;74 2-/)+1. < &+ '03.4*033+ ,+./01 41.34 ,4 *7+(; (4 ) /.4224 .3/( /( 412/0114, 4. ,42 *+3.42 ;+3 *+1+-' +.+/. (+. 4 ) /2/8 ,4 2-3 ,+-9-34 _ FF<X 5 0D , =01 )0/. 10.+((41. *-4 ,+ 2.3-*.-34 (42 *+3.42 ;+3 *+1+-' 42. (0( /1+4 ;+3 ,4 *7+(; (4) /.4224 ;-/2*- =4,,4 )+3/4 .3,2 ;4- +)4* , =/1( /*4 2;4*.3+, (- *7+(; (4 (412/.+ <
?-3 ,+ -9-34 _ FFF<Z 5 01 34(+3*-4 *-4 ,42 *0-38 42 *03342;01(+1. 4

βv = 3
(+*30/2241. +-' ;4./.42 +;+/224-3241 ) /.4224

∆u
5 .-2*- =4 -14 )+,4-3 (4 R 5W 41) /301 < \-/2*-4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,

βs
42. *+,*- ,+ 2-3 , =4124(8,4(42 )+,4-32 (4

k
5 *4. 4D4. ; 4-. J.34 41./,34( 41. +..3/8-+ +- (� "M #"%(L5 (01. , =+(;,/.-(4 42. /(;03.+1.4(+12 *4 *+2 5 *0((4 01 ,4 )0/. 2-3 ,+ -9-34 _ FFF<� < \0-3

βv = 3, 5
5 , =4D4. (- (� "M #"%(L 42. 3+(-/. 5 4. (+12*4 *+2 5 ,42 *0-38 42 201. 41 34,+./)4( 41. 801 +**03( +)4* ,42 ;3+( /*./012 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; < &,4' /2.4 -1 ;,+.4+- 2/91/-*+./' (+12 ,4 3+9/( 4 +;+/2 5 4 -14 )+,4-3 ;30 *74 (4 ,+ )+,4-3 ;3+( /.4

βe
5 (011+4 ;+3, =+*-+./01 �TZ � < 1 4 ;,-2 5 ,+ .3+12/./01 ( +3*-+4 ;+3

∆u = δue
1 =42. ;+2 .3,2 + ,0 /91+4 (- 3+9/( 4 (42 .3+1*74241 ) /.4224 41./,34( 41. ( /1*42 5 4. /, 42. (01* *07+341. (4 .30-)43 5 ;0-3 -14 .3+1*74 (4 *4..4 +;+/224-3 41) /.4224 5 -1 /1( /*4 2; 4*.3+,

βs
;30 *74 (4 ,+ )+,4-3 ;3+( /.4

βm
< \0-3 ,42 )+,4-32 ;,-2 93+1(42 (4

βv
5 , =+**03(+)4* 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 1 =42. ;+2 *,+/3 < 1 +12 ,42 .30/2 *+2 342.+1.2 5 41 4D4. 5 01 ;4-. 2+12 ;308,,(41+9,/943 ,4 (� "M #"%(L (- '+/. (- ,/22+94 9+-22/41 5 ( +/2 01 42. 41 34)+1*74 .3,2 ,0/1 ( =+)0/3 (42 .3+1*742 41) /.4224 41./,34( 41. ( /1*42 5 *4 *-/ 14 ;43( 4. ;+2 (4 .42.43 ,42 ;3+( /*./012 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::;(+12 ,4 3+9/( 4 ( /1*4 < 1 =+-.34 ;+3. 5 01 08243)4 -1 24(8,+1. (4 ;,+.4+- +- 24/1 (- 3+9/( 4 +;+/2 5 41 .0-2 *+2;0-3

βv = 4
4.

βv = 4, 5
5 ( +/2 ;+2 4 ,+ )+,4-3

βe
;3+( /.4 < @4*/ 42. (� +- '+/. *-4 ,42 ;,- 2 ; 4./.42 +*74,,42(4) /41141. 41 '+/. .3,2 +;+/2242 < @ =42. +9+,4(41. ;0-3 *4..4 (431/,34 3+/201 *-4 5 (+12 ,42 *+2

βv = 4, 5
4.

βv = 5
5 ,42 *0-3842 (+;41(41. (4

βρ
4. 14 *01)43941. ;+2 .0-.42 )432 ,+ ( J(4 )+,4-3 +-' ;4./.42 ,+394-3241 ) /.4224 <



���� F��� _ FFF� �
� ���� ��� ���
���� �
 	 F� ���� �I�

∆u ��� m−1 �

∆u ��� m−1 �

β
s

β
s

β
s

βv = 5, 0

βv = 4, 0

βv = 3, 0

βv = 4, 5

βv = 3, 5

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

3, 0

3, 5

4, 0

4, 5

5, 0

�� � �� � �� �

�� � �� �

�� �

��� � ��� �

��� � ��� �

��� �

�� � �� �

�� � �� � �� �

�� �

��� � _ FFF<Z  �#&%/L (- L/M*NO
βs

&L( M*N#/� L( L# $%ML((L L� M*N%ML( &L( &%� )*L# M( /'9L( &L &"##)L(0 L# � "#/M%"#&L ON ON*3 L'*
∆u

P .L( /"'*9L( ("# M *L3 *"'- )L( L# � "#/M%"# &L O 8%# &%/L (- L/M*NO
βv

0 %# &%1') L# 9N( 6 &*"%ML &L/� N1'L � 3'*LP .L( �"# L( 3 *%()L( %#&%1'L# M OL( &", N%# L( /"**L(- "#&N# M N'� *)3 %, L( , %#/L 4�5 0 &L M*N#(%M%"#4�5 0 )- N%( 4�5 LM M*+( )- N%( 4��5 P .L( M%*LM( $L*M%/N'� %# &%1'L# M ON *)(" O' M%"# L# $%ML((L L� L/M%$L0 LM OL(- "%# M%O O)( � "*%�"# MN'� *L- *)(L# ML# M OL( - *)&%/M%"#( &L �.N�N*%N# � � "3 "(N#0 ����	 &N#( OL( *)3 %, L( , %#/LLM )- N%(0 *L(- L/M%$L, L# M
βs = βm

LM
βs = βe

P !� N1'L /"'*9L /"**L(- "#& 6 '# L $NOL'* &L
βρ

0 %#&%1')L L#*L3 N*& P



�I� _ FFF�G � � 	����� 	
� �� �
�� ��� 	
��
� ����� � %c$#cc %! � d� $!�$ ?#c %! �c
1- '+/. (- ,/22+94 9+-22/41 -./,/2+ 5 , =4D4. (- (� "M #"%(L 2-3 102 2/(-,+./012 42. 34,+./)4( 41. ,/( /.+ 5 4 ;+3.(+12 ,4 *+2 4'.3J(4

βv = 3
< @4; 41(+1. 5 *4*/ 24 '+/. +- ;3/' ( =-1 3+.3+*/224( 41. (- 3+9/( 4 ( /1*4 +**422/8,4 5*+3 01 + )- *-4 ;3+*/2+(41. 24-, ,4 *+2

βv = 3
;43( 4..+/. ( =08243)43 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34( 41.( /1*42 2/91/-*+./)42 5 * =42.:4:( /34 .4,,42 *-4

∆u > δue
<1 +12 *42 *01( /. /012 5 , =/1.43;3+.+./01 (42 *0-3842 (01.3+1. , =+)0,-./01 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,

βs
(42 .3+1*74241 ) /.4224 41 '01*./01 (4 ,+ ,+394-3

∆u
(4 *4,,42:*/ �-9-34 _ FFF<Z � 42. ;+3./*-,/,34(41. +(8/9-� 5 *4 *-/ 341(,+ (+.43( /1+./01 (4 , =/1( /*4 2;4*.3+, (- *7+(; (4 ) /.4224 .3,2 ( /V */,4 ;+3 ,4 8/+/2 (- 3+9/( 4 ( /1*4 < 1 =-1+-.34 *E.+ 5 ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34(41. +;+/2242 ;4-. 41 '+/. (+;41(34 (4

βρ
5 *4 *-/ 341( +9+,4( 41. ( /V */,4 ,+ (+(-*./01 (4

βv
4 ;+3./3 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (4 *42 .3+1*742 2- /)+1., =+*-+./01 �TZ �

∆u
2-3 ,42 *0-38 42 (4

βs41 '01*./01 (4
∆u

5 01 ;0-33+/. ;41243 *-4 * =42. ,4 *+2 < > +/2 ( +,74-34-24(41. 5 *0((4 01 ,4 )0/. 2-3 ,+-9-34 _ FFF<Z 5 -1 .4, ;,+.4+- ;4-. J.34 08243)+ +9+,4( 41. (+12 ,4 3+9/( 4 +;+/2 5 4. +( 4143 -14 42./( +./01'+-224 (4
βv

< 14 ;,- 2 5 ,4 24-, (0)41 ( =42./( 43 ,+ ;02/./01 (4 , =+*74,,4 (4 .3+12/./01
lm

41.34 ,42 (4-'3+9/( 42 ;0-3 -14 .3+1*74 (011+4 ;+224 ;+3 , =+*-+./01 �T9� 5 *-/ 1+*422/.4 .-2.4( 41. ,+ *011+/22+1*4 (4
βv

<\+3 2-/.4 5 /, 1 =) + ;+2 (4 (0)41 /1(+;41(+1. (4 (+.43( /143 2/ ,4 3+9/( 4 (42 .3+1*742 41./,34( 41. ( /1*4242. 4D4*./)4( 41. +..4/1. < @4*/ +.+1. ( /. 5 ,+ (+.43( /1+./01 (4
βv

(+12 ,4 ;4./. 1-+94 (4 > +94,,+1 �?>@ �;+3 5?.+1/( /30) /* 7 &+3+3/+1 5 9:: R; 5 '+/.4 41 -./,/2+1. ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; ;4-. J.34( /24 41 (0-.4 5 *+3 ,4-32 08243)+./012 14 24(8,41. ;+2 ,4-3 ;43( 4..34 ( =+..4/1(34 ,4 3+9/(4 +2)(;.0./*-4( /1*4 <
� *4 2-. 4. 5 /, 42. /(;03.+1. ( =42./( 43 (+12 *-4,,42 *01( /./01 2 ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::;;4-. J.34 -./,/2+4 2-3 (42 08243)+./012 3+4,,42 5 ;0-3 -1 1-+94 �� 4 7+-.4 ,+./.-(4 5 ;+3 4'4(;,4 < ^1 +
(01.3+ *-4 ,+ ;,- 2 ; 4./.4 +;+/224-3 41 ) /.4224 ; 43./141.4 ;0-3 *4..4 +1+,)24 42.

∆u = δue '
√

8 ln 2σ��
5 41*012/(,3+1. /*/ *-4 ,+ 3+20,-./01 2;4*.3+,4 4D4*./)4 42. (0( /1+4 ;+3 , =+ ,+39/224(41. .743( /*-4 5 *4 *-/ 42.*,+/34( 41. ,4 *+2 4

T = 100
8 < \0-3 42./( 43

βv
41 -./,/2+1. ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; 501 (0/. ;0-)0/3 08243)43 -1 ;,+.4+- +-' ;4./.42 ,+394-32 41 ) /.4224 (+12 ,+ *0-38 4 (4

βs
41 '01*./01 (4

∆u
5 *4 *-/ 1+*422/.4 (42 .3+1*742 41 ) /.4224 41./,34( 41. ( /1*42 2-3 -14 ;,+94 34,+./)4( 41. /(;03.+1.4 (4,+394-32

∆u
5 ( /2012 ;0-3

δue 6 ∆u 6 2 δue
< ^1 24 20-) /41. *- =-14 .3+1*74 41 ) /.4224 (4 ,+394-3 (011+4

∆u
42. ( /1*4 +-' +*74,,42

l > lm
0D , =+*74,,4 ,/( /.4

lm
42. '0-31/4 ;+3 , =+*-+./01 �T9� < 101* 5 ;0-3 +)+,-432-3 *-4,,42 +*74,,42 ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::; ;4-. J.34 -./,/2+4 ;0-3 (+(-/34

βv
5 /, '+-.42./( 43 *4..4 +*74,,4 ,/( /.4

lm
;0-3 -14 .3+1*74 41 ) /.4224 ( =+;+/224-3

∆u = 2 δue
<@0((4 (01.3+ ;+3 5> /) /,,4:1 42*7J142 LM NOP5 9::�+; 5 ,4 2; 4*.34 ( =+1439/4 (- � � 42. *0(;+./8,4 +)4* ,+*+2*+(4 ( =+1439/4 (4 80,(09030) 580,( 09030) 5 RSZ R; 5 24,01 ,+*-4,,4 ,+ ( /2; 432/01 (4 ) /.4224 41 '01*./01 (4

, =+*74,,4 42. (4 ,+ '03( 4
σ(l) = A l1/3 < &4 '+*.4-3 (4 103( +,/2+./01

A
;4-. J.34 42./( + 4 ;+3./3 ( =08243)+./012(- � � 4 7+-.4 ,+./.-(4 5 *0((4 (+12 5]01*+2 LM NOP5 RSS9; 5 0D ,+ ( /2; 432/01 (4 ) /.4224 /1.4314 4 -14 +*74,,4(4 R ;* 42. (4 , =03(34 (4 Z Q( 2−1 < 1 +12 *42 *01( /./01 2 5 , =+*74,,4 ,/( /.4 (- 3+9/( 4 ( /1*4 ;0-3 -14 .3+1*74( =+;+/224-3

∆u = 2 δue
42. (011+4 ;+3

σ(lm) = 2δue = 2
√

8 ln 2σ��
4. (01* lm

1 pc
' 1, 223.10−3

(
T

1 K

)3/2 ( m

1 u.m.a.

)−3/2

? / , =01 *012/(,34 ,4 9+3 (- ( /,/4- 14-.34 '30/( �@�> � 4
T = 100

8 5 ,+ ; ,-2 ; 4./.4 +*74,,4 ( /1*4
lm

;0-3-1 1-+94 4 -14 ( /2.+1*4 (4 R:: ;* 42. +,032 41) /301 +9+,4 4
42′

5 4. 42. (01* 10.+8,4( 41. 2-; +3/4-34 4,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 4 9 R *( (- 3+( /0 /1.43'+30( ,.34 (- 10( /1/01 �+( /0 < 2.30;7)2/*+, ^8243)+.03)
�1�<^ � 5 *-/ 42. (4 , =03(34 (4 ,+ ( /1-.4 ( =+3* < 14 ;,-2 5 2/ , =01 *012/(,34 ,+ ;3+241*4 (4 9+3 �� ;,- 2 *7+-(
��+3( �4-.3+, > 4( /-( � (01. ,+ .4(;+3+.-34 42. *0(;3/24 41.34

T = 5000
8 4.

T = 8000
8 5 0- *4,,4 (49+3 .743( /*-4(41. /12.+8,4 4

T ∼ 1000
8 5 , =+ ,+39/224( 41. .743( /*-4 ;,-2 /(;03.+1. +-9( 41.4 ,+ )+,4-3(4 , =+*74,,4 ,/( /.4 4. 341( ,+ (+.43( /1+./01 (4

βv
4 ;+3./3 (4 ,+ ( +.70(4 (4 5&+3+3/+1 7 \0902)+1 5 9:::;;022/8,4 -1/*-4( 41. 2-3 (42 +*74,,42 ;,-2 93+1(42 *-4 *-4,*-42 (493+2 5 (- (0/12 ;0-3 ,4 � � (- )0/2/1+94



���� F��� _ FFF� �
� ���� ��� ���
���� �
 	 F� ���� �I�

(42 (4 ) /.4224 20/. ( /4-' +(+;.+4 4 ,+ (+.43( /1+./01 (- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 (4 ,+ ) /.4224 541 ;+3./*-,/43 ;+3*4 *- =4,,4 14 (+;41( ;+2 (4 ,+ .4(; +3+.-34 (- 9+3 5 4. *- =4,,4 ;43( 4. ,+ (+.43( /1+./01(42 2.+./2./*-42 (4 ,+ ) /.4224 .-2*- =4 (42 +*74,,42 *0(;+3+8,42 4 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 (42 08243)+./012 5.+1. *-4 ,42 [-*.-+./012 (4 (412/.+ 342.41. '+/8,42 <

�



�IG _ FFF�G � � 	����� 	
� �� �
�� ��� 	
��



�	
����� �	�
 ��

� ���� � � �� ���	
� �� 
���� �� � �� � �� �� � �� ��

� ��" % 606 (0 )0- 4';,+/1 2*700, .0 + 7/9743 /1.4,,/941*4 �
>� �� � CE F F� CI@ CFIIFQ CIP@ � J K� CF�F� �� PF�MFI�R





� �� ��� �� � ��

� ����� �� � ��� �� � � �� �� ��� � �� � ��

� �� �� �b $!# cd � ?b  Bc! ?#� %! � b��# ?b % d
& =4' /2.41*4 ( =-1 3+)0114( 41. 3+( /0 41 ;30)41+1*4 (4 20-3*42 +2.3010( /*-42 5 * =42.:4:( /34 4 (42 ,019-4-32( =01(4 2-; +3/4-342 4 R (( 41) /301 5 *03342;01(+1. 4 (42 '3+*-41*42 /1'+3/4-342 4 �:: �63 5 42. *011-4 (4:;- /2 ,42 .3+)+-' ;/011/432 (4 ]+12Q) 41 RS�� 5]+12Q) 5 RS��; 4. (4 �48 43 41 RSZ: 5� 48 43 5 RSZ:; < ^1 ( /2; 024 5(4;-/2 *4..4 +;0*-4 4. ,4 (+)4,0;;4( 41. (- 3+(+3 ,032 (4 ,+ 24*01(4 9-4334 (01( /+,4 5 ( =+1.41142 ;43( 4.:.+1. (4 (+.4*.43 *4 3+)0114(41. 3+( /0 *02( /*-4 +-1 ( =41 ./343 (42 /1'03( +./012 *-+1. 4 ,+ 2.3-*.-34 (4220-3*42 +2.30;7)2/*-42 < 14 ( +1/,34 9+1+3+,4 5 *42 +1.41142 : 0- 3+( /0.+ ,+2*0; 42 : 201. (42./1+42 4 *0,,4*.43,4 3+)0114(41. ;30)41+1. ( =-14 ( /34*./01 (011+4 (- */4, 5 -14 *7+�14 (4 3+*4;./01 41 +)+, ; 43( 4..+1. ,+.3+12'03( +./01 (- 2/91+, + ,4*.30(+91+./*-4 41 2/91+, + ,4*.3/*-4 5 ;-/2 , =+(;,/-*+./01 4. ,4 .3+/.4( 41. (4 *4(431 /43 4 (42 -12 ( =+1+,)24 <
@4;41(+1. 5 (+12 ,4 *+2 ( =-14 +1.4114 -1/*-4 5 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 : *+3+*.+3/2+4 ;+3 ,4 3+;;03. (4 ,+,019-4-3 ( =01(4

λ
(- 3+)0114(41. +- ( /+( ,.34

d
(4 , =0-)43.-34 : 42. 8/41 20-)41. /1 2-V 2+1.4 ;0-3 , =+.-(4*0334*.4 (42 20-3*42 < /1 4D4. 5 (+12 ,42 *01( /. /012 0;./( +,42 5 -14 +1.4114 (4 R:: ( (4 ( /+( ,.34 5 .4,,4 *-4*4,,4 ( =/D4,28439 5 -./,/2+4 4 X (( (4 ,019-4-3 ( =01(4 5 0D 34 -14 3+20,-./01 +19-,+/34 ( +' /( +,4 (4 , =03(34(4 R� 24*01(42 ( =+3* 5 +,032 *-4 ,+ ,/( /.4 (4 ( /D 3+*./01 (42 ; ,-2 93+1( 2 .+ ,+2*0;42 0;./*-42 �

d ∼ 10
( � 42.(4 , =03(34 (- *41./,(4 (4 24*01(4 ( =+3* < >J(4 41 .41+1. *0(;.4 (4 ,+ .-38-,41*4 +.(02;7+3/*-4 (01., =4D4. (4 ;43.-38+./01 2-3 ,+ '03(4 (- '301. ( =01(4 42. 8 4+-*0-; ;,-2 (+3*-+ 41 0;./*-4 *- =41 3+( /0 5 4.2+12 2)2.,(4 +*./' (4 *0334*./01 (4 ,+ '03( 4 (42 ( /30/32 5 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 (42 .+ ,+2*0;42 0;./*-42 42.*0-3+((41. (4/,,4-34 *- =-14 24*01(4 ( =+3* <

^ 3 5 , =08.41./01 (4 93+1(42 3+20,-./012 +19-,+/342 (+12 ,4 (0( +/14 3+( /0 42. 42241./4,,4 4 ;,-2 ( =-1 ./.34 < &,2 =+9/. ( =-14 ;+3. (4 ;43( 4..34 , =/(41./- *+./01 (42 3+( /020-3*42 +)4* (42 08 . 4.2 (+. 4 *011-2 (+12 ( =+-.342(0( +/142 (4 ,019-4-32 ( =01(4 5 4. ( /4-' 41*034 5 ( =+.+8,/3 (42 *+3.42 (4 20-3*42 +.41(-42 ;0-3 ;0-)0/3*0(;+343 5 +)4* -14 ( J(4 3+20,-./01 5 ,42 ( /2.3/8-./012 2;+./+,42 (4 , =+( /22/01 (+12 ,42 ( /D+341.42 ;+3./42 (-2;4*.34 + ,4*.30( +91+./*-4 5 +-1 ( =+V 143 ,+ *0(;3+7412/01 (42 ;7+10( ,142 ;7)2/*-42 (01. *42 08 . 4.2 201.,4 2/,94 < 1 =+-.34 ;+3. 5 , =+( + ,/03+./01 (4 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 (0/. ;43( 4..34 , =+.+8,/224( 41. (4 2)2.,(42(4 3+'+341*4 +2.30( +.3/*-42 (4 ;,-2 41 ;,-2 ;3+*/2 < <*.-4,,4( 41. 5 ,42 08243)+./012 (4 *-+2+32 ,0 /1.+/1 2 413+( /0 ; 43( 4..41. 5 93�*4 +-' .4*71/*-42 ( =/1.43'+30( +.3/4 4 .3,2 ,019-4 8+24 5 ( =08.41/3 (42 3+20,-./012 +,,+1..-2*- =4
10−4 24*01(4 ( =+3* 5 20/. -1 03(34 (4 93+1(4-3 (4 ( /4-' *-4 ,42 08243)+./012 41 0;./*-4 (- 2+.4,,/.4+2.30( +.3/*-4 6 /;;+3*020 <@4 341)4324(41. (4 ,+ 7/+3+3*7/4 (42 3+20,-./012 +19-,+/342 +**422/8,42 +-' (0( +/142 0;./*-4 4. 3+( /0 .+:( 0/914 (4 , =42203 4'*4;./0114, (4 , =/1.43'+30( +.3/4 3+( /0+2.3010( /*-4 < @ =42. 41 +220 */+1. ;,-2/4-32 +1.41142+- 24/1 ( =-1 3+24+- +;;4,+ /1.43'+30( ,.34 5 4. 41 *033+ ,+1. ,42 2/91+-' 34�-2 ;+3 *7+*-14 (4 *42 +1.41142 5*- =01 ;4-. +..4/1(34 *42 3+20,-./012 +19-,+/342 5 *0((4 01 ,4 )433+ (+12 ,+ 2-/.4 < &+ 3+; /( /.+ +)4* ,+*-4,,4*42 .4*71/*-42 24 201. (+)4,0;; +42 (+12 ,4 (0( +/14 3+( /0 5 ;+3 3+;;03. +-' (0( +/142 /1'3+30-94 4. ) /2/8 ,4 542. (-4 41 ;+3./*-,/43 4 ,+ '+*/,/.+ +)4* ,+*-4,,4 ,42 2/91+-' 3+( /0 ;4-)41. J.34 .3+/.+2 + ,4*.301 /*-4(41. 5+/12/ *- =4 , =4D4. (0/1(34 (42 .-38-,41*42 +.(02;7+3/*-42 2-3 ,4 3+)0114( 41. (4 93+1(4 ,019-4-3 ( =01(4 <

� �� �` �� = d� e%c�! %#d
&4 (+)4,0;;4( 41. ( =/1.43'+30( ,.342 3+( /0 34(01.4 +-' ;34( /,342 +11+42 2-/)+1. ,+ 24*01(4 9-4334 (01:( /+,4 < /1 RSZU 5 �),4 4. K018439 5�),4 7 K018439 5 RSZU; *012.3-/2/341. -1 +*-/)+,41. (4 , =/1.43'+30( ,.34(4 > /*74,201 4 , =+/(4 (4 (4-' +1.41142 '01*./011+1. 4 RTX >63 < \+3+,,, ,4( 41. 5 (42 /1.43'+30( ,.342 ;,+:

i�l� us���ym �� kly �l ��r ��y�lsyl v kumns�� {nsrl rynls	{s�� {nsr��l � � klmn t v�m vu ts{�rmr�y m�s vu t�uml ��l vu s{m�v�nr�yuyx�vursl ��r � ��l |



�I� _ F	 �� � �� ��� � 	��
�	���
*+2 ,4 ,019 (42 *E.42 4. -./,/2+1. ,+ 3+[4' /01 (42 3+)012 ,-( /14-' 4 ,+ 2-3'+*4 (4 ,+ ( 43 01. ; 43( /2( =41349/2.343 (42 ;34( /432 3+2-,.+.2 2*/41./-*-42 10.+8,42 5 *0((4 ,+ (+*0-)43.4 (4 ,+ 3+( /020-3*4 @)91-2< 564) LM NOP5 RSZU; < 1 =+-.342 20-3*42 /(;03.+1.42 '-341. 412-/.4 08243)+42 4 , =+/(4 ( =/1.43'+30( ,.342 4
(4-' + ,+(41.2 5 ;-/2 /(41./-+42 4 (42 9+,+' /42 0- 4 (42 342.42 (4 2-;4310)� < � *4..4 +;0*-4 5 ,+ 2.+8/,/.+ (42*7+�142 (4 3+*4;./01 14 ;43( 4..+/. *4;41(+1. 9+1+3+,4( 41. ;+2 (4 34(01.43 +-' ( /2.3/8-./012 2;+./+,42(4 83/,,+1*4 (42 20-3*42 5 *4 *-/ 42. .7+03/*-4( 41. '+/2+8 ,4 5 *0((4 01 ,4 )433+ (+12 ,+ 2- /.4 < &42 08243)+:.4-32 (0(+ ,/2+/41. +,032 *42 20-3*42 ;+3 (42 ( /2.3/8-./012 2)( +.3/*-42 5 41 (+(-/2+1. ,+ ,+394-3 +19-,+/34 (4, =08 . 4. 4 -1 1/)4+- (4 83/,,+1*4 (011+ 4 ;+3./3 (42 )+3/+./012 ( =+(;,/.-(4 (42 '3+1942 ( =/1.43'+341*4 +)4*, =42;+*4( 41. (42 +1.41142 5 2+12 -./,/243 , =/1'03( +./01 (4 ;7+24 <
� �� �` �b � %>d  cdc AB�e!"dc "d $!  B ?b� %! �
&+ ( +1/,34 (01. ,42 2/91+-' 201. *033+ ,+2 + +)0,-+ +- *0-32 (- .4(;2 < <-' (+8-.2 (4 , =/1.43'+30( +.3/43+( /0 5 ,+ .4*71 /*-4 (4 *033+ ,+./01 +.+/. -14 2/(;,4 *0; /4 (- ;7+10( ,14 ( =/1.43'+341*42 (+. 4 8/41 *011- 410;./*-4 5 ;-/2*-4 ,42 2/91+-' +.+/41. 2/(;,4( 41. +(( /./011+2 ;- /2 .3+12( /2 4 -1 (+.4*.4-3 *-+(3+./*-4 5 ,42/91+, -1+, +.+1. (01* (4 ,+ '03(4

u2
1 +u2

2 +2u1u2
5 0D

u1
4.

u2
201. ,42 2/91+-' 41 203./4 (42 +1.41142 < &42)+3/+./012 (4 9+/1 (42 +(;,/-*+.4-32 ;,+*+2 +- 1/)4+- (4 *4,,42:*/ 5 *-/ 34;3+241.41. ;+3 +/,,4-32 (42 20-3*42(4 83-/. ;0.41./4,,4(41. /(;03.+1.42 5 ;0-)+/41. +,032 *0(;,,.4( 41. 10)43 , =/1'03( +./01 *01.41-4 (+12 ,4.43(4 *30/2+ < &+ ( /24 41 =-)34 5 4 ;+3./3 (42 +11+42 RSX: 5 (4 ,+ .4*71/*-4 (- - � N(L (� %M/� %#3 5 *012/2.+1. 4(+;7+243 3+9-,/,34( 41. , =-1 (42 (4-' 2/91+-' (4

π
+)+1. (4 , =+(( /./01143 4 , =+-.34 2/91+, 5 ;-/2 4 ;341(34,+ ( /D+341*4 41.34 ,42 2/91+-'

(u1 − u2)
2 4.

(u1 + u2)
2 08.41-2 5 14 ,+/22+1. 2-82/2.43 *-4 ,4 .43( 4 *30/2+ 5+ ; 43( /2 (4 2 =+D 3+1*7 /3 (4 *4 ;308,,(4 5 *+3 ,42 83-/.2 (42 +(;,/-*+.4-32 201. 101 *033+ ,+2 < /1 (+-1/./)4 501 42. ;+22+ ( =/1.43'+30( ,.342 +(( /. /'2 4 (42 /1.43'+30( ,.342 (-,./;,/*+./'2 < <-.0-3( =7- / 5 ,42 *033+ ,+.4-32; 43( 4..+1. (4 '+/34 ,4 ;30(-/. (42 2/91+-'

u1
4.

u2
201. 42241./4,,4( 41. 1-( +3/*-42 5 4 , =4'*4;./01 (-( + ,+194 +)4* ,4 2/91+, (4 , =02*/,,+.4-3 ,0 *+, 5 (01. 01 ;+3,43+ ;,-2 ,0/1 <

� �� �` �= �Bcdb#< " �b��d��dc d� cf��ehcd " �!#>d  �# d
&+ -1 (42 +11+42 RSX: 4. ,4 (+8-. (4 ,+ (+*411/4 2-/)+1.4 01. )- ,4 (+)4,0;;4( 41. (4 3+24+-' ( =+1.41142(+( /+2 4 ,+ (+.43( /1+./01 ;3+*/24 (42 ;02/./012 +19-,+/342 (4 3+( /020-3*42 5 41 ;+3./*-,/43 , =/1.43'+30( ,.34(+)4,0;;+ ;+3 > /,,2 5 (01. ,42 + ,+(41.2 +.+/41. 3+;+3./2 ,4 ,019 (42 (4-' 83+2 ( =-14 *30/' 5 4. , =/1.43'+30( ,.34(4 @+(83/(94 5 *012./.-+ (4 *-+.34 +1.41142 ;,+*+42 +-' *0/1 2 ( =-1 34*.+19,4 5 4. *-/ '-. 10.+((41. -./,/2+;0-3 +.+8,/3 ,4 *+.+,09-4 ��),4 LM NOP5 RSUX; < @4..4 ( +.70(4 (42)1.7,24 ( =0-)43.-34 +.+/. *011-4 (4;-/2 ; ,-2/4-32 +11+42 5 ( +/2 ,4 2-**,2 (42 *+3.093+;7/42 (4 @)91-2 <
4. @+22/0; 4/+ < 41 (+(01.3+ 83/,,+((41. ,4 ;0.41./4, 5 +(41+1. ,42 /12.3-(41.2 4' /2.+1.2 4 2 =) +(+;.43 54. /1*/.+1. ,42 039+1/2( 42 (4 34*743*74 4 *012.3-/34 (4 10-)4+-' 93+1(2 3+24+-' ( =+1.41142 ,+ (4..+1. 4;30- . < @ =42. +/12/ *-4 ) /341. ,4 .0-3 5 10.+((41. 5 , =/1.43'+30( ,.34 (4 �42.43803Q 4. ,4 K&< 5 +/1 2/ *-4 5 (+12,4 (0( +/14 ( /,,/( +.3/*-4 5 , =/1.43'+30( ,.34 (- ;,+.4+- (4 C-34 <
� �� �` �$ � �%��d  �B  !AB�  %d � �� �
& =08.41./01 (4 3+20,-./012 +19-,+/342 41*034 (4/,,4-342 + +,032 34*-/2 ,4 (+)4,0;;4( 41. (42 .4*71/*-42( =/1.43'+30( +.3/4 4 .3,2 ,019-4 8+24 �K&C &� 5 (01. ,4 ;3/1*/; 4 *012/2.4 4 2+;+343 ,+ 3+*4;./01 (42 2/91+-'(4 ,4-3 *033+ ,+./01 � 01 41349/2.34 ,42 2/91+-' +- 1/)4+- (4 *7+*-4 +1.4114 2-3 -1 2)2.,(4 (4 2+-)49+3(4+(+;.+ 5 4. ,42 (011+42 201. *033+ ,+42 -,.+3/4-34( 41. < ? /( ;,4 41 20/ 5 *4..4 ( +.70(4 1+*422/.4 -1 *43.+/110(834 (4 ;30-42242 .4*71/*-42 5 10.+((41. +- 1/)4+- (4 ,+ 8+1(4 ;+22+1.4 -./,/2+8,4 : ,42 ;34( /432422+/2 +.+/41. ,/( /.+2 4 9 Q63 5 41 3+/201 (4 ,+ '3+*-41*4 /1.43( +( /+/34 .3,2 8+224 /(;02+4 ;+3 ,4 2)2.,(4( =41349/2.34(41. : 4. (4 ,+ ;3+*/2/01 (42 02*/,,+.4-32 ,0 *+-' < /1 *01.34;+3./4 5 4,,4 ;43( 4. ( =-./,/243 (42



���� F��� _ F	 � � �F
� ������ ��� F� �
 ��� F������
� F� �I�
,/9142 (4 8+24 ,019-42 (4 ; ,-2/4-32 ( /,,/432 (4 Q /,0( ,.342 5 ;43( 4..+1. (42 3+20,-./012 (4/,,4-342 *-4 ,+( /,,/24*01(4 ( =+3* < &+ *0(8/1+/201 (4 ; ,-2 (4 (4-' /12.3-( 41.2 41 /1.43'+30( +.3/4 K&C & 5 4 ;+3./3 (- ( /,/4-(42 +11+42 RST: 5 + ; 43( /2 ,+ *+3.093+;7/4 (4 20-3*42 + ,0/91+42 5 4. ,+ (+*0-)43.4 (4 ) /.42242 +;;+34((41.2-;3+,-( /1 /*-42 (+12 ,42 *-+2+32 5\4+3201 LM NOP5 RSW R; < @ =42. +9+,4( 41. 93�*4 +-' .4*71/*-42 K&C & *-4(42 ;3093,2 42241./4,2 41 +2.30( +.3/4 4. 41 9+0(+2/4 01. +.+ +**0(;,/2 <
� �� �: � ��d��dc  b" %!bc�  ! �!A %#dc
� �� �: �b �  ! gb�b� %! � " �#� c %��b ?  b" %!bc�  ! �!A %#d
�0-2 +,,01 2 +803(43 (+/1.41+1. ,42 ( /)43242 +.+; 42 (4 , =08243)+./01 3+( /0/1.43'+30( +.3/*-4 5 (4 '+�01 4 +.+:8,/3 ,+ 34,+./01 *-/ 4' /2.4 41.34 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 (+12 ,4 ;,+1 (- */4, 4. ,42 (011+42 /12.3-( 41.+,42+**422/8,42 4 , =08243)+.4-3 <
@012/(+3012 -1 ;7+10( ,14 ;7)2/*-4 41 -1 ;0/1.

x0
( =-14 20-3*4 +2.3010( /*-4 5 (011+1. 1+/22+1*4 4 -1*7+(; + ,4*.3/*-4 )+3/+8,4

E(x0, t)
< 14 ( +1/,34 9+1+3+,4 5 ,42 )+3/+./012 (4 *4 *7+(; 201. +,++.0/342 5 4 ,+'0 /2 41 .43( 42 ( =+(;,/.-(4 5 (4 ;7+24 4. (4 ;0,+3/2+./01 < & =+;;,/*+./01 (42 +*-+./012 (4 > +'64,, ( 01.34+,032 *- =-14 01(4 + ,4*.30( +91+./*-4 24 ;30;+94 (+12 , =42;+*4 5 4. ;4-. +/1 2/ J.34 08243)+4 4 ,+ ;02/./01

x
;+3 -1 /1 2.3-( 41. +;;30;3/+ 5 20/. -14 +1.4114 (+12 ,4 (0( +/14 (42 3+( /0'3+*-41*42 < &+ ;30;+9+./01(- *7+(; + ,4*.30(+91+./*-4 2 =/1.43;3,.4 4 , =+/(4 (- ;3/1*/; 4 (4 6-)9412:234214, 5 *- =01 ;4-. 3+2-( 43+/12/ 5C031 7 �0,' 5 RSXS; � & =01(4 + ,4*.30( +91+./*-4 24 ;30;+94 (4 ;30 *74 41 ;30 *74 5 *7+*-4 + ,+(41. (42-3'+*4 �3+4, 0- ) /3.-4,� +..4/1. ;+3 -14 ) /83+./01 (- *7+(; + ,4*.30( +91+./*-4 24 *0(;03.+1. *0((4 -1420-3*4 24*01(+/34 ( =01(4,4..42 2;7+3/*-42 (01. , =+(;,/.-(4 42. ;30;03./0114,,4 4 ,+ .+/,,4 (4 , =+ ,+(41. (42-3'+*4 *012/(+3+ < &+ ) /83+./01 (- *7+(; + ,4*.30(+91+./*-4 41 -1 ;0/1. *-4,*01*-4 42. +,032 ,+ 20((4)4*.03/4,,4 : , =/1.43'+341*4 : (42 ) /83+./012 ;30(-/.42 ;+3 .0-.42 ,42 20-3*42 24*01(+/342 <&4 *7+(; + ,4*.3/*-4

E
+- )0/2/1+94 (4 , =+1.4114 42. +9+,4(41. (+;41(+1. (- .4(;2 4. (4 ,+ ;02/./01*012/(+3+4 < @4;41(+1. 5 ,+ ,/1++3/.+ (42 +*-+./012 (4 > +'64,, +-.03/24 4 ,4 (+*3/34 *0((4 -14 2-;43;02/./01(4 *0(;02+1.42 (010*730(+./*-42 5 4 , =+/(4 ( =-14 .3+12'03( +4 (4 20-3/43 /1)4324 5

E(x, t) =

∫
Eν(x) exp (2iπνt)dν,

4. 01 ;4-. +/12/ 24 *01.41.43 ( =+.-( /43 ,4 *+2 ( =-14 01(4 + ,4*.30( +91+./*-4 (010*730(+./*-4 5 (4 '3+*-41*4
ν
< 1 =+-.34 ;+3. 5 01 ;4-. '+/34 , =7);0.7,24 2/(;,/- *+.3/*4 *-4 ,4 *7+(; + ,4*.3/*-4 ;022,(4 -14 ;0,+3/2+./01,/1++/34 -'4 5 +(+;.+4 4 ,+ *7+�14 (4 3+*4;./01 41 +)+, (4 , =+1.4114 5 (4 203.4 *- =01 ;4-. 14 *012/(+343 *-4 ,+93+1(4-3 2*+,+/34

Eν
*03342;01(+1. 4 ,+ ;30. 4*./01 (- )4*.4-3

Eν
2-3 -1 )4*.4-3 -1/.+/34 -'4 *+3+*.+3/2+1.,+ ;0,+3/2+./01 (- *7+(; < /1-1 5 ,+ ( /2.+1*4 41.34 ,+ 20-3*4 4. , =+1.4114 +.+1. 93+1(4 (4)+1. ,+ .+/,,4 (4 *4..4(431 /,34 5 /, 42. .0-. 4 '+/. 3+/2011+8,4 (4 2-;;0243 *-4 , =01(4 +33/)+1. +- 1/)4+- (4 , =0-)43.-34 (4 , =+1.411442. ;,+14 5 2/ , =01 2-;;024 ;0-3 2/(;,/-43 *- =/, 1 =) + ;+2 (4 ;43.-38+./01 (- '301. ( =01(4 +)41.-4,,4( 41.(-4 +-' ( /,/4-' .3+)432+2 ;+3 ,4 3+)0114( 41. 5 41 ;+3./*-,/43 , =+.( 02;7,34 .43342.34 <

� �� �: �= �B$dg� %! � "# c %��b ?
@01*3,.4( 41. 5 ,4 *7+(; + ,4*.3/*-4 /1*/(41. 2-3 -1 + ,+(41. (4 2-3'+*4 (4 , =+1.4114 ) *3+4 -1 *0-3+1.)+3/+8,4 5 ,4*-4, 42. 4 , =03/9/14 ( =-1 *7+(; + ,4*.3/*-4 +(( /./0114, < &+ 2-;43;02/./01 (42 (4-' *7+(;2 ;4-.+,032 2 =/1.43;3+.43 *0((4 -14 3+[4' /01 (- *7+(; + ,4*.3/*-4 2-3 , =+1.4114 < < /12/ ,42 ;30;3/+.+2 (42 +1.411423+( /0+2.3010( /*-42 ;4-)41. ;+3'+/.4( 41. 24 *0(;341(34 4 ;+3./3 (42 ,0/2 (4 , =0;./*-4 4. 01 ;4-. +9+,4( 41.)0/3 ,42 +1.41142 *0((4 (42 /12.3-( 41.2 (0( /-+1. ,+ ;7+24 (- *7+(; + ,4*.3/*-4 /1*/(41. (4 ( +1/,34 4*01*41.343 ,42 3+)012 2-3 -1 ;0/1. '0 *+, < /1 ;+3./*-,/43 5 ,42 +1.41142 (4 .); 4 ;+3+80,0 
(4 (4 3+)0,-./01201. .7+03/*-4( 41. 2./9( +./*-42 ,032*-4 ,+ 20-3*4 42. 4 , =/1-1/A < 1 4 ( J(4 5 *0((4 41 0;./*-4 5 ,+ .+/,,4-1/4 (42 +1.41142 24 .3+(-/. ;+3 -1 ;7+10( ,14 (4 ( /D 3+*./01 +-.0-3 (4 , =/( +94 9+0( +.3/*-4 (4 ,+ 20-3*4 <<-1 (4 *0(;341(34 *-4,,4 42. ,+ *-+1./.+ (42-3+4 ;+3 -14 +1.4114 5 /1.+3422012 10-2 (01* ( =+803( +- *+2( =-14 20-3*4 ;01*.-4,,4 ( 010*730( +./*-4 2/.-+4 4 , =/1-1/ 2-3 , =+'4 (4 ;0/1.+94 (4 , =+1.4114 5 *0((4 2-3 ,+-9-34 _ F	 <R < ?*7+(+./*-4( 41. 5 , =+1.4114 24 *0(;03.4 *0((4 ,+ *0(8/1+/201 ( =-1 ( /+;73+9( 4 4. ( =-14,41./,,4 '03( +1. , =/( +94 (4 ,+ 20-3*4 2-3 ,4 ;,+1 '0*+, <

}j���l �y v ku qrn � � klmn vl �um qlm �� � lnm umns�y�� r��lm � uzl� �yl l�lvvlynl utts� r� unr�y |



��� _ F	 �� � �������� �H�	
H���
�
� 	����

r

q

r

q

�lynrvvl
� rut�sux� l

�{�l�nl�s

� vuy 	��uv

� vuy 	� �uv

Fθ
θ

��� � _ F	 <R  �"*, NM%"# & 8'#L %, N3 L - N* '# *N&%"M)O)(/"- LP .L � *"# M & 8"#&L - ON#L N**%$L - L*- L#&%/' ON%*L7, L# M 6 ON O%3 #L &L $%()L LM L(M /"#/L# M*) N' � "L* &' *)� L/ML'* 46 3 N'/� L5 P .N (%M'NM%"# L(M � "*, LO OL, L# M%&L# M%1'L 6 /LO OL &L ON � "*, NM%"# &L O 8%, N3 L & 8'# "92 LM 6 O 8%#� #% - N* '#L OL# M%O OL /"#$L*3 L# ML 46 &*"%ML5 P
^1 42. +,032 (+12 ,42 *01( /./01 2 (4 , =+;;30' /( +./01 (4 23+-170'43 (- ;7+10( ,14 (4 ( /D 3+*./01 < ? / , =0110.4

E0
ν(r)

,4 *7+(; + ,4*.3/*-4 (+12 -1 ;,+1 ;43; 41( /*- ,+/34 +-' 3+)012 2/.-+ .-2.4 41 +(01. (- 2)2.,(40;./*-4 5 4. 2/ , =01 10.4
gν(r)

,+ '01*./01 (4 .3+12'43. (4 *4 2)2.,(4 5 (+-1/4 ;+3 ,4 3+;;03. (- *7+(;+ ,4*.3/*-4 41 +)+, 4 *4,-/ 41 +(01. 5 +,032 ,4 *7+(; + ,4*.3/*-4
Eν(q)

(+12 ,4 ;,+1 '0*+, (4 , =/12.3-( 41. 42.(011+ ;+3 -14 34,+./01 (4 .3+12'03( +4 (4 20-3/43 5

Eν(q) =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

ν(r) exp (−2iπq.r)dr,
�TX�

0D
F

42. ,+ ( /2.+1*4 '0 *+,4 (4 , =/12.3-( 41. 5
k = (2πν)/c

4.
q

34; ,34 ,+ ;02/./01 ( =-1 ;0/1. (+12 ,4 ;,+1'0 *+, 41 .43( 42 (4 '3+*-41*42 2;+./+,42 5 4. ; 4-. J.34 34,/+ +-' +19,42 ( =/1*,/1+/201
θx

4.
θy

(4 ,+ ( /34*./01(4 ( /D 3+*./01 2-3 , =+'4 0;./*-4 5
q = qxex + qyey =

ν

c
sin (θx)ex +

ν

c
sin (θy)ey.

\-/2*-4 ,+ 20-3*4 42. ;01*.-4,,4 5 (010*730( +./*-4 5 4. 2/.-+4 4 , =/1-1/ 2-3 , =+'4 0;./*-4 5 ,4 *7+(;
E0

ν(r)(+12 ,4 ; ,+1 .-2.4 41 +(01. (4 , =0-)43.-34 42. +) /(4((41. -1/'03( 4 5 +9+, 4 -14 *012.+1.4
E0

ν

5 (4 203.4*-4 , =+*-+./01 �TX� (4) /41.

Eν(q) =
νeikF

icF
E0

ν

∫∫
gν(r) exp (−2iπq.r)dr = E0

ν ĝν(q).

&4 .3+/.4( 41. (- 2/91+, 41 +)+, (4 , =+1.4114 1+*422/.4 +,032 -1 *0-;,+94 +- 1/)4+- (- ;,+1 '0 *+, 5 (4 '+�014 '+/34 41.343 ,4 *7+(; + ,4*.3/*-4
Eν

(+12 -1 9-/(4 ( =01(4 ( 41+1. +- ( + ,+194-3 < @4 *0-;,+94 *0(;,4'424 '+/. 4 , =+/(4 ( =-1 *0314. ;43( 4..+1. -14 +(+;.+./01 ( =/( ;+(+1*4 41.34 , =42;+*4 ,/834 4. ,4 9-/(4 5 (4 203.4*-4 ,42 ; 43.42 ( =+1439/4 ;+3 3+[4' /01 20/41. ,/( /.+42 < 1 4 ; ,-2 5 /, '+-. 10.43 *- =01 3+*-;,34 -1/*-4( 41. ,4*7+(; +- *41.34 (- ;,+1 '0 *+, 5 (4 203.4 *-4 ,4 2/91+, 08.41- ;0-3 -14 20-3*4 2/.-+4 (+12 ,+ ( /34*./01 (4;0/1.+94 42. 2/(;,4( 41.
Uν(0) = E0

ν ĝν(0) = E0
νBν(0)

5 0D , =01 + /1.30(-/.
Bν(q) = ĝν(−q)

5 *-/ 34;3+241.4,+ 3+;0124 /(;-,2/0114,,4 (4 , =/12.3-( 41. 41 .43(42 ( =+(;,/.-(4 (- *7+(; + ,4*.3/*-4 5 0- $"OMN3 L *L/L- M%"#- NMML*# 5�70(;201 LM NOP5 RSS R; 5 4 14 ;+2 *01'01(34 +)4* ,4 - "� L* - NMML*# 0- ,08 4 ;3/( +/34
Pν(q)

*-/ 42.+9+, 4 |Bν(q)|2 < �);/*-4( 41. 5
Bν(q)

;3+241.4 -1 ;/* *41.3+, /(;03.+1. ;0-3
q = 0

4. (42 ;/*2 24*01(+/342;02/./'2 4. 1+9+./'2 5 *- =01 ;4-. +..+1-43 41 (0( /-+1. ,+ '01*./01 (4 .3+12( /22/01 B < &+ ,+394-3 (- ;/* *41.3+, 5
� jlnnl ��qr
�unr�y ml 	urn ly s{uvrn{ tv�m v�ry quym vu ��u�yl � xs��l p qlm ��ss�xunr�ym m�s vu m�s	u�l rynlsyl q� ��syln u�yrzlu� ql v klyns{l q� s{�ltnl�s |
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� F� ���
0- ,084 ;3/1*/;+, 5 (0114 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 (4 , =+1.4114 -1/*-4 < /1 4D4. 5 2/ , =01 *012/(,34 ( +/1.41+1.-14 20-3*4 +9+,4( 41. (010*730( +./*-4 4. ;01*.-4,,4 ( +/2 2/.-+4 7032 (4 , =+'4 0;./*-4 5 ,+ ( /2.3/8-./01 (-*7+(; + ,4*.3/*-4 +- 1/)4+- (- ;,+1 '0 *+, 42.

Eν(q) =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

νeiφ0(r) exp (−2iπq.r)dr =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

ν exp [−2iπ(q − q0).r]dr,

0D
φ0(r) = 2πq0.r

42. ,+ ;7+24 (- *7+(; + ,4*.3/*-4 41
r

+- 1/)4+- (4 , =0-)43.-34 5 ;+3 3+;;03. 4 ,+ ;7+24+- ;0/1. *41.3+,
r = 0

5 ,4 )4*.4-3
q0

*03342;01(+1. 5 (+12 ,4 ;,+1 (4 20-3/43 5 4 ,+ ( /34*./01 (4 ,+ 20-3*4;+3 3+;;03. 4 ,+ ( /34*./01 (4 ;0/1.+94 < < /12/ 5 (+12 ,4 *+2 *012/(+3+ 5
Eν(q) = E0

ν ĝν(q − q0)
5 *4 *-/ .3+(-/.,4 (+;,+*4( 41. (4 ,+ 3+;0124 /(;-,2/0114,,4 (+12 ,4 ;,+1 '0 *+, 5 4. ,4 2/91+, 34�- -1+,4( 41. 41 203./4 42.

Uν(q0) = E0
νBν(q0)

4. * =42. (01* 8/41 ,+ .+/,,4 (- ,084 *41.3+, (4
Bν

*-/ (0114 ,+ 3+20,-./01 +19-,+/34 (4, =/12.3-( 41. <

� �� �: �$ �!�>d  c %! � "d �  B#d�$d
&4 .3+/.4(41. (42 2/91+-' 41 203./4 (42 +1.41142 *0(;341( (4 10(834-242 +.+;42 5 10.+((41. ( =+(;,/- :*+./01 5 (4 .3+12;03. 5 (4 34.+3( 5 (4 - ,.3+94 4. 8/41 2�3 (4 *033+ ,+./01 < &+ ;,-;+3. (4 *42 ( +1/;-,+./012 (-2/91+, 201. .4*71 /*-4(41. ( /V */,42 +-' '3+*-41*42 ( =03/9/14 5 *-/ ; 4-)41. +..4/1(34 ; ,-2/4-32 *41.+/142 (4
�63 < &, 42. (01* *,+22/*-4 ( =+8+/2243 ,+ '3+*-41*4

ν
(- 2/91+, +2.3010( /*-4 4 , =+/(4 ( =-1 02*/,,+.4-3 ,0 *+,4. ( =-1 ( + ,+194-3 5 (4 ,+ ( +1/,34 2-/)+1.4 < � ,+ 203./4 (4 , =+1.4114 5 01 ( /2; 024 ( =-14 .412/01 +,.431+./)4

Uν(t)
5 (4 '3+*-41*4

ν
4. (01. , =+(;,/.-(4 42. ;30;03./0114,,4 +- *7+(; + ,4*.3/*-4 < @4..4 .412/01 42. 412-/.4( + ,+19+4 +- 2/91+,

U0(t)
/22- ( =-1 02*/,,+.4-3 ,0 *+, �&^ � 5

Uν(t) = αE0
ν cos (2πνt + φ) et U0(t) = A cos (2πν0t + φ0).

@4 ( + ,+194 24 '+/. 41 +;;,/*-+1. ,+ 2-;43;02/./01 (42 (4-' .412/012 4 -1 ( /;E ,4 101:,/1++/34 �(4 .);4 ( /0(4�(01. ,+ *+3+*.+3/2./*-4 *0-3+1.:.412/01 42. 4';3/( +8,4 20-2 '03( 4 ( =-14 2+3/4 5 ( =0D 5�-/,,0.4+- 5 9:::;

I =
∑

p>0

ap(Uν + U0)
p =

∑

i,j>0

bijU
i
νU j

0 =
∑

i,j>0

bij(αE0
ν )iAj [cos (2πνt + φ)]i[cos (2πν0t + φ0)]

j .

&+ 34,+./01 '01(+( 41.+,4
2 cos (a) cos (b) = cos (a + b) + cos (a − b)

(01.34 *-4 , =/1.412/.+ +-' 803142 (-( /;E ,4 ;022,(4 -1 2;4*.34 ( /2*34. 5 0D 24-,42 201. ;3+241.42 ,42 '3+*-41*42 (4 ,+ '03(4 |pν + qν0|
+)4*

p
4.

q41./432 34,+./'2 < /1 203./4 (- ( + ,+194-3 5 01 /12,34 -1 - ,.34 (4 '3+*-41*4 *41.3+,4
νc

4. (4 8+1(4 ;+22+1.4
∆ν

;43( 4..+1. (4 2+ ,4*./01143 -1 /*-4(41. ,+ *0(;02+1.4 (4 '3+*-41*4 |ν − ν0|
5 20/.

νc −
∆ν

2
6 |ν − ν0| 6 νc +

∆ν

2
.

&4 2/91+, 41 203./4 (- - ,.34 42. +,032 5 2-/)+1. ,42 ;02/./012 34,+./)42 (4
ν

4. (4
ν0

5

I ∝ E0
νA cos [2π(ν − ν0)t + φ − φ0] si ν > ν0 ou I ∝ E0

νA cos [2π(ν0 − ν)t + φ0 − φ] si ν 6 ν0.

&+ '3+*-41*4
ν′ = |ν − ν0|

42. +;;4,+4 '3+*-41*4 /1.43( +( /+/34 �%# ML*, L&%NML � *L1'L#/� < /1 *01*,-2/01 5,4 - ,.34 ,+/224 ;+2243 ,42 *0(;02+1.42 (- 2/91+, 3+( /0+2.3010( /*-4 (01. ,42 '3+*-41*42 24 .30-)41. (+12(4-' 8+1(42 (4 ;+3. 4. ( =+-.34 (4 ,+ '3+*-41*4 (4 , =02*/,,+.4-3 ,0 *+, 5 +;;4,+42 �-- L* � %&L � N#& ��?C � 4.."� L* � %&L � N#& �&?C � 5 342;4*./)4( 41. 5 *0((4 /1( /*-+ 2-3 ,+ -9-34 _ F	 <9 < �4( +3*-012 *-4 ,+ ;7+24 4
t = 0

42. ( /D+341.4 (+12 *7+*-4 *+2 < ?+12 +-.34 - ,.3+94 0- /1'03( +./01 *0(;,+(41.+/34 2-3 ,4 2; 4*.34 (4,+ 20-3*4 5 /, 42. (01* N - *%"*% /( ;022/8,4 (4 (+.43( /143 4 *-4,,4 8+1(4 (4 '3+*-41*4 +;;+3./41. -1 2/91+,;+3./*-,/43 41 203./4 (- 3+*4;.4-3 5 4. 01 + +D+/34 4 -14 3+*4;./01 (4 .); 4 � "'9OL � %&L � N#& �1?C � < @43.+/123+*4;.4-32 5 *4; 41(+1. 5 ; 43(4..41. (4 2-;;3/( 43 , =-14 (42 (4-' 8+1(42 5 20/. ;+3*4 *- =/,2 01. -14 3+;0124.3,2 (+;41(+1.4 (4 ,+ '3+*-41*4 5 20/. ;+3*4 *- =-1 - ,.34 + +.+ ;,+*+ 41 +(01. (4 ,+ *7+�14 (4 3+*4;./01 5+-*-4, *+2 01 ;+3,4 (4 3+*4;./01 � %#3 OL � %&L � N#& �??C � <
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∆ν ∆ν ∆ν

νc νν0

���� � ���� �

G

��� � _ F	 <9  � L- *)(L# MNM%"# (/� ), NM%1'L &L ON /"#$L*(%"# &L � *)1'L#/LP .L( &L'� 9N#&L( &L � *)1'L#/L("9(L*$N9OL( 4��� LM .��5 ("# M *L- *)(L# M)L( L# M%*LM(0 ON 9N#&L - N((N# ML &' *)/L- ML'* L# M*N%M - OL%# P
� �� �� � �%��d  �B  !Ah�  d � "d#< B ?BAd��c
� �� �� �b �dc �  b ��dc " �%��d  �B  d �$d
?-;;02012 ( +/1.41+1. *-4 ,+ 20-3*4 ;01*.-4,,4 ( 010*730( +./*-4 42. 08243)+4 2/(-,.+1+(41. ;+3 (4-'+1.41142 /(41./*-42 '03(+1. , =/1.43'+30( ,.34 ,4 ;,-2 2/(;,4 *- =01 ;-/224 /( +9/143 5 (+12 ,+ ( /34*./01 (-)4*.4-3 -1/.+/34

σ0
< ^1 2-;;024 .0-.0-32 *-4 ,+ ( /2.+1*4 4 ,+*-4,,4 24 .30-)4 ,+ 20-3*4 ;43( 4. (4 *012/(+343*-4 , =01(4 + ,4*.30( +91+./*-4 /1*/(41.4 42. ; ,+14 <

cτ
g

b

�
�

��
σ0

�ynlyyl � �ynlyyl �

��� � _ F	 <�  � L- *)(L# MNM%"# &L O 8"*%3 %# L &' *LMN*& 3 )", )M*%1'L
τg

P
^1 )0/. 2-3 ,+ -9-34 _ F	 <� *-4 , =01(4 +33/)+1. 2-3 , =+1.4114 R 5 8 /41 *- =+.+1. ,+ ( J(4 *-4 *4,,4 +33/)+1.2-3 , =+1.4114 9 5 42. 34�-4 +)4* -1 34.+3( 9+0( +.3/*-4

τg
(011+ ;+3 ,+ 34,+./01

cτg = b.σ0
5 0D

b
(+2/914,4 )4*.4-3 (4 ,/914 (4 8+24 34,/+1. ,42 (4-' +1.41142 < /1 '+/2+1. , =7);0.7,24 *-4 ,42 (4-' 3+*4;.4-32 201.+9+,4( 41. 2.3/*.4( 41. /(41./*-42 5 4. 41 1+9,/94+1. .0-.42 ,42 20-3*42 (4 83-/. 5 ,42 2/91+-' /22-2 (42 (4-'+1.41142 201.C

u1 = U cos [2πν(t − τg)]
4.

u2 = U cos (2πνt),E�y ���vrl t��s v krymnuyn vu ��yzlsmr�y ql 	s{��ly�l {z���{l u� qlmm�m |



���� F��� _ F	 � � �F
� ������ ��� F� �
 ��� F������
� F� ���
0D , =+(;,/.-(4

U
(42 (4-' 2/91+-' 42. ;30;03./0114,,4 4 *4,,4 (- *7+(; + ,4*.3/*-4 34�- +- 1/)4+- (42+1.41142 < &42 (4-' 2/91+-' 201. +,032 *0(8/1+2 (+12 -1 *033+ ,+.4-3 *012./.-+ ( =-1 (-,./;,/*+.4-3 4. ( =-1/1.+93+.4-3 5 (4 203.4 *-4 ,4 2/91+, 41 203./4

us
42. -14 (0)4114 (- ;30(-/.

u1u2
2-3 -1 .4(;2

τi
5

us = 2µU2 〈cos [2πν(t − τg)] cos (2πνt)〉τi
= µU2 cos (2πντg),

�TU�
0D

µ
42. -1 '+*.4-3 (4 ;30;03./011+,/.+ (+;41(+1. (- *033+ ,+.4-3 < @4..4 +*-+./01 2-;;024 *-4 ,4 (+ ,+/9+0( +.3/*-4

τg
14 )+3/4 ;+2 2-3 ,+ (-3+4 (4 , =/1.+93+./01 5 *4 *-/ 42. /14'+*. 41 .0-.4 3/9-4-3 < /1 '+/. 5 ,4.4(;2 *+3+*.+3/2./*-4 (4 )+3/+./01 (4

τg
42. *4,- / (4 ,+ 30.+./01 .43342.34 5 4. 42. (01* 93+1( (4)+1. ,42 .4(;2*+3+*.+3/2./*-42

τi
( =/1.+93+./01 (42 2/91+-' 5 *-/ 201. ;,-.E. (4 , =03(34 (4 ,+ ( /1-.4 < < /12/ 5 ,4 2/91+, (4 203./4(+;41( ,41.4( 41. (- .4(;2 24,01

us(t) = µU2 cos [2πντg(t)]
5 4. ;3+241.4 (01* (42 )+3/+./012 2/1-20
(+,424'+*.4( 41. +1+,09-42 +-' '3+1942 ( =/1.43'+341*4 *011-42 41 0;./*-4 5 +)4* -14 +(;,/.-(4 ;30;03./0114,,4 4, =/1.412/.+ (- *7+(; (4 3+)0114( 41. /1*/(41. < &, '+-. 10.43 *-4 *4 3+2-,.+. 1 =42. )+,+8,4 *-4 2/ ,+ 3+;0124(42 +1.41142 +- 2/91+, 42. /1)+3/+1.4 (+12 ,4 .4(;2 5 20/. ;+3*4 *- =4,,42 201. /20.30; 42 5 20/. ;+3*4 *- =4,,422-/)41. ,+ 20-3*4 (+12 201 (0-)4( 41. 2-3 ,+ 2;7,34 *+ ,42.4 <

<1.4114 R <1.4114 9
<(;,/-*+.4-3 <(;,/-*+.4-3
>+ ,+194-3 >+ ,+194-3^ 2*/,,+.4-3 ,0 *+, \7+24 27/'.43

& /914 4 34.+3(
> -,./;,/4-3
&1.+93+.4-3

? ?

?

?

?

?

?

-

� - -

�

?

?

@033+ ,+.4-3

��� � _ F	 <Z  � /� ), N (%,- O%� ) &L ON /� N�#L &L *)/L- M%"# LM &L /"**)ONM%"# &L( (%3#N'� *L�'( N' #%$LN' &L&L'� N# ML## L( P �# ("*M%L0 OL (%3#NO *)(' OMN# M L(M L#*L3 %(M*) - "'* '# M*N%ML, L# M ' OM)*%L'* P

� �� �� �= �bc " �#�d c!# $d B�d�"#d d� �!� A!�! $e !Ab� %#d
&4 *+2 ( =-14 20-3*4 ;01*.-4,,4 4. (010*730( +./*-4 42. 7+-.4(41. /(++,/2+ < 14 ( +1/,34 ; ,-2 3++,/2.4 5 01(0/. *012/(+343 *-4 ,+ 20-3*4 08243)+4 42. +.41(-4 4. *- =4,,4 +(4. (+12 -1 (0( +/14 (4 '3+*-41*4

∆ν
541 2 =+-.03/2+1. .0-.4'0/2 4 2-;;0243 *-4 201 +( /22/01 42. 2;+./+,4( 41. 4. .4(;034,,4( 41. /1*07+341.4 <@012/(+3012 *-4 ,42 (4-' +1.41142 ;0/1.41. (+12 ,+ ( /34*./01

σ0
(- �*41.34� (4 ,+ 20-3*4 < @0((4 01 , =+)- 5 ,4 2/91+,

Uν(σ)
34�- ;+3 *7+*-4 +1.4114 41 ;30)41+1*4 ( =-1 +19,4 20,/(4

dΩ
+-.0-3 ( =-14 ( /34*./01

σ
4. (+12 -1 /1.43)+,,4 (4 '3+*-41*4

dν
+-.0-3 ( =-14 '3+*-41*4 *41.3+,4

ν
42. ;30;03./0114, +- ;30(-/.�

Eν(σ)Bν(σ)
5 4. ,4 2/91+, 41 203./4 (- *033+ ,+.4-3 5 *03342;01(+1. 4 , =+*-+./01 �TU � 5 42.

d2us = CPν(σ)Iν(σ) cos

(
2πν

b.σ

c

)
dΩdν

+)4*
Iν(σ)dνdΩ = Z|Eν(σ)|2, �TT�

,4 *04V */41. (4 ;30;03./011+,/.+
Z

5 70(09,14 4 -14 /(;+(+1*4 ;+3 -1/.+ (4 2-3'+*4 5 (+;41( (42 *+3+*.+:3/2./*-42 (4 ,+ *7+�14 (4 3+*4;./01 < &+ *-+1./.+
Iν(σ)

(+2/914 , =/1.412/.+ 2;+*/-*-4 �)0/3 ,4 *7+; /.34 _	 F F F�
���n�ym �� k�y ��uyxl ��lv��l tl� vu y�nunr�y � t�rm��l vlm ��uynrn{m ��ymrq{s{lm m�yn {�srnlm r�r ly 	�y�nr�y ql vu qrsl�nr�y

σ
ln y�y tv�m qlm ���sq�yy{lm

q0
quym vl tvuy ql ���srls � �l ��r lmn {��rzuvlyn |
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+(/24 ;+3 ,+ 20-3*4 4 ,+ '3+*-41*4

ν
4. (+12 ,+ ( /34*./01

σ
< �0.012 *-4 , =+*-+./01 �TT� 2-;;024 *-4 ,42+1.41142 201. /(41./*-42 < /1 /1.+93+1. 2-3 ,4 *7+(; (4 )-4 5 01 + (01*

dus = dν

∫
Pν(σ)Iν(σ) cos

(
2πν

b.σ

c

)
dΩ = dν

∫
Pν(σ)Iν(σ) cos (2πp.σ)dΩ

+)4*
p =

ν

c
b =

b

λ
.

?+*7+1. *-4 ,4 ;0/1.+94 (42 +1.41142 24 '+/. (+12 ,+ ( /34*./01 �(0)4114�
σ0

5 01 /1.30(-/. ,4 )4*.4-3
s = σ − σ0

5 *-/ 42. 03.70901+, 4
σ0

;-/2*- =01 2-;;024 ,42 )4*.4-32
σ0

4.
σ

-1/.+/342 < /1 4D4. 5
1 = σ.σ ≈ σ0.σ0 + 2σ0.s = 1 + 2σ0.s

( =0D
σ0.s ≈ 0

+- ;34( /43 03(34 2/ |s| � 1
5 * =42.:4:( /34 2/ 01 2 =/1.+34224 4 -14 20-3*4 +2243 ;4./.4 < ^1 ;4-. +,032 +*3/34� ,+3+;0124 (4 , =/1.43'+30( ,.34 20-2 ,+ '03(4

dus = cos (2πp.σ0)dν

∫
Pν(s)Iν(s) cos (2πp.s)dΩ − sin (2πp.σ0)dν

∫
Pν(s)Iν (s) sin (2πp.s)dΩ.

/1 /1.30(-/2+1. ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4
V0

(+-1/4 ;+3

V0(p) =

∫
Pν(s)Iν(s)e−2iπp.sdΩ,

01 +
dus = dν|V0| cos (2πντg − φν),

�TW�
0D |V0|

4.
φν

201. 342; 4*./)4(41. , =+(;,/.-(4 4. ,+ ;7+24 (4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4 </1 /1.+93+1. 2-3 ,+ 8+1(4 ;+22+1.4
∆ν

+-.0-3 (4 ,+ '3+*-41*4 *41.3+,4
ν0

5 4. 41 '+/2+1. /*/ , =7);0.7,242/(;,/-*+.3/*4 *-4 ,4 ,084 ;3/( +/34 4. , =/1.412/.+ 2;+*/-*-4 14 (+;41(41. ;+2 (4 ,+ '3+*-41*4 5 01 +

us =

∫
dν|V0| cos (2πντg − φν) = |V0|∆ν cos (2πν0τg − φν)

sin (π∆ντg)

π∆ντg
.

�TS�
&4 '+*.4-3 ( =+..+1-+./01 (4 ,+ '03( 4 2/1-2 *+3( /1+, +;;+3+/22+1. (+12 *4..4 +*-+./01 � *03342;01( +-830- /,,+94 (42 '3+1942 ( =/1.43'+341*4 ;0-3 -14 20-3*4 ;3+241.+1. -1 2; 4*.34 +.41(- 5 *7+*-4 ,019-4-3 ( =01(4+;;03.+1. 201 ;30;34 2)2.,(4 (4 '3+1942 +)4* -1 /1.43'3+194 ( /D+341. < ^1 ;4-. +9+,4( 41. /1.43;3+.43 *4..4+..+1-+./01 5 *-/ +-9( 41.4 3+;/(4( 41. +)4* ,4 (+ ,+/ 9+0( +.3/*-4 5 *0((4 ,4 3+2-,.+. (4 ,+ �(+2)1*7301/2+:./01� (42 .3+/12 ( =01(4 +33/)+1. 2-3 ,42 +1.41142 R 4. 9 < @4. 4D4. ;4-. (01* J.34 (+)+2.+.4-3 2/ , =01 20-7+/.42-/)34 -14 20-3*4 ;41(+1. 201 .3+12/. 5 4. /, *01) /41. (4 *0(;41243 ,4 34.+3(

τg
(4 (+1/,34 4 342)1*7301/243,42 .3+/12 ( =01(4 <

� �� �� �$ � ?! $b�d "dc �  b��dc
^1 /1.30(-/. (01* 5 2-3 ,4 *74( /1 (- 2/91+, /22- (4 , =+1.4114 41 +)+1*4 5 -14 ,/914 4 34.+3( *-/ ;4-. J.34*012./.-+4 20/. (4 *�8,42 (4 ( /D+341.42 ,019-4-32 *-/ 201. *0114*.+2 4 .0-3 (4 3E ,4 +- 2)2.,(4 (4 '+�01+(+;.+4 4 , =+)0,-./01 (4

τg
5 20 /. (4 34.+3(+.4-32 + ,4*.301 /*-42 ,032*-4 ,4 2/91+, 42. (+. 4 1-( +3/2+ < ^1 + (01*-1 34.+3(

τd
/1.30(-/. (+12 ,+ *7+�14 (4 3+*4;./01 41 +)+, (- ( + ,+194-3 (4 , =+1.4114 9 < /1 *012/(+3+1.,4 2*7+(+ (4 ,+ -9-34 _ F	 <Z 4. 41 24 ;,+�+1. (+12 ,4 *+2 ( =-14 *01)432/01 (4 '3+*-41*4 � ?C 5 ,42 2/91+-'/22-2 (42 +1.41142 R 4. 9 ;3+241.41. (42 ;7+242

φ1
4.

φ2
41 41.3+4 (- *033+ ,+.4-3 5 +)4*

φ1 = −2πντg − θ14.
φ2 = −2πν′τd − θ2

5 0D
θ1

4.
θ2

201. ,42 (+;7+2+942 /1.30(-/.2 5 2-3 ,42 2/91+-' R 4. 9 342; 4*./)4(41. 5 ;+3, =02*/,,+.4-3 ,0 *+, < &+ '03( 4 /1.+93+,4 (4 , =+*-+./01 �TS � 2 =+*3/. +,032

us =

∫
dν|V0| cos (φ2 − φ1 − φν) =

∫
dν|V0| cos (2πν∆τ + 2πν0τd − θ2 + θ1 − φν).

1 4 (+1/,34 9+1+3+,4 5 *4..4 '03( 4 /(;,/*-4 *-4 , =+(;,/.-(4 (4 ,+ 3+;0124 (- *033+ ,+.4-3 42. +9+,4( 41.(0(-,+4 5 *0((4 +- _ F	 <G < 5 ;+3 -14 '01*./01 (+;41(+1. *4..4 '0/2 (4 , =4334-3
∆τ = τg − τd

+;;4,+4 &LON
� ���m s{mlszl ql slq{
yrs vl v�� l tsr� ursl Pν

ln v krynlymrn{ mt {�r
��l Iν
ly vlm sl�lynsuyn m�s vu qrsl�nr�y

σ0
|
�l 	urn ��l vl 	u�nl�s q kunn{y�unr�y m�rn r�r �y mry�m �usqryuv lmn vr{ u� ��t�n�wmlm q k�yr	�s� rn{ ly 	s{��ly�l ql vu s{t �ymlqlm s{�ltnl�sm ln q� mt l�nsl ql t�rmmuy�l ql vu m��s�l � �urm vl s{m�vnun x{y{suv lmn �� krv uttusu�n �y �s��rvvuxl qlm 	suyxlmt��s qlm �uyqlm tummuynlm �� qlm q{vurm x{�� {nsr��lm ns�t xsuyqm |
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� F� ���
M*N/� %#3 L**"* 5 *-/ 41 ;3+./*-4 42. 8/41 /1'+3/4-34 +- 34.+3( 9+0( +.3/*-4

τg
5 *4 *-/ ; 43( 4. 5 41 +.-2.+1.3+9-,/,34( 41. ,4 34.+3(

τd
5 (4 ;3+243)43 ,4 *01.3+2.4 (42 '3+1942 <@4;41(+1. 5 ,+ ;3+241*4 (- .43(4

2πν0τd
;30)0*-4 +9+,4(41. -14 (0(-,+./01 (42 '3+1942 4 -14 ) /.4224 -1;4- .30; 3+;/(4 ;0-3 ,+ 1-( +3/2+./01 (- 2/91+, < ^1 /1.30(-/. (01* -1 (+*+,+94 (4 ;7+24 �- � N(L (� %� M�

φ0;43( 4..+1. (4 *0(;41243 *4 .43( 4 5 4. +/12/ (4 8,0*-43 ,42 '3+1942 < /1 .7+03/4 5 *4 8,0 *+94 4(; J*74 (,2 ,032(4 ( 42-343 2/(-,.+1+(41. , =+(;,/.-(4 4. ,+ ;7+24 (4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ < ^1 +( + ,/034 (01* 41*034,4 2)2.,(4 41 -./,/2+1. -1 24*01( *033+ ,+.4-3 *-/ (+;7+24 , =-1 (42 (4-' 2/91+-' (4
π/2

+)+1. *033+ ,+./01 <^1 (42-34 +/12/ 2/(-,.+1+(41. ,42 ;+3./42 3+4,,4 4. /( +9/1+/34 (4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4 < &42)2.,(4 +/12/ (+*3/. 42. +;;4,+ *033+ ,+.4-3 *0(;,4'4 5 ;0-3 (42 3+/2012 +) /(41.42 <
� �� �� �" �fc�hAd "d $!! "!��Bdc
�14 '0/2 (42-3+4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4

V0(p)
(011+4 ;+3 , =+*-+./01 �TW� 5 201 -./,/2+./01 ;3+./*-434*-/43. ,+ (+-1/./01 ( =-1 2)2.,(4 (4 *003(011+42 +;;30;3/+ (+12 ,4*-4, +*3/34 ,4 )4*.4-3

p
34;3+241.+1. 54 -1 '+*.4-3 (-,./;,/*+./' ;3,2 5 ,+ ,/914 (4 8+24 41.34 ,42 (4-' +1.41142 < &, +;;+3+�. 1+.-34, *-4 , =-14 (4242 *0(;02+1.42 20/. ;3/24 ;+3+,,, ,4 4 ,+ ( /34*./01 (4 ;0/1.+94

σ0
(4 , =/1.43'+30( ,.34 < ^1 /1.30(-/. (01*-1 2)2.,(4

(ex, ey, ez)
+)4*

ez = σ0
4.

(ex, ey)
(+-1/22+1. -1 2)2.,(4 (4 *003(011+42 ;43; 41( /*-,+/344 ,+ ( /34*./01 (4 ;0/1.+94 +)4* 5 *01)41./0114,,4( 41. 5

ex
)432 , =42. 4.

ey
)432 ,4 103( < ^1 10.43+ +/12/

p = uex +vey +wez
< �0.012 *-4

u
5
v

4.
w

(01141. ,42 *0(;02+1.42 (4 ,+ ,/914 (4 8+24 (+12 *4 2)2.,(4 (4*003(011+42 5 ( 42-3+42 41 ,019-4-32 ( =01(4 < &+ ( /34*./01 *-4,*01*-4
σ

5 (+12 *4 2)2.,(4 (4 *003(011+42 52 =+*3/. +,032
σ = lex + mey + nez

5 +)4*
l2 + m2 + n2 = 1

< &42 *003(011+42
l

4.
m

*03342;01(41. +-'*02/1-2 ( /34*.4-32 (4
σ

(+12 ,4 2)2.,(4
(ex, ey)

< C /41 41.41(- 5 ,42 '01*./012
Pν

4.
Iν

14 (+;41(41. *-4 (4*42 (4-' ;+3+( ,.342 5 4. -14 /( +94 (+12 ,4 ; ,+1
(l, m)

34;3+241.4 ,+ ;30 . 4*./01 (4 ,+ 2;7,34 *+ ,42.4 2-3 201;,+1 .+1941. 4 , =03/9/14 (42 *003(011+42 5 *0((4 ,4 (01.34 ,+ -9-34 _ F	 <X < 1 +12 *42 *01( /./01 2 5 ,4 )4*.4-3
s = σ − σ0

2 =+*3/.
lex + mey + (n − 1)ez

4. ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ (4) /41.

V0(u, v, w) =

∫∫
Pν(l, m)Iν(l, m)e−2iπ[ul+vm+w(n−1)] dldm√

1 − l2 − m2
,

+)4* ,+ *01)41./01 *-4 , =/1.+93+1(4 42. 1-,,4 ;0-3
l2 +m2 > 1

< @4..4 +*-+./01 42. ;342*-4 -14 .3+12'03( +4(4 20-3/43 5 ( +/2 ;+2 4'+*.4( 41. < <-1 (4 ;0-)0/3 -./,/243 ,4 ;-/22+1. '03( +,/2( 4 (4 20-3/43 5 01 ;4-. '+/34, =7);0.7,24 *-4 ,4 *7+(; (01. 01 )4-. '+/34 , =/( +94 42. ;4./. 5 (4 203.4 *-4

n − 1 ≈ −1

2

(
l2 + m2

)
⇒ V0(u, v, w) ≈

∫∫
Pν(l, m)Iν(l, m)√

1 − l2 − m2
e−2iπ(ul+vm)eiπ(l2+m2)wdldm.

&4 .43( 4 ( =4334-3 (4 ;7+24
δφ = π

(
l2 + m2

)
w

;4-. J.34 ( +.03+ 2/(;,4( 41. 41 34( +3*-+1. *-4

w < w�
�� ' b�

��

λ
' 1

θs

4.
l2 + m2 < θ2

f

(01*
δφ <

πθ2
f

4θs
,

0D
θs

4.
θf

(+2/9141. 342; 4*./)4( 41. ,+ .+/,,4 (- ,08 4 2)1.7+./2+ �)0/3 ;,-2 8+2� 4. *4,,4 (- *7+(; (4 )-4 5*4 *-/ /(;,/*-4 -14 (+.03+./01 (4 *4 (431/43 2- /)+1. , =4334-3 (4 ;7+24 (+' /( +,4 *- =01 2 =+-.03/24 <> 0)411+1. ,+ 34(+-1/./01 (- ,08 4 ;3/( +/34 ( =-14 +1.4114 24,01 ,+ .3+12'03( +./01

P ′
ν(l, m) =

Pν(l, m)√
1 − l2 − m2

01 +
V0(u, v, w) ≈ V ′

0(u, v) =

∫∫
P ′

ν(l, m)Iν(l, m)e−2iπ(ul+vm)dldm,

*4 *-/ *012./.-4 -14 )+3/.+8 ,4 .3+12'03( +4 (4 20-3/43 8/( /( 412/0114,,4 34,/+1. ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4(+12 ,4 */4, 4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4
V0(p)

0- ;,-.E. 4 ,+ ;30 . 4*./01
V ′

0(q)
(4 *4..4 (431/,34 2-3,4 ; ,+1

(u, v)
5 ,4 )4*.4-3

p = uex + vey + wez
24 ;30. 4.+1. 41

q = uex + vey
< \0-3 2/(;,/-43 ,42 +*3/.-342 501 10.43+ *4;41(+1.

Pν
;0-3

P ′
ν

4.
V0

;0-3
V ′

0

(+12 ,+ 2-/.4 <
� �� �� �d �  ! #%??b�dc �  B#d�� %d ? d� �dA g! d ?
&4 ;0/1.

q
(4 , =42;+*4

(u, v)
34;3+241.+1. ,+ ,/914 (4 8+24 41.34 (4-' +1.41142 4 -1 /12.+1. (011+ 4. ;0-3-14 ( /34*./01 (4 ;0/1.+94 (011+4 5 (+;41( +9+,4( 41. (4 ,+ '3+*-41*4 ( =08243)+./01

ν
;-/2*- =01 + ,+ 34,+./01



��� _ F	 �� � ����H�� � �H������� �� 	�H�� �	�

p = νb/c
< ? / , =01 *012/(,34 +,032 -14 20-3*4 08243)+4 (+12 -14 8+1(4 (4 '3+*-41*4

∆ν
+-.0-3 (4

ν0
5 .0-.42,42 ( 42-342 201. .3+/.+42 *0((4 2/ 4,,42 +.+/41. 4D4*.-+42 4 *4..4 '3+*-41*4 *41.3+,4 4. ,42 )+,4-32 (4

u
4.(4

v
+..3/8-+42 201. *4,,42 *+,*-,+42 ;0-3

ν0
< &42 )3+/42 '3+*-41*42 2;+./+,42

uν
4.

vν
*03342;01(+1. 4 ,+'3+*-41*4

ν
201. +,032 (011+42 ;+3

uν =
ν

ν0
u

4.
vν =

ν

ν0
v,

(01* ,+ *01.3/8-./01 (4 ,+ '3+*-41*4
ν

4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4 42. (4 ,+ '03( 4

V0(u, v) = V0

(ν0

ν
uν ,

ν0

ν
vν

) (01. ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 42. (
ν

ν0

)2

I

(
ν

ν0
l,

ν

ν0
m

)
,

;+3 +;;,/*+./01 (- .7+03,(4 (4 2/( /,/.-(4 (42 .3+12'03( +42 (4 20-3/43 5C 3+*464,, 5 9:::; < @7+*-4 '3+*-41*4
ν

(+12 ,+ 8+1(4 ;+22+1.4
∆ν

24 .3+(-/. (01* ;+3 -14 /( +94 (+'03( +4 (4 ,+ )3+/4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 5*- =01 ;4-. 3+2-( 43 ;+3 -1 830-/,,+94 3+( /+, �9N#&� %&M� (, LN*%#3� <1 =+-.34 ;+3. 5 ,+ ( 42-34 (42 ) /2/8 /,/.+2 14 24 '+/. ;+2 (4 ( +1/,34 /12.+1.+1+4 5 4. *7+*-4 ( 42-34 42. ,4 3+2-,.+.( =-14 /1.+93+./01 2-3 -1 .4(;2
τi

< \41(+1. ,4 .4(;2 ( =-14 /1.+93+./01 5 ,+ 30.+./01 .43342.34 (0( /-4 ,+ ,/914(4 8+24 ;30. 4.+4
q
5 *0((4 01 ,4 )433+ 5 4. ,42 ) /2/8 /,/.+2 /1 2.+1.+1+42 /1.+93+42 *03342;01(41. (01* 4 (42;0/1.2 ( /D+341.2 (- ;,+1

(u, v)
< &, 41 3+2-,.4 -1 830-/,,+94 �M%, L N$L*N3 %#3� 4. -14 ( /2.03./01 (4 , =/( +94 < &,'+-. (01* .30-)43 -1 *0(;30( /2 41.34 *4..4 *01.3+/1.4 4. ,+ 1+*422/.+ ( =08.41/3 -1 801 3+;;03. 2/91+, 2-383-/. 5 ; 0-3 ,4*-4, 01 (4)3+/. *70/2/3 -1 .4(;2 ( =/1.+93+./01 ,019 <

� �� �� �Bcdb#< " �b��d��dc d� %Ab�d  %d
� �� �� �b �!c %� %! � "# g !=?hAd
@0((4 01 , =+ )- 5 -1 /1.43'+30( ,.34 + ,+(41.+/34 5 *012./.-+ (4 (4-' +1.41142 /(41./*-42 5 ; 43(4. 4 *7+*-4/12.+1. (4 ( 42-343 ,+ )+,4-3 (4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4

V0
41 -1 ;0/1.

q
( =-1 42;+*4 4 (4-'( /( 412/012 5 ( /. 42;+*4

(u, v)
0- ;,+1

(u, v)
5 41 3+'+341*4 +-' 10.+./012

u
4.

v
7+8/.-4,,4( 41. -./,/2+42 ;0-3,42 '3+*-41*42 2;+./+,42 (+12 (4-' ( /34*./012 03.70901+,42� 5

V0(q) =

∫∫
Pν(σ)Iν(σ)e−2iπq.σdσ =

∫∫
J(σ)e−2iπq.σdσ soit V0 = TF [J ] .

�W:�
&4 ;30 *422-2 ( =/( +943/4 *012/2.4 4 /1)43243 *4..4 +*-+./01 5 (4 ( +1/,34 4 08.41 /3 5 4 ;+3./3 (42 ) /2/8 /,/.+2 5 ,+( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4

Iν
< �0.012 *-4 2/ ,4 ,08 4 ( =+1.4114

Pν
42. 2-V 2+((41. 8/41 *011- 5 01 ;0-33+0-8,/43 *4,- /:*/ (+12 -1 ;34( /43 .4(;2 4. *012/(+343 *-4 , =/( +94 4 08.41 /3 4 ;+3./3 (42 ) /2/8 /,/.+2 42.

J = PνIν
5 2+*7+1. *- =-14 2/(;,4 ( /) /2/01 ;+3 ,4 ,08 4 ; 43( 4..3+ 5 41 -1 (4 .3+/.4( 41. 5 (4 34.30-)43 ,+( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 3+4,,4

Iν
(4 ,+ 20-3*4 <&+ 34,+./01 (4 .3+12'03( +./01 (4 20-3/43 �W: � 4';3/( 4 ,4 '+/. *- =4 .0-. /12.+1. 5 -14 ;+/34 ( =+1.41142 ; 43( 4.(4 ( 42-343 -14 *0(;02+1.4 (4 20-3/43 ;+3./*-,/,34 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 (0( /-+4

J
< �0.012 *-4*4..4 (431/,34 +.+1. 3+4,,4 5 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ 42. 743( /./4114 5C 3+*464,, 5 9:::; 5 20/.

V ∗
0 (q) = V0(−q)

0D , =+.0/,4 (+2/914 ,+ *01.-9+/201 *0(;,4'4 <
@7+*-4 ( 42-34 '0-31 /. (01* 41 3++,/.+ (4-' ;0/1.2 (+12 , =42;+*4

(u, v)
5 8 /41 *-4 *42 (4-' ;0/1.2 14 20/41.;+2 /1(+;41(+1.2 < & =-./,/2+./01 ( =-1 3+24+- (4

Na
+1.41142 (0/. +,032 ;43( 4..34 ,+ ( 42-34 2/(-,.+1+4 ( =-110(834 /(;03.+1. (4 *0(;02+1.42 (4 20-3/43 5 41) /301 (4 , =03(34 (4

Na(Na−1)/2
5 +-' '3+*-41*42 2;+./+,42

q
*03342;01(+1. +-' ;30. 4*./012 (42 ( /D+341.42 ,/9142 (4 8+24 2-3 -1 ;,+1 ;43; 41( /*- ,+/34 4 ,+ ( /34*./01(4 ;0/1.+94 �)0/3 ,+ -9-34 _ F	 <X� < 1 =+-.34 ;+3. 5 ,+ 30.+./01 (4 ,+ �4334 24 .3+(-/. ;+3 -1 (+;,+*4( 41. (-;0/1. 34;3+241.+./' ( =-14 ,/914 (4 8+24 (011+4 (+12 ,4 ;,+1

(u, v)
5 24,01 -1 *74( /1 *- =01 (+*3/3+ (+12 ,4*7+;/.34 2-/)+1. 5 4. (01. 01 )0/. -1 4'4(;,4 2-3 ,+ -9-34 _ F	 <U < ^1 ( /2;024 (01* 41 -1 ( =08243)+./01 ( =-14124(8,4 (4 ;0/1.2

qk

0D 42. ( 42-3+4 ,+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4 < & =/1*0(;,+.-(4 (4 , =/1'03( +./012-3 *4..4 (431/,34 34;3+241.4 ,+ ( /V *-,.+ (+. 4-34 (4 , =/( +943/4 41 /1.43'+30( +.3/4 <
��l� us���ym �� k�y q{mrxylsu r�r vu nsuym	�s� unr�y ql ���srls m��m vu 	�s� l q k�y �t {sunl�s �� � vu nsuym	�s� unr�y s{�rots���l {nuyn y�n{l ��−1 |
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l

v

u

q

��� � _ F	 <X  �(M+, L( &L /""*&"##)L( &N#( OL - ON# &' /%LO 46 3 N'/� L5 LM &N#( OL - ON# &L �"'*%L* 46 &*"%ML5 P

u ��wnslm�

v

�
��
�
�
�
��

��� � _ F	 <U  !"'$L*M'*L
(u, v)

& 8'# %# ML*� )*", +M*L 6 &L'� )O), L# M( (%M') 6 '#L ONM%M'&L &L � �◦ #"*&0 O"*(& 8'#L "9(L*$NM%"# & 8'#L ("'*/L 6 � �◦ &L &)/O%#N%("#0 - L#&N# M �� � L'*L( P
<-1 (4 '03(+,/243 *4..4 /(+4 5 01 /1.30(-/. -14 '01*./01 ( =+*7+1./,,011+94

S
5 101 1-,,4 -1/*-4( 41. +-';0/1.2 4D4*./)4(41. (42-3+2 < &+ '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+

V
(01. 01 ( /2; 024 3+4,,4(41. 42. +,032

V (q) = S(q)V0(q)
+)4*

S(q) =
∑

k

δ(q − qk).
�W R�

&4 2-;;03. (4
S

42. *012./.-+ (42 ;0/1.2 ( 42-3+2 4. 42. *0-3+((41. +;;4,+ *0-)43.-34
(u, v)

5 8 /41 *-4*4 .43( 4 20/. +9+,4( 41. ;+3'0/2 -./,/2+ ;0-3 (+2/9143 ,+ '01*./01
S

4,,4:( J(4 < \+3 +/,,4-32 5 41 3++,/.+ 5 ,42( 42-342 (42 ) /2/8 /,/.+2 201. 41.+*7+42 (4 83-/. 5 (4 203.4 *-4
V = SV ′

0

5 0D
V ′

0

34;3+241.4 ,+ '01*./01 (4) /2/8 /,/.+ *0(;,4'4 *0330(;-4 ;+3 ,4 83- /. < ^1 ) 34) /41(3+ ; ,-2 8+2 < <-1 ( =08.41/3 -14 /( +94 5 ,+ ;34( /,34;022/8/,/.+ *012/2.4 4 ;341(34 83-.+,4( 41. ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 /1)4324 (4
V

5

IB(σ) =

∫∫
V (q)e2iπq.σdq soit IB =

�2−1 [V ] .
�W9�

& =/( +94
IB 5 ( /.4 /( +94 2+,4 5 42. -14 34;3+241.+./01 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 *-/ 5 8/41 *- =/1*0334*.4 534;3+241.4 9+1+3+,4( 41. ,+ ;34( /,34 +.+;4 (- ;30 *422-2 ( =/( +943/4 < &+ 34,+./01 41.34 , =/( +94 2+,4 4. ,+)+3/.+8,4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 42. +,032 (011+4 ;+3 -14 +*-+./01 (4 *01)0,-./01 5

IB = B ∗ J avec B =
�2−1 [S] ,

0D , =01 + 1+9,/9+ ,+ ;3+241*4 (4 83-/. < &+ '01*./01
B

5 +;;4,+4 ,084 2+,4 0- ,08 4 2)1.7+./2+ 5 34;3+241.4 ,+3+;0124 /(;-,2/0114,,4 (4 , =/12.3-( 41. 5 4. 01 )0/. (01* *-4 5 ( J(4 41 , =+8241*4 (4 83-/. 5 , =08.41./01 (4 ,+
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( /2.3/8-./01 3+4,,4 (4 83/,,+1*4 1+*422/.4 -14 (+*01)0,-./01 (01. ,+ 20,-./01 1 =42. ;+2 -1/*-4 < ?-;;0201241 4D4. *- =01 24 (0114 -14 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4

Z
20,-./01 (4 , =+*-+./01 70(09,14

B ∗ Z = 0
5 *4 *-/42. ;022/8 ,4 � 01 ;4-. 2/(;,4( 41. ;341(34 ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 /1)4324 ( =-14 '01*./01 (+-1/4 2-3 ,4;,+1

(u, v)
5 743( /./4114 5 (01. ,4 2-;;03. 20/. ( /2.0/1. (4 *4,- / (4

S
< 1+12 *42 *01( /./012 5 /, 42. /(;022/8 ,4(4 ( /2./19-43 ,+ ( /2.3/8-./01

J + Z
(4

J
4 ;+3./3 (42 (011+42 < & =4' /2.41*4 (4 *42 ( /2.3/8-./012 /1) /2/8 ,424(; J*74 ,4 ; ,-2 20-)41. (4 *012/(+343 ,+ 20,-./01 ;3/1*/;+,4 (4 , =+*-+./01 (4 *01)0,-./01 : ;0-3 ,+*-4,,4

V0
42. ;3/24 1-,,4 41 (47032 (42 ;0/1.2 ( 42-3+2 : *0((4 -14 20,-./01 3++,/2.4 (- ;308,,(4 ;02+ < /1 4D4. 5*4..4 20,-./01 42. 20-)41. 101:;7)2/*-4 5 ;3+241.+1. ;+3 4'4(;,4 (42 )+,4-32 1+9+./)42 <

@ =42. , =08 . 4. (42 (-,./;,42 ( +.70(42 ( /.42 (4 (+*01)0,-./01 *-4 ( =08.41/3 -14 20,-./01 3++,/2.4 41 34(;,/2:2+1. ,42 .30-2 (- ;,+1
(u, v)

< ^1 *012.3- /. +/1 2/ (42 (0(, ,42 (4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 5 *- =01 +;;4,,4/( +942 ;30;342 5 4 ;+3./3 (42 (011+42 4. ( =7);0.7,242 N - *%"*% 2-3 , =08 . 4. 08243)+ <
� �� �� �= ��d$�b� %! � "d g! %"c b#< "!��Bdc
1 +12 , =4';3422/01 (4 ,+ '01*./01 ( =+*7+1./,,011+94

S
(4 , =+*-+./01 �W R� 5 /, +;;+3+�. *-4 .0-.42 ,42 ( 42-342201. .3+/.+42 (4 ,+ ( J(4 '+�01 4. *- =01 ,4-3 +**03(4 -14 /(;03.+1*4 /(41./*-4 < ^ 3 5 /, 42. 8 /41 +) /(41.*-4 ,+ 3++,/.+ 42. ( /D+341.4 5 *+3 *43.+/142 ( 42-342 ; 4-)41. J.34 ;,-2 83-/.+42 *-4 ( =+-.342 5 ;+3 4'4(;,4 <1 =+-.34 ;+3. 5 /, ; 4-. 2 =+)+343 /1.+3422+1. (4 (0( /-43 ,42 )+,4-32 (4 ,+ '01*./01 ( =+*7+1./,,011+94 (4 ( +1/,344 +..+1-43 ,42 +3.4'+*.2 4. 4 08.41/3 -1 ,08 4 2)1.7+./2+ ;,-2 ;30 *74 ( =-1 ,08 4 �;30;34� < ^1 /1.30(-/. +/12/-14 '01*./01 (4 ;0/(2

W
.4,,4 *-4

W (q) =
∑

k

FkTkDkδ(q − qk) = F (q)T (q)D(q)S(q)

0D ,42 *04V */41.2
Fk

5
Tk

4.
Dk

*03342;01(41. 4 ( /)432 4D4.2 < &42
Fk

.3+(-/241. ,+ -+8/,/.+ (42 ( 42-342 5.4,,4 *- =41) /2+9+4 ;3+*+(4((41. 5 4. 01 14 ;4-. (01* ;+2 ,42 ( 0( /-43 < &+ '01*./01
T

5 ( /.4 (4 MN- L*%#3 5; 43( 4. (4 ( /( /1-43 , =/( ;03.+1*4 +**03(+4 +-' (42-342 4 7+-.4 '3+*-41*4 2;+./+,4 5 +-1 (4 2-;;3/( 43 ,42,08 42 ;+3+2/.42 4 ;4./.4 +*74,,4 < &+ '01*./01 (4 (412/.+
D

;43(4. *-+1. 4 4,,4 (4 *0(;41243 5 41 ;+3./4 5, =/1*0(;,+.-(4 (4 ,+ *0-)43.-34
(u, v)

41 ;341+1. *0((4 )+,4-3 41 -1 ;0/1. , =/1)4324 (4 ,+ (412/.+ ,0 *+,4 (4;0/1.2 (4 ( 42-34� < ^1 ( /2;024 +,032 ( =-14 '01*./01 (4 ) /2/8 /,/.+
Vw = WV0

5 4. ( =-14 /( +94 2+,4 (+;41(+1.+) /(4((41. (- 2*7+(+ (4 ;0/(2 +;;,/*-+
Iw = Bw ∗ J avec Bw =

�2−1 [W ] .

&, 14 '+-. *4; 41(+1. ;+2 0-8,/43 *-4 , =/( +94
Iw

1 =42. ;+2 5 (4 ( +1/,34 9+1+3+,4 5 -14 20,-./01 +**4;.+8 ,4(- ;308 ,,(4 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 5 *+3 , =/1[-41*4 (42 ;0/(2 2-3 , =+2; 4*. (4 , =/( +94 2+,4 42. .0-.434,+./)4 5 4. 01 14 ;4-. 24 ;+2243 (4 , =+.+;4 (4 (+*01)0,-./01 <
� �� �� �$ �d � �������

& =08.41./01 (4 , =/( +94 2+,4 4 ;+3./3 (42 (011+42 1+*422/.4 5 01 , =+ )- 5 -14 .3+12'03( +./01 (4 20-3/43 < �-( +:3/*-4( 41. 5 ,4 *+,*-, (4 *4..4 .3+12'03( +4 ;4-. 24 '+/34 (4 (4-' '+�012 < ^1 ;4-. 4D4*.-43 -14 .3+12'03( +./01
�( /34*.4� 41 *+,*-,+1. 5 ; 0-3 *7+*-4 ( /34*./01 ( =08 243)+./01

σ
(+2/3+4 5 ,+ *-+1./.+

IB(σ) =
1

N

N∑

k=1

V (qk)e2iπqk.σ.

&4 *0�. 1-( +3/*-4 (4 *4..4 ( +.70(4 5 ;0-3 08.41/3 -14 /( +94
M ×M

5 42. (4 , =03(34 (4
M4 5 4. ; 4-. (01*2 =+)+343 4'.3J(4(41. ,0-3( < \ ,-2 3+; /(4 5 , =-./,/2+./01 (4 ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 3+;/(4 �22�� 34*-/43.*-4 ,42 (011+42 20/41. ;,+*+42 2-3 -14 93/,,4 3+9-,/,34 < ^ 3 5 8 /41 41.41(- 5 *4 1 =42. ;+2 ,4 *+2 (42 (011+42( =03/9/14 5 4. /, *01) /41. (4 ;30 *+(43 4 -14 /1.43;0,+./01 *0((-1+(41. +;;4,+4 3 *%&&%#3 < &4 *0�. 1-( +3/*-4

�jlnnl �tnr�y lmn utt lv{l �� 
� ��� ��
�	 	
�� � nuyqrm ��l vl ���r D = 1 ��ymnrn�l vl ��	��� 
 � �
�	 	
�� | �l ���r ql v k�yl�� v ku�nsl �tnr�y lmn lmmlynrlvvl� lyn qr�n{ tus v k��� l�nr	 ql mlymr� rvrn{ ql v krymns�� lyn p tv�m �� ��rym xsuyql vrxyl ql �uml |
��n�ym �� krv l rmnl qlm zusruynlm � nlvvlm ��l vl �����	 ��
�	 	
�� �� ly��sl vl ���� �� 
� ��� ��
�	 	
�� |
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( =-14 .4,,4 /1.43;0,+./01 2- /) /4 ( =-14 22� 42. ,-/ (4 , =03(34 (4
M2 log M

5 *4 *-/ .-2./-4 +(;,4( 41. *- =01*70/2/224 *4..4 0;./01 ;,-.E. *-4 ,+ .3+12'03( +./01 ( /34*.4 0� <&, 2 =+9/. (01* (4 24 (01143 -14 93/,,4 3+9-,/,34 (+12 ,4 ;,+1
(u, v)

4. ( =+22/9143 (42 )+,4-32 4 *7+*-4 1=-((4 *4..4 93/,,4 41 '01*./01 (42 ) /2/8 /,/.+2 08243)+42 (+12 201 )0/2/1+94 < \ ,-2/4-32 ( +.70(42 201. ;022/8,42;0-3 ;+3)41/3 4 *4 3+2-,.+. 5�70(;201 7 C 3+*464,, 5 RSTZ; 5 ( +/2 /, +;;+3+�. *-4 ,42 .4*71 /*-42 *012/2.+1. 4*01)0,-43 ,42 (011+42 (+12 , =42;+*4
(u, v)

201. ,42 ;,-2 -./,/2+42 5 41 ;+3./*-,/43 ;+3*4 *- =4,,42 14 24 ,/( /.41.;+2 4 -14 2/(;,4 /1.43;0,+./01 5 ( +/2 *- =4,,42 /(;,/*-41. +9+,4( 41. -14 (0)4114 ;43( 4..+1. (4 ,/( /.43*-4,*-4 ;4- ,42 4D4.2 (4 (42-342 +8 433+1.42 < &, 42. ;+3 +/,,4-32 ;022/8,4 (4 *033/943 ,42 4D4.2 (4 *4..4*01)0,-./01 2-3 , =/( +94 -1+,4 5 *4 *-/ 42. -1 +)+1.+94 *43.+/1 <? /
G

42. ,4 10)+- (4 *01)0,-./01 -./,/2+ 5 ,+ '01*./01 (01. 01 ;341( ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 42. +) /(4((41.
V g

w = G∗Vw
4. 01 ;4-. 34,/43 , =/( +94 2+,4

Ig
w

4. ,4 ,08 4 2+,4
Bg

w

5 *03342;01(+1. 4
V g

w

5 +-' *-+1./.+2 +1+,09-42+)+1. 3 *%&&%#3 5
Ig
w = TF−1 [G ∗ Vw ] = ĜIw et Bg

w = TF−1 [G ∗ W ] = ĜBw
+)4*

Ĝ = TF−1 [G] .

C /41 41.41(- 5
V g

w

14 34;3+241.4 *- =-14 +.+; 4 /1.43( +( /+/34 5 ;-/2*- =/, 2 =+9/. ( =-14 '01*./01 ,/224 5 *- =/, '+-.( +/1.41+1. +*7+1./,,01143 2-3 ,+ 93/,,4 < @4 ;30 *+(+ 42. +*-/)+,41. 4 ,+ (-,./;,/*+./01 ;+3 -1 ;4/914 (41 /3+* 4 (4-' ( /( 412/012 5 10.+ /*/
R

4. (+-1/ ;+3

R (u, v) =
1

∆u∆v

∑

i,j

δ
( u

∆u
− i,

v

∆v
− j
) 0D ,+ 20((+./01 ;03.4 2-3

(i, j) ∈ ZZ
2.

1 4 ( +1/,34 +) /(41.4 5
∆u

4.
∆v

(+2/9141. ,42 .+/,,42 (42 *4,,- ,42 (4 ,+ 93/,,4 (+12 *7+*-14 (42 ( /34*./012 << /12/ , =+*7+1./,,011+94 (4 ,+ '01*./01
V g

w

'0-31/. -14 ( /2.3/8-./01 (4 ) /2/8 /,/.+2
Vs = RV g

w

< & =/( +94 2+,4
Is34*012.3-/.4 4 ;+3./3 (4 *42 ) /2/8 /,/.+2 42. +,032 (011+4 ;+3 -14 *01)0,-./01 5

Is = TF−1 [Vs] = R̂ ∗ Ig
w

+)4*
R̂ = TF−1 [R] .

&+ '01*./01
R̂

42. +9+,4( 41. -1 ;4/914 (4 1 /3+* 5 (01. ,+ ; +3/0( /*/.+ 5 (+12 *7+*-4 ( /34*./01 5 42. +9+,4 4, =/1)4324 (4 ,+ ;+3/0( /*/.+ (4
R

< @4..4 *01)0,-./01 + ;0-3 4D4. (4 3+;,/*-43 , =/( +94 2+,4
Ig
w

(+12 , =42;+*43+4, 5 4. /, 42. (01* ;022/8,4 *- =-1 34;,/4( 41. �NO%N(%#3� 24 ;30(-/24 5 2/ ,4 2-;;03. (4 , =/( +94 2+,4 42. ;,-2
93+1( *-4 ,+ ; +3/0( /*/.+ (4

R̂
< & =+..+1-+./01 (-4 +- ,084 (4 , =+1.4114 ;43( 4. ( =+22-343 5 41 ;34( /,34+;;30' /( +./01 5 *-4 *4 2-;;03. 42. -1/ 5 ( +/2 /, 1 =42. ;+2 4'*,- *-4 (42 20-3*42 83/,,+1.42 (+12 -1 ,08 424*01(+/34 20/41. 34;,/+42 (+12 , =/( +94

Is
< 14 ;,-2 5 ,4 83-/. 1 =42. ;+2 ,/( /.+ (+12 , =42;+*4 3+4, 4. 2-8/. (01*-1 34; ,/4( 41. *-/ +-9(41.4 201 1/)4+- +-' 803(2 (4 ,+ *+3.4 < �4( +3*-012 *-4 2/ , =+,/+2/19 42. 1+9,/94+8,4 501 ;3+243)4 , =+*-+./01 (4 *01)0,-./01 20-2 ,+ '03(4 00

Is

Ĝ
=

Ig
w

Ĝ
= Iw = Bw ∗ J.

&42 '01*./012 (4 3 *%&&%#3
G

*70/2/42 7+8/.-4,,4( 41. .41.41. (4 2+./2'+/34 (42 *01( /./01 2 *-4,*-4 ;4- *01.3+:( /*.0/342 5 4 2+)0/3 J.34 101 1-,,42 -1/*-4( 41. 2-3 -14 ;4./.4 3+9/01 .0-. 41 ,/( /.+1. , =+,/+2/19 4. 2+12 .30;3+,41./3 ,+ ) /.4224 (4 *+,*-, < &4 *70/' ,4 ;,- 2 2/(;,4 0A 42. (4 ;341(34 -14 '01*./01 34*.+19,4 5 * =42.:4:( /34( =+22/9143 *7+*-4 ) /2/8 /,/.+ +- 1=-( (4 ,+ 93/,,4 ,4 ;,-2 ;30 *74 < > +/2 41 (+-1/./)4 5 ,4 *70/' ,4 ;,-2 +;;30;3/+3+;01(+1. +-' *01.3+/1.42 (4 2-;;03. 4. ( =+,/+2/19 ,/( /.+2 42. *4,-/ (42 '01*./012 2;7+30 
(+,42 5 *- =01 14;4-. 4';3/( 43 +1+,)./*-4( 41. 5 ( +/2 (01. ,42 )+,4-32 201. .+8-,+42 5 *4 *-/ ;43( 4. (4 ;30 *+(43 +- 3 *%&&%#3(4 ( +1/,34 1-( +3/*-4 <
� �� �� �" �d g !=?hAd "# = #%�
^1 + 8/41 ;3/2 20/1 (4 10.43 ;,-2 7+-. *-4 ,42 ) /2/8 /,/.+2 08243)+42 201. *0330(;-42 ;+3 , =4' /2.41*4 (483-/. < @4,-/:*/ ; 4-.:J.34 (4 (4-' .);42 ;3/1*/;+-' 5 +(( /./' 0- (-,./;,/*+./' < ? / 01 10.4

εa
,4 83-/. +(( /. /' 4.

i�jl y klmn tv�m zsur� lyn vl �um � �lt lyquyn � t��s vlm t lnrnlm r� uxlm ��ymns�rnlm p tusnrs q k�y y���sl s{q�rn ql q�yy{lm |
� ku�nsl tusn � vu � {n��ql qrsl�nl u v kuzuynuxl ql tls� lnnsl ql ��ymns�rsl v kr� uxl muvl ly nl�tm s{lv � u� 	�s ln p � lm�sl ��lql y��zlvvlm z rmr� rvrn{m m�yn qrmt �yr�vlm |ii�u qrz rmr�y tus bG ql v kr� uxl muvl Is

��nly�l 
� � �� ml y���l ��ssl�nr�y ql � �
��
�� |i}� rly �� krv m�rn vl trsl ly nls� lm q k� 

��
�� |||
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εm
,4 83-/. (-,./;,/*+./' 5 01 + 5 2*7+(+./*-4( 41. 5

V ′
0 = εmV0 + εa

< �0-.42 ,42 0;+3+./012 4D4*.-+42 +.+1.,/1++/342 5 ,4 83- /. +(( /./' + ;0-3 4D4. ( =+.0-.43 -14 2.3-*.-34 (4 83-/. 2-3 , =/( +94 -1+,4 5 .+1( /2 *-4 ,4 83-/.(-,./; ,/*+./' 24 .3+(-/. ;+3 -14 *01)0,-./01 (+12 , =42;+*4 /( +94 </1 *4 *-/ *01*4314 , =03/9/14 (- 83-/. 5 01 ;4-. 42241./4,,4( 41. 41 ( /2./19-43 (4-' 20-3*42 < &42 3+*4;.4-32 5.0-. ( =+803( 5 *-/ ; 4-)41. *0,,4*.43 (42 ;70.012 3+( /0 ;30)41+1. (4 ,4-3 41) /30114( 41. /(( +( /+. 4. 101(4 ,+ 20-3*4 +2.3010( /*-4 < &, '+-. (01* ,42 ;30.+943 ;+3 (42 +*3+12 +;;30;3/+2 5 *- =01 (0/. 34'30 /( /3 ;0-3( /1/( /243 ,4-3 +( /22/01 .743( /*-4 ;30;34 5 2+12 *-0/ ,4 34( ,(4 3/2*-43+/. ( =J.34 ; /34 *-4 ,4 (+, < &4 34'30 /:( /224(41. 42. ( =+/,,4-32 4D4*.-+ 41 ;,0194+1. *7+*-4 3+*4;.4-3 (+12 -1 *3)02.+. (01. ,+ .4(;+3+.-34 42.(4 , =03(34 (4 ,+ *-/13+/14 (4 8 4,) /12 5 (4 '+�01 4 3+(-/34 ,4-3 83- /. /1.3/12,*-4 5 2+12 *- =/, 20/. ;022/8,4 (4, =+ ,/( /143 41./,34(41. <1 =+-.34 ;+3. 5 ,42 [-*.-+./012 (4 , =+.( 02;7,34 5 41 ;+3./*-,/43 (4 201 *01.41- 41 )+;4-3 ( =4+- 5 24 .3+(-/241.;+3 (42 34.+3(2 (4 ;7+24 ( /D+341.2 5 4. (+;41(+1. 8/41 41.41(- (- .4(;20B 5 +- 1/)4+- (4 *7+*-4 +1.4114 < &+*033+ ,+./01 (42 2/91+-' 42. +,032 41.+*7+4 ( =-14 4334-3 < /1 *012+*-41*4 5 ,+ 20-3*4 24(8,4 80-943 2-3 ,4 */4, 5*4 *-/ ,/( /.4 ,+ 3+20,-./01 (4 , =/1 2.3-( 41. 5 +/1 2/ *-4 2+ 2412/8/,/.+ ;-/2*-4 ,4 2/91+, 42. +.+,+ 2;+./+,4( 41.4. (01* ; ,-2 '+/8,4 < @4. 4D4. (4 (+93+(+./01 +.(02;7+3/*-4 42. ;,-2 /(;03.+1. 4 7+-.4 '3+*-41*4 < \0-341 ( /1/( /243 ,42 4D4.2 5 01 ;4-. ;+3 4'4(;,4 08243)43 3+9-,/,34( 41. -1 *+,/83+.4-3 5 41 +,.431+1*4 +)4* ,+20-3*4 4 ,+*-4,,4 01 2 =/1.+34224 < &4 *+,/83+.4-3 (0/. +)0/3 -14 ;02/./01 *011-4 (+12 ,4 */4, 5 *4 *-/ '0-31/. -143+'+341*4 (4 ;7+24 < &42 [-*.-+./012 (- 34.+3( 201. *+,/83+42 N - "(ML*%"*% 41 /1.43;0,+1. ,42 ( 42-342 '+/.422-3 ,4 *+,/83+.4-3 5 ;- /2 20-2.3+/.42 (42 ( 42-342 (4 ;7+24 2-3 ,+ 20-3*4 < < ,.431+./)4( 41. 5 01 ;4-. ( 42-343( /34*.4( 41. 5 ;+3 4'4(;,4 4 , =+/(4 (4 3+( /0( ,.342 5 ,+ *-+1./.+ (4 )+;4-3 ( =4+- ;3+241.4 2-3 ,+ ,/914 (4 ) /2+4+- 1/)4+- (4 *7+*-4 +1.4114 5 4. 41 (+(-/34 ,4 34.+3( (4 ;7+24 *03342;01(+1. < ^1 34;+3,43+ 83/,)4( 41. (4*4 ;308,,(4 +- _	 <� <� <
� �� �� �d �b "B$!�>! ?#� %! �
@0((4 01 , =+ )- 5 ,42 /( +942 2+,42 08.41-42 +-' ( /D+341.42 +.+; 42 (- .3+/.4( 41. (42 (011+42 (+*3/.42 ;,-27+-. ; 4-)41. .0-.0-32 24 ( 4..34 20-2 ,+ '03(4 ( =-14 *01)0,-./01 (4 ,+ )+3/.+8,4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4(0( /-+4 ;+3 -1 ,084 2)1.7+./2+ < @4; 41(+1. 5 ,4 ;308,,(4 (42 ( /2.3/8-./012 /1) /2/8 ,42 (4( 4-34 5 4. ,+ 34(+3*-4'+/.4 ;,-2 7+-. 2-3 , =/1+(+*-+./01 (42 ( +.70(42 (4 (+*01)0,-./01 ,/1++/34 42. .0-.0-32 )+,+8,4 < ^1 (0/. (01*;,-.E. *012.3-/34 5 4 ;+3./3 (4 , =/( +94 2+,4 5 (42 (0(, ,42 (4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 *0(;+./8,42 +)4* ,4208243)+./012 5 41 24 '01(+1. 2-3 (42 7);0.7,242 N - *%"*%< ^1 )+ )0/3 *-4,*-42 -142 (4 *42 ( +.70(42 <
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Iν Pν × Iν Bw ∗ (Pν × Iν) Ĝ × [Bw ∗ (Pν × Iν)]
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V0 P̂ν ∗ V0 W × (P̂ν ∗ V0) G ∗ [W × (P̂ν ∗ V0)]
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& =+)0,-./01 (- ;30. 4. + *011- (4 10(834-242 +.+; 42 (4;-/2 ,42 ;34( /,342 /(+42 +;;+3-42 +- *0-32 (42 +11+42RSW: < /1 3+2-( + 5 <&>< ;4-. J.34 *012/(+3+ *0((4 ,+ '-2/01 (4 (4-' ;30 . 4.2 ( /2./1*.2 5 , =-1 +( +3/*+/1 5, =+-.34 4-30; +41 < &4 ;30. 4. +( +3/*+/1 >>< �;0-3 > /,,/> 4.43 < 33+) � (4..+/. , =+**41. 2-3 ,+ *0-)43.-34 41'3+*-41*4 ;,-2 *-4 2-3 ,+ 2412/8/,/.+ 4. ,+ 3+20,-./01 < &4 ;30 . 4. 4-30; +41 &?< �&+394 ?0-.7431 < 33+) � 0;.+/.*-+1. 4 ,- / ; 0-3 (42 +1.41142 ;,-2 93+1(42 4. (42 *01-9-3+./012 ;,-2 +.41(-42 5 ( +' /( /2+1. ,+ 2412/8/,/.+;0-3 , =08243)+./01 (42 20-3*42 (4 .+/,,4 +19-,+/34 3+(-/.4 < @42 *70/' 34;02+/41. 2-3 (42 08 . 4*./'2 2*/41./-*-42( /D+341.2 5 ( +/2 2-V 2+((41. ;30*742 ;0-3 *- =-14 '-2/01 (42 (4-' *01*4;.2 20/. ;022/8,4 5C00.7 5 9:::; <

}�� ��rym t��s vlm ��y
x�sunr�ym vlm tv�m ���tu�nlm |



���� F��� _	 � � F������ F
� ������ ��� F��� ��� ���������� ���

�� �` �$ �gB$ %�$b� %! �c �d$e�! ?!� %#dc
/1 *4 *-/ *01*4314 ,42 '3+*-41*42 ( =08243)+./01 5 , =+,. /.-(4 (- 2/.4 (4 @7+.1+1.03 2-3 ,4 ;,+.4+- (4 , =<.+:*+( + 5 *-/ 42. ( =41) /301 X::: ( ,.342B 5 +/1 2/ *-4 ,+ '+/8 ,4 *-+1./.+ (4 )+;4-3 ( =4+- +.(02;7+3/*-4 2-3 ,42/.4 ; 43( 4..41. ( =4';,0/.43 +- ( /4-' ,42 '41J.342 (- (0( +/14 ( /,,/( +.3/*-4 4. 2-8( /,,/( +.3/*-4 ;3+241.+422-3 ,+ -9-34 _	 <� <

�s{��ly�l ��� ��
� ��� ���� ����

�

� |�

�

��
�
�
�
��
��
�
��

��� � _	 <�  �*N#(, %((%"# NM,"(- � )*%1'L /NO/' O)L - "'* '#L "9(L*$NM%"# N' � )#%M� ('* &%� )*L# M( (%ML( LM- "'* '#L 1'N# M%M) &L $N- L'* & 8LN' /"**L(- "#&N# M N' - *L,%L* 1'N*M%OL &L( (MNM%(M%1'L( O"/NOL( L# � %$L* P .LM*N%M - OL%# /"**L(- "#& N' (%ML &L !� N2 #N# M"*0 OL( M%*LM( N' � N'#N � LN0 6 � N� N�0 LM OL( - "%# M%O O)( N' � �OL
�'& P � %3'*L &'L 6 �'N# � N*&" �� N*&"0 ����	 P
&42 3+*4;.4-32 *012.3-/.2 ;0-3 <&>< 201. 41 4D4. ;3+)-2 ;0-3 '01*./01143 41.34 �: �63 4. SX: �63 5* =42.:4:( /34 41.34 : 5� (( 4. R: (( (4 ,019-4-3 ( =01(4 < &4 .+8,4+- R 5 ;30)41+1. (4 5�00..41 LM NOP5 RSSW; 53+2-( 4 ,42 8+1(42 ;+22+1.42 (42 ( /D+341.2 3+*4;.4-32 *-/ (4)301. J.34 /12.+,,+2 +-' '0)432 (42 +1.41142 <@7+*-4 8+1(4 (4 '3+*-41*4 (4)3+ ;0-)0/3 J.34 2+;+3+4 41 -1 93+1( 10(834 (4 *+1+-' �(4 , =03(34 (4 R:9Z � 5; 43( 4..+1. ( =+..4/1(34 -14 3+20,-./01 41 ) /.4224 ( =41) /301 : 5:X Q( 2−1 < &4 10(834 (4 3+*4;.4-32 (4)3+ 410-.34 .41 /3 *0(;.4 (4 ,+ ;022/8/,/.+ (4 .3+/.43 ,42 (4-' ;0,+3/2+./012 2+;+3+(41. < <- .0.+, /, '+-(3+ *0(;.43;,-2 (4 R�:: 3+*4;.4-32 5 *4 *-/ *012./.-4 -1 (+- (+. 4-3 (- ;0/1. (4 )-4 .4*710,09/*-4 <

��� � R  .L( 9N#&L( &L � *)1'L#/L - *)$'L( - "'* �.��

�-( +30
νl

��63�
ν0

��63�
νu

��63�
R �: �X Z:9 UT TS S:
� WS R:: RRUZ R9X RZZ RU�X RU� RWT 9RRU 9 RR 9Z� 9TXT 9TX �9� �T:W �WX ZZ9 X::S U:9 UU: T9:R: TWT WUS SX:

&+ 2-3'+*4 *0,,4*.3/*4 .0.+,4 +)0/2/1+1. ,42 T::: (2 5 ,+ 2412/8 /,/.+ ( =<&>< 243+ /1+9+,+4 (+12 201 (0( +/14(4 '3+*-41*42 5 ( =+-.+1. *- =+)4* UZ +1.41142 5 , =/1 2.3-( 41. 243+ *+;+8,4 (4 ( 42-343 9: RU ,/9142 (4 8+242/(-,.+1+(41. 5 *4 *-/ 5 (+12 ,4 *+2 (42 *01-9-3+./012 *0(;+*.42 5 ;43( 4. ( =08.41 /3 -14 *0-)43.-34 �*0( :;,,.4� (- ;,+1
(u, v)

41 (0(4 (#N- (� "M5 *0((4 01 ,4 )433+ ;,-2 ,0/1 < \+3 +/,,4-32 5 ,42 93+1(42 ,/9142 (4
��u qr� ��vn{ v�xrmnr��l uzl� vl � uy��l q k��xwyl m�xxwsl ql ts��{qls u� ��mlszunr�ym p qrmnuy�l � qlt�rm �yl mnunr�ym�rlynr
��l mrn�{l quym vl z rvvuxl ql �uy �lqs� ql �nu�u� u |



��� _	 �� � �� ��
� �� � ��

8+24 *-/ 24301. ( /2; 01/8,42 ; 43(4..301. ( =+..4/1(34 (42 3+20,-./012 /(;3422/011+1.42 5 .-2*- =4 (0/12 ( =-14( /3+/14 (4 ( /,,/24*01(4 ( =+3* (+12 ,4 *+2 (4 -9-34 0;./( +, �,/914 (4 8+24 (4 RZ Q /,0( ,.342 4. '3+*-41*4( =08 243)+./01 WT: �63 � < �0.012 *- =/, 2 =+9/. ,4 ( =-14 ,/( /.4 .7+03/*-4 5 *+3 ,+ 3+20,-./01 243+ 41 ;3+./*-4,/( /.+4 (- '+/. (42 [-*.-+./012 2;+./0:.4(;034,,42 (4 ,+ *-+1./.+ (4 )+;4-3 ( =4+- +.(02;7+3/*-4 2-3 ,4 2/.4 <\0-3 ( /1 /( /243 *4. 4D4. 5 /, 42. ;022/8,4 (4 ;+2243 3+;/(4( 41. (4 , =08243)+./01 (4 ,+ 20-3*4 4 *4,,4 ( =-1*+,/83+.4-3 24,01 -14 ( +.70(4 10(( +4 � N(M (� %M/� %#3 < @4;41(+1. 5 *4..4 ;30 *+(-34 34*-/43. (42 +1.41142(01. ,+ *01*4;./01 ;4-. 2 =+)+343 .3,2 *0�.4-24 < \0-3 +,,01943 ,4 *)*,4 ( =08243)+./01 41.34 ,+ 20-3*4 4. ,4*+,/83+.4-3 5 ,42 +*-/;42 (4 @+(83/(94 4. ( =^12+,+ .3+)+/,,41. +*.-4,,4(41. 2-3 (42 3+( /0( ,.342 5 ;3+)-2;0-3 J.34 /12.+,,+2 2-3 *7+*-14 (42 +1.41142 5 ; 43( 4..+1. (4 ( 42-343 ,42 [-*.-+./012 (4 83/,,+1*4 93�*4 4 ,+3+/4 (4 6
2
^ 4 RW� �63 4. ( =41 (+(-/34 ,42 [-*.-+./012 (4 ;7+24 (+12 , =0-)43.-34 2)1.7+./2+4 ;+3 ,4 3+24+-( =+1.41142 <

-6 �

�

-6 �

�

-6 �

�

-6 �

�

-6 �

�

-6 �

�

�� � �� �

�� � �j �

�� � �� �

y

�
��
�
�
�
��

y

�
��
�
�
�
��

y

�
��
�
�
�
��

x ��wnslm� x ��wnslm�
��� � _	 <Z  !"#� 3'*NM%"#( �"- M%, NOL( � /NO/' O)L( - N* � ""#L &N#( OL /N&*L &' - *"2 LM �.�� P !� N/'# L &L(/"#� 3'*NM%"#( /",- "*ML ("%� N# ML N# ML##L(0 &"# M OL( - "(%M%"#( ("# M *L- )*)L( - N* OL( /*"%� P .N /"#� 3'*NM%"#
� L(M ON - O'( )ML#&'L0 LM ON /"#� 3'*NM%"# � ON - O'( /",- N/MLP �� /L- M) - "'* /LMML &L*# %+*L0 "# *L- *)(L# ML)3 NOL, L# M0 - N* &L( /N**)(0 OL( - "(%M%"#( &L( N# ML## L( &N#( ON /"#� 3'*NM%"# - *)/)&L# MLP �# $"%M 1'L /L*MN%#L((MNM%"#( ("# M *)' M%O%()L( & 8'#L /"#� 3'*NM%"# 6 O 8N' M*LP



���� F��� _	 � � F������ F
� ������ ��� F��� ��� ���������� ��I

�� �` �" �d g !=?hAd "dc $!���# b� %! �c
&4 *70/' (42 *01-9-3+./012 (4 8+24 (4 , =/1 2.3-( 41. + '+/. , =08 . 4. (4 10(834-242 +.-(42 �)0/3 5C0014 5 9:: R;4. ,42 3+'+341*42 *- =/, */.4� 5 4. /, '+-. 8/41 *0(;341(34 *- =/, 1 =4' /2.4 ;+2 (4 *01-9-3+./01 0;./( +,4 41 20/ 5( +/2 *- =01 *743*74 4 08.41/3 ,42 ( 4/,,4-342 20,-./012 ( =-1 ;308,,(4 (+;41(+1. +) /(4((41. (4 , =08 . 4*./'2*/41./-*-4 34*743*7+ < ^1 +-3+ 41 4D4. ;,-.E. /1.+3J. 4 *70/2/3 -14 *01-9-3+./01 *0(;+*.4 2/ , =01 )4-. ;+34'4(;,4 *+3.093+;7/43 -1 1-+94 (0,+*-,+/34 ;30 *74 5 +,032 *-4 , =08243)+./01 (4 20-3*42 ,0/1.+/142 1+*422/.43+-14 ( 4/,,4-34 3+20,-./01 4. (01* -14 *01-9-3+./01 +.41(-4 < @0((4 ,4 '+/. 34( +3*-43 C0014 5C0014 5 9::9; 5, =08 . 4*./' 2*/41./-*-4 ;4-. +/12/ 24 .3+(-/34 ;+3 -14 ( /2.3/8-./01 � /(++,4� (42 *0(;02+1.42 (4 20-3/43 ( 4:2-3+42 (+12 ,4 ;,+1

(u, v)
< � .+1. +,032 (011+2 ,42 ;+3+( ,.342 (4 , =/12.3-( 41. �10(834 ( =+1.41142 4. (42.+./012� 5 *4-' (- 2/.4 �,+./.-(4 5 *01.3+/1.42 (- .433+/1 � 4. *4-' (4 ,+ 20-3*4 �;02/./01 4. (-3+4 ( =08243)+:./01 � 5 01 42. *01'301.+ 4 -1 ;308,,(4 ( =0;./( /2+./01 *-/ 42. *4..4 '0/2 8/41 ;02+ 5 ;-/2*- =01 2+/. *- =/, 2 =+9/.( =+;;30 *743 +- ( /4-' *4..4 ( /2.3/8-./01 /(++,4 <

\0-3 3+20-(34 *4 ;308,,(4 5 C0014 5C0014 5 9:: R; + (+)4,0;; + -1 ;3093+((4 ( =0;./( /2+./01 (01. 01 )+( +/1.41+1. (+*3/34 ,4 ;3/1*/; 4 < ^1 24 ;,+*4 (+12 ,4 *+2 /(++,/2+ ( =-14 08243)+./01 /1 2.+1.+1+4 ( =-14 20-3*4+- 3+1/.7 < &+ '01*./01 ( =+*7+1./,,011+94
S

(+-1/4 +- *7+;/.34 _ F	 42. +,032 2/(;,4( 41. , =+-.0 *033+ ,+./01(4 ,+ '01*./01 (+*3/)+1. ,+ ;02/./01 (42 +1.41142 < @0((4 * =42. ,+ ( /2.3/8-./01 (4
S

(+12 ,4 ;,+1
(u, v)

*- =/,2 =+9/. ( =0;./( /243 5 01 ;0-33+/. ;41243 *- =/, 2-V . ( =/1)43243 , =+-.0 *033+ ,+./01 41 ;+3.+1. (4 ,+ ( /2.3/8-./01/(++,4 5 ( +/2 *4,+ 1 =42. ;+2 .0-.0-32 ;022/8,4C < &+ ( +.70(4 ;30;02+4 ;+3 C0014 5 4 , =0;;02+ 5 *012/2.4 4 ;+3./3( =-14 *01-9-3+./01 /1/./+,4 4. 4 ,+ ( 0( /-43 ;3093422/)4( 41. (4 '+�01 4 *4 *-4 ,+ ( /2.3/8-./01 D (4 ,+*0-)43.-34
S

2 =+;;30 *74 +- ( /4-' (4 ,+ ( /2.3/8-./01 /(++,4 D0
< &+ (0( /-*+./01 (4 ,+ *01-9-3+./01 24'+/. 41 08243)+1. *-4 ,4 (+;,+*4( 41. ( =-14 +1.4114 /(;,/*-4 ,4 (+;,+*4( 41. (4

2(Na − 1)
;0/1.2 (4 ,+*0-)43.-34 5 0D

Na
42. ,4 10(834 ( =+1.41142 5 4. *- =/, 4' /2.4 -14 34,+./01 ,/1++/34 41.34 ,4 (+;,+*4( 41. (4, =+1.4114 4. ,4 ( 0-)4( 41. (4 *7+*-4 ;0/1. (4 (42-34 (+12 ,4 ;,+1

(u, v)
5 34,+./01 *- =01 ;4-. /1)43243 < &493+( /41.�

∇ (D −D0)
'0-31/22+1. ,4 (+;,+*4( 41. 20-7+/.+8,4 41 (0)4114 ;0-3 ,42 ;0/1.2 (4 ( 42-34 5 0108./41. +/12/ 2/(;,4( 41. ,+ ( /34*./01 (+12 ,+*-4,,4 01 (0/. (+;,+*43 , =+1.4114 < ^1 3+; ,.4 ,4 ;30 *422-2 (4( +1/,34 /.+3+./)4 ;0-3 .0-.42 ,42 +1.41142 .-2*- =4 *4 *-4 ,+ ( /2.3/8-./01 D *01)4394� )432 ,+ ( /2.3/8-./01*/8,4 D0

<
&, 42. +9+,4(41. ;022/8,4 (4 ;341(34 41 *0(;.4 ,42 *01.3+/1.42 /(;02+42 ;+3 ,4 .433+/1 41 /1.43( /2+1. ;+34'4(;,4 +-' +1.41142 (4 24 (+;,+*43 2-3 *43.+/142 30142 5 ;-/2 ( =+.41(34 , =0;./( /2+./01 +- *+2 ( =08243)+./012(4 (-3+4 -1/4 5 +/1 2/ *- =+-' ;308,,(42 (- ,"(N�/%#3 4. (42 *01-9-3+./012 (-,./;,42� < &+ -9-34 _	 <Z (01.34,4 3+2- ,.+. (4 .4,,42 0;./( /2+./012 (+12 ,4 *+2 (4 2/' *01-9-3+./012 (4 .+/,,4 *30/22+1.4 < @4 201. *42 (431/,342*-4 10-2 -./,/243012 (+12 ,+ 2-/.4 <

�� �: �Ag ?BAd��b� %! � " �#� c %A# ?b�d# " �%�c�  #Ad��
�� �: �b �d $e! %< "d ?b c %A g ?%$ %�B
&+ ( /24 41 =-)34 ( =-1 0-./, ;43( 4..+1. (4 2/(-,43 ,42 08243)+./012 *- =01 ;4-. +..41(34 ( =-1 /12.3-( 41..4, *- =<&>< ;4-. 24 '+/34 24,01 ;,-2/4-32 1/)4+-' (4 *0(;,4' /.+ 5 2-/)+1. ,42 ;+3+( ,.342 /1.43)41+1. (+12,+ '03( +./01 (42 /( +942 2+,42 *- =01 *70/2/. ( =/1.+9343 4 ,+ 2/(-,+./01 < &+ ;3/24 41 *0(;.4 (42 *01-9-3+./012 5(4 ,+ ;02/./01 (4 , =/1 2.3-( 41. 2-3 ,+ �4334 5 (4 ,+ ;02/./01 (4 ,+ 20-3*4 (+12 ,4 */4, 5 (4 ,+ (-3+4 4. (4 ,+'3+*-41*4 ( =08 243)+./01 '03(41. 2+12 (0-.4 -14 8+24 /1*01.0-31+8,4 5 ( +/2 /, 42. 8 /41 2� 3 ;022/8,4 ( =/1*,-34(4 10(834-' +-.342 ;+3+( ,.342 < ^1 ;4124 10.+((41. +-' 4D4.2 (4 , =+.( 02;7,34 5 +- 83-/. (42 3+*4;.4-32 5+-' 4334-32 (4 ;0/1.+94 5 4 ,+ ;022/8/,/.+ ( =-./,/243 (42 '01*./012 (4 3 *%&&%#3 20;7/2./*-+42 5 4 ,+ (+'03( +./01(42 +1.41142� ,032*-4 ,+ 20-3*4 42. 8+224 2-3 , =703/301 5 +-' 4D4.2 (4 (� N&"� %#3 *-+1( -14 +1.4114 '+/. (4, =0(834 4 -14 +-.34 5 0- 41*034 +- 830-/,,+94 41 '3+*-41*4 4. +- (0)411+94 .4(;034, 5 (01. 01 + ;+3,+ +-*7+;/.34 _ F	 < ^1 ;4-. +9+,4(41. /1*,-34 (42 ;30 *+(-342 3++,/2.42 ( =08 243)+./01 5 41 /(;02+1. ;+3 4'4(;,4

E�nuyn q�yy{l �yl 	�y�nr�y ��lv��y��l Y
� rv y kl rmnl tum y{�lmmursl� lyn ql 	�y�nr�y X nlvvl ��l Y = AX

|��l �uv��v ql �l xsuqrlyn t�ml �vursl� lyn qlm ts��vw� lm ql q{
yrnr�y � q� 	urn ql vu qrm�s{nrmunr�y ql vu ���zlsn�sl |�j���l vu qrmnsr��nr�y rq{uvl y klmn tum y{�lmmursl� lyn �yl u�n���ss{vunr�y � vl �srnwsl ql ��yzlsxly�l yl q�rn tum 	nsl ns�tmnsr�n | ���yl qrm��nl q kurvvl�sm ql �l ts��vw� l ����yl � ��� �� |
�l ���n ql ��ymns��nr�y qlm mnunr�ym {nuyn {vlz{ � �lnnl lnlymr�y q� ts��vw� l slz rlyn p r�t�mls ql s{�nrvrmls vl t v�m xsuyqy���sl ql mnunr�ym q k�yl ��y
x�sunr�y p v ku�nsl |���r r�tvr��l �yl ��qr
�unr�y q� v�� l urymr ��l qlm lssl�sm ql t�rynuxl |



��� _	 �� � F� �������H� 	
� � ��� �	�� �H���� � �	���������
*-4 ,42 +1.41142 ;0/1.41. 3+9-,/,34( 41. -1 *+,/83+.4-3 5 0- 41*034 *-4 , =+.41(-4 (- *7+(; 08243)+ 1+*422/.4,+ *012.3-*./01 ( =-14 (02+
*-4 <@4;41(+1. 5 2/ , =01 20-7+/.4 (0(+ ,/243 -1 93+1( 10(834 (4 *42 ;+3+( ,.342 5 /, '+-. ,4 ;+)43 41 .4(;2 (4;3093+((+./01 5 4. +9+,4( 41. 41 .4(;2 (4 *+,*-, 5 4. *-+1. 4 2+)0/3 ,42*-4,2 (4 *42 ;+3+( ,.342 (0/)41.J.34 /1*,-2 41 ;34( /43 5 /, 1 =42. ;+2 *,+/3 *- =-1 *012412-2 20/. +33J.+ < \0-3 ( + ;+3. 5 . =+/ *70/2/ , =0;./01 (4*012.3-/34 -1 2/(-,+.4-3 4'.3J(4(41. 2/(;,4 5 (01. . 4 )+/2 ( +/1.41+1. (+*3/34 ,4 '01*./0114( 41. <
�� �: �= �b $!�c�  #$� %! � "d $!#>d  �# dc

(u, v)@0((4 01 , =+ ( /. 5 *43.+/142 (42 *+3+*.+3/2./*-42 (- 2/(-,+.4-3 201. /1*01.0-31+8,42 5 *+3 *4,- /:*/ (0/.+820,-(41. ; 43( 4..34 (4 *+,*-,43 -14 *0-)43.-34
(u, v)

+.+1. (011+2 ,42 ;+3+( ,.342 (4 , =/12.3-(41. 4. (4, =08243)+./01 < &42 ;02/./012 (42 +1.41142 +- 20, 01. +.+ '0-31 /42 ;+3 23+(+3/* C0014 20-2 '03( 4 (4 -*7/432(4 *01-9-3+./01 *0(;341+1. S *0,01142 < \0-3 *7+*-4 ,/914 5 ,+ ;34( /,34 *0,0114 (0114 ,4 1-( +30 (4 ,+2.+./01 < &42 (4-' 2-/)+1.42 34;,341. ,+ ;02/./01 (4 *4,,4:*/ +- 20, 5 41 ( ,.342 5 342; 4*./)4( 41. )432 ,4 2-( 4.)432 , =42. < /1-1 5 ,42 2/' (431/,342 *0,01142 *03342;01(41. +-' 2/' *01-9-3+./012 4. /1( /*-41. 2/ ,+ 2.+./0141 *-42./01 +**-4/,,4 0- 101 -14 +1.4114� < &+ -9-34 _	 <Z ;3+241.4 ,42 ;02/./012 (42 +1.41142 (+12 ,42 2/'*01-9-3+./012 (4 , =/12.3-( 41. <

�u� �� �

��� �q �

O

Dz

Dy

�mn��lmn

Dx��q

��sq
O

y′

Dx

x′

z′

��q��sq

x′

z′

z

x

���unl�s

�� vl ��sq

α

O

y

O

z

x

y

� rsl�nr�y ql vu m��s�l

h

δ

��� � _	 <X  � L- *)(L# MNM%"#( (/� ), NM%1'L( &L( &%� )*L# M( ((M+, L( &L /""*&"##)L( ' M%O%()( - "'* - N((L*&L( - "(%M%"#( &L( N# ML##L( N' ("O N'� /""*&"##)L(
(x, y, z)

N-- N*N%((N# M &N#( O 8)1'NM%"# 4��5 P .N ONM%M'&L&' (%ML &L O 8%# ML*� )*", +M*L L(M #"M)L
α
P . 8N#3 OL � "*N%*L LM ON &)/O%#N%("# &L ON ("'*/L ("# M #"M)(

h
LM

δ
0*L(- L/M%$L, L# M P

^1 10.43+
Dx

,+ ( /2.+1*4 ;+3*0-3-4 +- 20, )432 ,4 2-( 5 4.
Dy

,+ ( /2.+1*4 +- 20, )432 , =42. 5 *0(;.+42 4 ;+3./3(- 8+3)*41.34
O

(42 ;02/./012 (42 +1.41142 5 *0((4 ,4 2*7+(+./24 ,+ -9-34 _	 <X �+ � < @4 201. ,42 ;02/./012
,-42 (+12 ,4 -*7/43 (4 *01-9-3+./01 < � ;+3./3 ( =4,,42 5 01 ;4-. *+,*-,43 ,42 *003(011+42 (42 ( /D+341.42+1.41142 (+12 ,4 34; ,34 03.70103( +

(Ox′y′z′)
34;3+241.+ 2-3 ,+ -9-34 _	 <X �8 � 4. (+-1/ (4 ,+ ( +1/,342-/)+1.4 � ,4 ;,+1

(Ox′, Oy′)
42. ,4 ;,+1 .+1941. 4 ,+ �4334 41

O
4. ,42 ( /34*./012

Ox′ 4.
Oy′ ;0/1.41.

342;4*./)4( 41. )432 ,4 2-( 4. )432 , =42. < � .+1. (011+42 ,42 *0-3.42 ( /2.+1*42 +- 20, ( /242 41 . 4- 5 ,+ *0-38-34(4 ,+ �4334 42. 1+9,/94+8,4 4. 01 ;4-. 41 '+/. +*3/34
x′ = Dx

5
y′ = Dy

4.
z′ = 0

< �-( +3/*-4( 41. 5 , =4334-3
34,+./)4 *0(( /24 41 '+/2+1. *4..4 +;;30' /( +./01 42. /1'+3/4-34 4
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&4 34; ,34
(Ox′y′z′)

42. +9+,4( 41. 34;3+241.+ 2-3 ,+ -9-34 _	 <X �*� 5 0D , =01 ;4-. ,4 *0(;+343 +- 34;,34
(Oxyz)

*- =01 -./,/243+ (+12 ,+ 2- /.4 < & =+'4
Oy

42. *01'01(- +)4*
Oy′ 5 .+1( /2 *-4

Ox
4.

Oz
201. (+(-/.2342;4*./)4( 41. (4

Ox′ 4.
Oz′

;+3 30.+./01 +-.0-3 (4 ,+ ( /34*./01
Oy

5 (4 .4,,4 203.4 *-4
Oz

20/. ;+3+,,, ,44 , =+'4 (4 30.+./01 (4 ,+ �4334 < &42 ;02/./01 2 (42 +1.41142 (+12 ,4 34; ,34
(Oxyz)

201. 20-2.3+/.42 (4-' 4(4-' ;0-3 08.41/3 ,42 *003(011+42 (42 ( /D+341.42 ,/9142 (4 8+24 < � , =+/(4 (4 ,+ (+*,/1+/201
δ

4. (4 , =+19,4703+/34
h

(4 ,+ 20-3*4 5 01 ;+224 +,032 (+12 , =42;+*4
(u, v, w)

;+3 +;;,/*+./01 (4 ,+ .3+12'03( +./01 ,/1++/342-/)+1.4 5�70(;201 LM NOP5 RSS R; 5



u
v
w


 =




sin h cosh 0
− sin δ cosh sin δ sin h cos δ
cos δ cosh − cos δ sinh sin δ






x
y
z


 .

�W��

&+ (+*,/1+/201 (4 ,+ 20-3*4 42. /1*7+19+4 +- *0-32 (4 ,+ 30.+./01 .43342.34 5 ( +/2 /, 1 =41 )+ ;+2 (4 ( J(4 (4, =+19,4 703+/34 5 (4 203.4 *-4 ,4 ;0/1. 34;3+241.+1. -14 ,/914 (4 8+24 (011+4 24 (+;,+*4 (+12 ,4 ; ,+1
(u, v)

5*0((4 01 , =+ (+. 4 34(+3*-+ 2-3 ,+ -9-34 _ F	 <U < &+ (-3+4 .0.+,4 (4 , =08 243)+./01 4. ,4 .4(;2 ( =/1.+93+./01
τi2+;+3+1. (4-' (42-342 2-**422/)42 *0(;,,.41. ,4 . 4- (42 ;+3+( ,.342 ; 43( 4..+1. (4 *012.3-/34 ,+ *0-)43.-34+220 */+4 4 *4..4 08243)+./01 2/(-,+4 < &+ -9-34 _	 <U (01.34 ,4 3+2-,.+. (- *+,*-, (4 2/' *0-)43.-342

(u, v)4'4(;,+/342 5 *012.3-/.42 4 ;+3./3 (4 .30/2 (42 *01-9-3+./012 (4 ,+ -9-34 _	 <Z < ^1 34( +3*-4 10.+((41. ,4( +1*-4 (4 ( 42-342 +-' ;,-2 ; 4./.42 ,/9142 (4 8+24 <
�� �: �$ �d � �������

&42 *0-)43.-342
(u, v)

+/12/ 08.41-42 *03342;01(41. +-' '3+*-41*42 2;+./+,42 (4 ,+ 20-3*4 *-/ 24301. 4':'4*./)4( 41. ( 42-3+42 ;+3 , =/1 2.3-( 41. +- *0-32 (4 , =08243)+./01 < ^ 3 5 ,42 *7+(;2 (0(, ,42 *-4 10-2 +,,012/1.30(-/34 41 41.3+4 (- 2/(-,+.4-3 24301. +*7+1./,,011+2 2-3 -14 93/,,4 3+9-,/,34 03.70103( +4 5 4. ;0-3 ,423+/2012 *- =01 + (+. 4 +)0*-+42 +- *7+;/.34 _ F	 5 /, 42. 34*0((+1(+ (4 14 .3+)+/,,43 *- =+)4* (42 .+8,4+-'3+9-,/432 (4 (011+42 5 (4 '+�01 4 ;0-)0/3 -./,/243 ,42 +,903/.7( 42 (4 .3+12'03( +./01 (4 20-3/43 3+;/(4 5 *4 *-/24 .-2./-4 5 41 .43( 42 (4 .4(;2 (4 *+,*-, 5 (,2 *-4 ,+ .+/,,4 (42 /( +942 4. ,4 10(834 (4 ) /2/8 /,/.+2 +-9( 41.41. <1 +12 ,4 *+2 ( =<&>< 5 ,4 24- , '+/. (4 ( /2; 0243 (4 9: RU ,/9142 (4 8+24 2/(-,.+1+(41. /(;024 (4 ;+2243 ;+3-14 +.+;4 (4 3 *%&&%#3 <&4 *70/' ,4 ; ,-2 2/(;,4 ;0-3 ,+ '01*./01 (4 3 *%&&%#3
G

*012/2.4 5 01 , =+ ( /. +- *7+;/.34 _ F	 5 4 ;341(34-14 '01*./01 1-,,4 41 (47032 ( =-1 ;4./. 34*.+19,4 (4 .+/,,4
(δu, δv)

*41.3+ 2-3 , =03/9/14 (- ;,+1
(u, v)

4.;341+1. -14 )+,4-3 *012.+1.4 101 1-,,4 4 , =/1.+3/4-3 (4 *4 34*.+19,4 < @ =42. *4 *70/' *-/ + +.+ '+/. ;0-3 ,42/(-,+.4-3 < 1,2 ,032 5 /, 24 ;024 ,+ *-42./01 (4 2+)0/3 *-4,,4 .+/,,4 (4 2-;;03. *70/2/3 ;0-3 *4..4 '01*./01 (43 *%&&%#3 < \0-3 ) 3+;01(34 5 /, '+-. ;341(34 41 *012/(+3+./01 ;,-2/4-32 + ,+(41.2 < �0-. ( =+803( 5 *4..4 .+/,,414 (0/. ;+2 J.34 .30; ;4./.4 5 20-2 ;4/14 ( =08.41 /3 -14 *0-)43.-34 2-3:+*7+1./,,011+4 5 +)4* (4 10(834-'.30-2 < 1 =+-.34 ;+3. 5 ;,-2 ,42 *4,,- ,42 201. ;4./.42 5 ; ,-2 ,42 /( +942 201. 93+1(42 5 *4 *-/ ;4-. (4)41 /3 9J1+1.;0-3 ,+ 3+;/( /.+ (- 2/(-,+.4-3 < &1)4324( 41. 5 2/ ,+ .+/,,4 (42 *4,,- ,42 42. .30; 93+1(4 5 01 24 34.30-)4 +)4*-14 *0-)43.-34 20-2:4*7+1./,,011+4 5 (42 .30-2 2/91 /-*+./'2 (- ;,+1
(u, v)

+)+1. +.+ 34(;,/2 +3./-*/4,,4( 41.;+3 ,+ *01)0,-./01 < <-.34( 41. ( /. 5 2/ ,+ '01*./01 (4 3 *%&&%#3 + -1 2-;;03. .30; 93+1( 5 01 )+ *0(8/143(42 ) /2/8 /,/.+2 34,+./)4( 41. + ,0 /91+42 ,42 -142 (42 +-.342 4. (01* N - *%"*% /1(+;41(+1.42 5 4. +/12/ '+-2243 ,+34;3+241.+./01 (4 ,+ 83/,,+1*4 < /1 4D4. 5 ,032*- =01 *033, ,4 (42 2/91+-' /22-2 (4 (4-' +1.41142 (4 ( /+( ,.34
d

-1/'03( +(41. /,,-( /1+42 5 ,42 *0(;02+1.42 (4 20-3/43 ( 42-3+42 201. (0)411+42 2-3 -1 ( /2*-4 (4 3+)01
d
< \ ,-2 ;3+*/2+(41. 5 ,4 ;0/(2 *-/ 42. +D4*.+ 4 -14 ) /2/8 /,/.+ (+;41( ,/1++/34( 41. (4 ,+ ( /2.+1*4 +- *41.34(- ( /2*-4 5 (4 203.4 *-4 ,+ .+/,,4 (4 , =/1.43)+,,4 ( =+*7+1./,,011+94 4D4*./' 42. (4 , =03(34 (4

d
< &4 *3/.,34 (4

�)*-/2. /(;024 +,032 (4 (42-343 ,42 ) /2/8 /,/.+2 +)4* -14 3+20,-./01 (+12 , =42;+*4
(u, v)

(4/,,4-34 *-4
d/2

</1 ;3+./*-4 5 ;0-3 -./,/243 ,42 +,903/.7( 42 (4 (+*01)0,-./01 5 01 24 ;,+*4 20-)41. 4
d/3

0- ( /4-' <@4*/ 42. 4 34,/43 +- ;308,,(4 (4 , =NO%N(%#3 5 ;-/2*-4 2/ , =/1.43)+,,4 ( =+*7+1./,,011+94 42. .30; 93+1( 5 ,42( /D+341.42 3+;,/*-42 (4 , =/( +94 )01. 24 34*0-)3/3 < ^ 3 5 ,4 *7+(; (4 )-4 42. /1)4324( 41. ;30;03./0114, +-( /+( ,.34
d

( =-14 +1.4114 -1/*-4 5 (01* ,+ .+/,,4 �0;./( +,4� (42 *4,,- ,42 (+12 , =42;+*4 (0/. J.34 (4 , =03(34 (4
d
5 4. ;,-.E. /1'+3/4-3 4 *4..4 )+,4-3 ;0-3 ,/( /.43 , =NO%N(%#3 < ^1 + *70/2/ (4 ;341(34 /*/

δu = δv = d/2
< &+-9-34 _	 <T (01.34 ,42 3+2-,.+.2 08.41-2 ;0-3 ,42 (4-' *0-)43.-342 *03342;01(+1. 4 ,+ ;34( /,34 ,/914 (4,+ -9-34 _	 <U < 1+12 ,4 *+2 (4 *4..4 *01-9-3+./01 *0(;+*.4 5 , =+*7+1./,,011+94 42. ;342*-4 ;+3'+/. 2-3 -1493+1(4 ; ,+94 (4 '3+*-41*42 2;+./+,42 ( J(4 2+12 -./,/243 ,+ 30.+./01 .43342.34 ;0-3 4D4*.-43 -14 2)1.7,24( =0-)43.-34 <
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��� � _	 <U  �� L,- OL( &L /"'$L*M'*L(
(u, v)

/NO/' O)L( - N* OL (%,' ONML'* P � N#( M"'( OL( /N(0 ON ("'*/L L(M 6'# L &)/O%#N%("#
δ = −23◦

P .N /"O"##L &L 3 N'/� L ,"# M*L '# L "9(L*$NM%"# %#(MN# MN#)L LM /LO OL &L &*"%ML '#L"9(L*$NM%"# & 8'#L &'*)L &L ��� , %#' ML( P .L( M*"%( O%3 #L( /"**L(- "#&L# M 6 M*"%( /"#� 3'*NM%"#( &%� )*L# ML( &LON � 3'*L _	 <Z 0 6 (N$"%*0 &L � N' M L# 9N(0 OL( /"#� 3'*NM%"#( � 0 � LM � P . 8N#3 OL � "*N%*L %# %M%NO L(M /� "%(% )3 NO6
h0 = −5◦

P �# #"ML OL( )/� LO OL( M*+( &%� )*L# ML( L# M*L /L( M*"%( /"#� 3'*NM%"#( P
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��� � _	 <T  !"'$L*M'*L(
(u, v)

*))/� N# M%O O"##)L( ('* '#L 3 *%O OL "*M� "#"*, )LP � O ( 8N3 %M &L( /"'$L*M'*L(%O O'(M*)L( ('* ON - *L,%+*L O%3 #L &L ON � 3'*L _	 <U P .N MN%O OL &L( /LO O' OL( &N#( OL( &L'� &%*L/M%"#(
u

LM
v

L(M)3 NOL N' *N"# & 8'#L N# ML## LP
�� �: �" � %A # ?b� %! � "dc !=cd  >b� %! �c
> +/1.41+1. *- =01 ( /2; 024 (4 *0-)43.-342

(u, v)
4. (4 ,4-32 )432/012 3++*7+1./,,011+42 5 /, 2 =+9/. (4 ;+2243 4,+ 2/(-,+./01 (42 08243)+./012 < &42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 (0(, ,42 /1.30(-/.42 41 41.3+4 (- 2/(-,+.4-324301. (42 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 5 .4,2 *- =01 ,42 + (+-1/2 +- *7+;/.34 	 F F< ? / , =01 (4)+/. 342; 4*.43 ,+( +.70(4 (4 2/(-,+./01 4 ,+ ,4..34 5 /, '+-(3+/. 5 ; 0-3 *7+*-4 )4*.4-3 ( =01(4

k
(42-3+ 5 24 (01143 -14 ) /2/8 /,/.+4'+*.4 (01. , =+(;,/.-(4 243+/. (+.43( /1+4 24,01 -14 ,0 / (4 ;-/22+1*4 (+;41(+1. (- (0(-,4 (4

k
5 4. (01. ,+;7+24 243+/. *70/2/4 +,++.0/34( 41. (+12 -14 ( /2.3/8-./01 -1/'03( 4 41.34 : 4.

2π
5 ;-/2 3++*7+1./,,01143 *42) /2/8 /,/.+2 2-3 ,+ ( J(4 93/,,4 03.70103( +4 < &4 ;308,,(4 (4 *4..4 ( +.70(4 5 * =42. *- =+2243 ;+3+(0'+,4( 41. 54,,4 341( (0/12 8/41 *0(;.4 (42 ;7+242 (42 *0(;02+1.42 (4 20-3/43 *-/ 201. ,42 ( /4-' (42-3+42 < /1 4D4. 5 ,+)+,4-3 +22/91+4 4 -14 *4,,- ,4 (011+4 42. +9+,4 4 ,+ ( 0)4114 0� (42 ) /2/8 /,/.+2 .0(8+1. (+12 *4..4 *4,,- ,4 5 *-/201. (42 10(8342 *0(;,4'42 (01. ,42 ;7+242 201. *0(;,,.4( 41. (+*033+ ,+42 4. ,42 +(;,/.-(42 2412/8,4( 41./(41./*-42 < /1 20((4 5 ,+ )+,4-3 3++*7+1./,,011+4 243+ -1 *0(;,4'4 (01. , =+(;,/.-(4 243+ 41 (0)4114 +9+,4+- 3+;;03. (4 , =+(;,/.-(4 ( =-14 24-,4 ) /2/8 /,/.+ 4 ,+ 3+*/14 *+33+4 (- 10(834 (4 ) /2/8 /,/.+2 .0(8+1. (+12*4..4 *4,,- ,4 00 < /1 34)+1*74 5 01 14 2+-3+/. (01143 ,+ ;7+24 (4 *4..4 ) /2/8 /,/.+ 3++*7+1./,,011+4 < 1 =-1 +-.34*E.+ 5 2/ , =01 24 (0114 *42 ) /2/8 /,/.+2 �83-.42� 5 4. 2/ , =01 20-7+/.4 +)0/3 -14 /( +94 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (483/,,+1*4 (0(, ,4 5 01 42. *01'301.+ +- ( J(4 ;308,,(4 (4 .4(;2 (4 *+,*- , *-4 *4,-/ ( 41./011+ ;,-2 7+-. 54. (01* 08,/9+ (4 3++*7+1./,,01143 <

&+ 20,-./01 (4 *4 ;308 ,(4 5 * =42. ;308+8,4( 41. (4 ,4 *01.0-3143 < \-/2*-4 * =42. ,4 *+3+*.,34 +,++.0/34 (42;7+242 +- 24/1 ( =-14 ( J(4 *4,,- ,4 (4 , =42;+*4 (4 20-3/43 *-/ ;024 ;308,,(4 5 2-;;3/( 012:,4 < @4,+ 34) /41. 4*012/(+343 *-4 ,42 ;7+242 (42 ) /2/8 /,/.+2 .0(8+1. (+12 ,+ ( J(4 *4,,- ,4 201. .0-.42 /(41./*-42 5 4. ;341141.-14 )+,4-3 +,++.0/34 5 .0-.0-32 *70/2/4 (+12 ,+ ( J(4 ( /2.3/8-./01 < /1 20((4 5 *4 *- =01 '+/. ,4 5 * =42. *012/(+343*-4 ,+ ;7+24 42. ;,-2 ,/224 (+12 , =42;+*4 (4 20-3/43 *-4 14 ,4 2-99,34 ,4 ( 0(, ,4 ( +.7+(+./*-4 5 *4 *-/ 42.;+3'+/.4( 41. 3+/2011+8,4 ;7)2/*-4( 41. < /1 *4 *-/ *01*4314 ,42 +(;,/.-(42 5 3/41 1 =4(;J*74 N - *%"*% (4,42 *012.3- /34 *0((4 01 , =+ 2-99+3+ ;,- 2 7+-. +)+1. (4 ,42 3++*7+1./,,01143 5 *4; 41(+1. /, 42. 84+-*0-;;,-2 2/(;,4 (4 2-;;0243 *-4 , =+(;,/.-(4 42. +-22/ *012.+1.4 2-3 -14 *4,,- ,4 (011+4 5 (4 203.4 *- =01 ;4-. 24(01143 ,42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 (0(, ,4 ( /34*.4( 41. 2-3 ,+ 93/,,4 3+9-,/,34 5 *0((4 201. *012.3- /.2 ,42*7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 (- *7+;/.34 	 F F< 1+12 *4..4 +;;30' /( +./01 5 ,+ 2/(;,4 (-,./; ,/*+./01 (4 ,+.3+12'03( +4 (4 20-3/43 (4 , =/( +94 ;+3 ,+ *0-)43.-34 3++*7+1./,,011+4
W

(0114 ,42 *0(;02+1.42 (4 20-3/43(4 , =/( +94 2+,4 < &+ 10.+./01
W

1 =42. ;+2 /110*41.4 < / ,,4 '+/. 3+'+341*4 +- '+/. *-4 ,+ *0-)43.-34 ;3+241.+4
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��� � _	 <W  �� L,- OL( &L � OM*N3 L %# ML*� )*", )M*%1'L & 8'# L &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L /",- OL� LP . 8%, N3 L &L&)- N*M L(M '# /� N,- 9*"�#%L# � *N/M%"##N%*L & 8%#&%/L (- L/M*NO
β = 3

LM &L MN%O OL
1024 × 1024

0 *L- *)(L# M) 6O 8L� M*�, L 3 N'/� LP .L( (%� N' M*L( � 3'*L( , "# M*L# M OL( %, N3 L( (NOL( "9ML#'L( &N#( &%$L*( /N( P .N - *L, %+*LO%3 #L /"**L(- "#& N' /N( & 8'# L "9(L*$NM%"# &L M- L (#N- (� "M0 ON (L/"#&L 6 '# L "9(L*$NM%"# &L &'*)L ���, %#' ML( P !� N1'L /" O"##L /"**L(- "#& 6 O 8'#L &L( M*"%( /"#� 3'*NM%"#( OL( - O'( /",- N/ML( , "# M*)L( ('* ON
� 3'*L _	 <Z P � N#( M"'( OL( /N(0 "# N ' M%O%() OL( - "%&( #NM'*LO( P .N MN%O OL &' /� N,- L(M &L �� (L/"#&L( & 8N*/&N#( /� N1'L &%*L/M%"# P
2-3 ,+ -9-34 _	 <T /1*,-. ,42 ;0/(2 1+.-34,2 +D4*.+2 +-' (011+42 5 ;-/2*-4 ,+ )+,4-3 (4 *7+*-4 *4,,- ,4 42.+9+,4 +- 10(834 (4 ) /2/8 /,/.+2 *- =4,,4 *01./41. < ? / , =01 (+2/34 ,42 *0(;02+1.42 (4 20-3/43 (4 , =/( +94 2+,4(+12 ,4 *+2 (42 ;0/(2 -1/'03( 42 5 /, '+-. ;341(34 *0((4 - ,.34 101 ;,-2

W
(+/2 201 2-;;03.

W0
5 * =42.:4:( /34, =/( +94 )+,+1. -1 ,4 0D

W
42. 101 1-,,4 4. 3+30 ;+3.0-. +/,,4-32 <&, 42. -1 (431 /43 ;0/1. 4 +803(43 +)+1. (4 (01.343 (42 4'4(;,42 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 (4 2.3-*.-342*0(;,4'42 4. (4 ;+2243 4 , =+1+,)24 *-+1./.+./)4 < &+ .+/,,4 (42 ;/'4,2 (+12 , =42;+*4

(u, v)
42. -'+4 +38/.3+/34:( 41. 5 01 , =+ )- 5 4. 342.4 /(41./*-4 ( =-14 *01-9-3+./01 4 , =+-.34 < ?4-,4( 41. 5 ,032*- =01 + ,0/914 ,42 +1.41142,42 -142 (42 +-.342 5 /, 41 3+2-,.4 -14 +-9( 41.+./01 (4 ,+ .+/,,4 (42 .+8,4+-' 34;3+241.+1. ,42 *0-)43.-342 5 4.(01* (4 *4,,4 (42 /( +942 < ^ 3 01 )0-(3+/. 1 =+)0/3 *- =-14 24-,4 .+/,,4 ( =/( +94 (4 '+�01 4 ;0-)0/3 *0(;+343,42 3+2-,.+.2 08.41-2 ( =-14 *01-9-3+./01 4 , =+-.34 5 2-3 ,+ ( J(4 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 < &, 2-V . 41 '+/.;0-3 *4,+ (4 ;,01943 ,42 *0-)43.-342 *03342;01(+1. +-' *01-9-3+./012 ,42 ;,-2 *0(;+*.42 (+12 (42 .+8,4+-';,-2 93+1(2 5 *4 *-/ 14 ;024 ;+2 (4 ;308,,(4 ;-/2*-4 .-2.4( 41. ,42 ;/'4,2 01. .0-.0-32 ,+ ( J(4 .+/,,4 < &+24-,4 ,/( /.+./01 42. *- =+)4* (42 .+8,4+-' .3,2 93+1( 2 ,4 .4(;2 (4 *+,*- , (4) /41. ;307/8 /./' 5 (4 203.4 *- =0124 ,/( /.43+ +-' .30/2 *01-9-3+./012 ,42 ; ,-2 *0(;+*.42 5 4. 4 (42 /( +942 (4 .+/,,4

1024 × 1024
<&+ -9-34 _	 <W (01.34 5 ;0-3 *42 .30/2 ;34( /,342 *01-9-3+./012 5 , =4'4(;,4 ( =-1 *7+(; 83061/41 '3+*./01:1+/34 - ,.3+ ;+3 ,4 2/(-,+.4-3 5 (+12 ,4 *+(34 ( =-14 08243)+./01 /12.+1.+1+4 4. ( =-14 08243)+./01 (4

100( /1-.42 5 41 -./,/2+1. ,42 ;0/( 2 1+.-34,2 < ^1 )0/. 10.+((41. *-4 ,4 .30- *41.3+, (4 ,+ *0-)43.-34
(u, v)

2-;:;3/( 4 ,42 ;,-2 93+1(42 2.3-*.-342 5 4. *-4 ,+ .+/,,4 *+3+*.+3/2./*-4 (42 2.3-*.-342 ;3+241.42 (+12 ,42 /( +9422+,42 ( /( /1-4 +)4* , =+.41(-4 (4 ,+ *01-9-3+./01 < 1 =+-.34 ;+3. 5 01 34( +3*-4 ;4- (4 ( /D+341*42 41.34 ,4(#N- (� "M 4. , =08243)+./01 (4 ,019-4 (-3+4 5 *4 *-/ *03342;01( +- '+/. *-4 ,+ *0-)43.-34 /12.+1.+1+4 (42*01-9-3+./012 *0(;+*.42 42. (+. 4 ;3+./*-4( 41. *0(;,,.4 5 4. *-4 ;+3 *012+*-41. ,+ 2)1.7,24 ( =0-)43.-34;+3 -./,/2+./01 (4 ,+ 30.+./01 .43342.34 1 =42. ;+2 '01(+(41.+,4( 41. 1+*422+/34 <@4*/ +.+1. ;02+ 5 01 )+ 2 =/1.+342243 ( +/1.41+1. +-' ( /+9102./*2 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 +/12/ 2/(-,+ 41-./,/2+1. ,42 ( /)432 0-./,2 (4 *+3+*.+3/2+./01 (42 2.3-*.-342 /1.30(-/.2 +- *7+;/.34 	 <
�
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&4 2/(-,+.4-3 (+*3/. +- *7+;/.34 _	 )+ 10-2 ;43( 4..34 ( =+.-( /43 ,42 4D4.2 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 2-3(42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 *0(;,4'42 5 .4,,42 *- =<&>< ;0-33+ 41 08243)43 (+12 ,4 ( /,/4- /1.432.4,,+/34 5 4.(4 (+.43( /143 ,42 ( /D+341.42 3+;01242 *- =+;;03.41. 4 *4 - ,.3+94 ,42 0-./,2 (4 *+3+*.+3/2+./01 (42 2.3-*.-342/1.30(-/.2 (+12 ,+ (4-' /,(4 ;+3./4 < 1 +12 , =/(++, 5 *4-' :*/ (4)3+/41. J.34 2-V 2+((41. 308-2.42 ;0-3 *-4 ,4-3-./,/2+./01 2-3 ,42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 (0(, ,42 4. 2-3 ,42 *+3.42 2+,42 '0-31/2241. ,42 ( J(42 )+,4-32 50- *- =4 (+'+-. ,+ 34,+./01 41.34 ,42 (4-' 20/. -1/)0*-4 4. 8/41 *+,/83+4 < ^1 ;0-33+ +,032 ( /34 *-4 , =0-./,41 *-42./01 ;43( 4. (4 34(01.43 +-' ;30;3/+.+2 (42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 2+12 ;+2243 ;+3 -14 +.+;4 (4(+*01)0,-./01 <@0((4 01 , =+ (+. 4 +1101*+ +- *7+;/.34 ;3+*+(41. 5 ,42 *7+(;2 2)1.7+./*-42 *-4 10-2 +,,012 �08243)43�+- .3+)432 (- 2/(-,+.4-3 /12.3-( 41.+, 24301. (42 83061/412 '3+*./011+/342 8/( /( 412/0114,2 < &4 '+/. *- =/,2; 022,(41. (4 ,+ 2.3-*.-34 4 .0-.42 ,42 +*74,,42 *012./.-4 -14 ;30;3/+.+ ;+3./*-,/,34( 41. /1.+3422+1.4 (+12, =0;./*-4 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 5 ;-/2*-4 *4,-/:*/ 42. 42241./4,,4(41. (4 1+.-34 2;+./+,4 < ^1 + ( =+/,,4-32(+. 4 ;- *012.+.43 ) /2-4,,4( 41. 5 2-3 ,+ -9-34 _	 <W 5 ,+ (+93+(+./01 *+-2+4 ;+3 ,4 2/(-,+.4-3 2-3 *4 .); 4 (4*7+(; < 1 4 ;,-2 5 41 *4 *-/ *01*4314 ,42 0-./,2 (4 *+3+*.+3/2+./01 (42 2.3-*.-342 5 ,42 83061/412 '3+*./011+/342;3+241.41. , =/1.+3J. ( =J.34 41./,34( 41. (+.43( /1+2 ;+3 , =4';02+1. (4 ,4-3 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 4. ;+3 ,4-3*+3.4 (4 ;7+242 < @0((4 ,4 ,4*.4-3 2 =41 +;43*4)3+ 5 *4 *7+;/.34 .3+/.43+ 42241./4,,4( 41. (4 ,+ *-42./01 (4, =/1( /*4 2;4*.3+, 5 ,4 ;308,,(4 (42 ;7+242 +.+1. +803(+ +- *7+;/.34 _	 F F<< /12/ 5 , =08 . 4*./' (4 *4 *7+;/.34 *012/2.4 4 +)+,-43 ,4 *0(;03.4( 41. 5 ) /2:4:) /2 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 5(42 ( /D+341.2 0-./,2 /1.30(-/.2 (+12 ,+ (4-' /,(4 ;+3./4 5 4 2+)0/3 ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 5 ,42 '01*./012 (42.3-*.-34 5 ,+

∆
:)+3/+1*4 0- 41*034 ,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 5 4. 4 (+.43( /143 ,42*-4,2 201. ,42 ;,-2 +;.42 4'0-31 /3 (42 42./( +./012 -+8,42 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 (0(, ,42 < \ ,-2 ;3+*/2+(41. 501 422+/43+ (4 2+;+343 ,42 4D4.2 (4 , =/1*0(;,+.-(4 (4 ,+ *0-)43.-34

(u, v)
(4 *4-' /1(-/.2 ;+3 ,4 ,08 4 ;3/( +/34 54. 01 /1.30(-/3+ +9+,4( 41. -1 83-/. 74-3/2./*-4 (4 '+�01 4 .42.43 ; ,-2 +)+1. ,+ -+8/,/.+ (42 ( +.70(42 (4*+3+*.+3/2+./01 *70/2/42 <

�� ��` �dc A!"h ?dc "d " %c�  %=#� %! � "d = %??b�$d
@01*431+1. , =/( ;,+(41.+./01 ;3+./*-4 (4 *4..4 +.-(4 5 *0((4 01 , =+ (+. 4 4';,/*-+ +- *7+;/.34 ;3+*+(41. 501 24 ,/( /.43+ +-' .30/2 *01-9-3+./012 ,42 ;,-2 *0(;+*.42 (4 ,+ -9-34 _	 <Z 4. 01 -./,/243+ 5 *0((4 *7+(;2(0(, ,42 5 (42 83061/412 '3+*./011+/342 (4 .+/,,4

1024 × 1024
5 ( =/1( /*4 2;4*.3+, *0(;3/2 41.34 9 4. Z < \ ,-2;3+*/2+(41. 5 01 24 (0114 9R )+,4-32 (4 *4. /1( /*4 5 3+9-,/,34( 41. 42;+*+42 5 4. 01 *012.3-/. 9R 83061/412'3+*./011+/342 5 34;3+241.+2 2-3 ,+ -9-34 _	 F<R 5 *03342;01(+1. *7+*-1 4 -1 /1( /*4 2; 4*.3+, ( /D+341. < �0.012*-4 ,42 *+3.42 (4 ;7+24 -./,/2+42 ;0-3 *7+*-1 (4 *42 *7+(;2 201. .0-.42 ( /D+341.42 5 *4 *-/ 14 ;024 ;+2 (4;308 ,,(4 5 *0((4 01 ,4 )433+ (+12 ,+ 2-/.4 (4 *4 *7+;/.34 <\0-3 *7+*-1 (4 *42 *7+(;2 5 01 +;;,/*-4 41 ;34( /43 ,/4- , =+..+1-+./01 (-4 +- ,08 4 ( =+1.4114 < 1 +12 ,4 *+2( =-14 +1.4114 +)+1. -14 0-)43.-34 (4 ( /+( ,.34

d = 12
( /,,-( /1+4 -1/'03( +(41. 5 *4 ,08 4 42. -14 '01*./01( =< /3) (01. ,+ ,+394-3 4 ( /:7+-.4-3 42. ( =41) /301 9T 24*01(42 ( =+3* 5 41 24 ; ,+�+1. 4 -14 ,019-4-3 ( =01(4

λ = 1, 3
(( < &4 *7+(; (4 )-4 5 ,- / 5 '+/. -1 ;4- ;,-2 (4 XR 24*01(42 ( =+3* (+12 *7+*-4 ( /34*./01 5 ,+ .+/,,4( =-1 ;/'4, +.+1. (4 : 5:X 24*01(4 ( =+3* < &+ -9-34 _	 F<9 (01.34 +/12/ , =4'4(;,4 (- *7+(; *03342;01(+1.4

β = 3, 1
< &4 '+/. *-4 , =01 +/. *70/2/ *4 *7+(; ;,-.E. *- =-1 +-.34 1 =+ ;+2 (4 2/91/- *+./01 ;+3./*-,/,34 <&4 ,4*.4-3 (0/. 8/41 J.34 *012*/41. *- =01 08./41. (42 3+2-,.+.2 24(8,+8 ,42 +)4* ,42 +-.342 *7+(;2 (4 ,+-9-34 _	 F<R <

� ;+3./3 (4 *42 /( +942 ;30;342 +..+1-+42 ;+3 ,4 ,084 ;3/( +/34 5 01 *012.3-/. 41 2-/.4 2/' /( +942 2+,42 5 *03342:;01(+1. +-' (4-' '01*./012 (4 ;0/(2 �1+.-34, 4. -1 /'03( 4� 4. +-' .30/2 *01-9-3+./012 ,42 ; ,-2 *0(;+*.42
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β = 2, 0 β = 2, 1 β = 2, 2 β = 2, 3 β = 2, 4

β = 2, 5 β = 2, 6 β = 2, 7 β = 2, 8 β = 2, 9

β = 3, 0 β = 3, 1 β = 3, 2 β = 3, 3 β = 3, 4

β = 3, 5 β = 3, 6 β = 3, 7 β = 3, 8 β = 3, 9

β = 4, 0
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��� � _	 F<9  � MM)#'NM%"# - N* OL O"9L - *%, N%*LP .N &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L & 8%#&%/L (- L/M*NO
β = 3, 1

L(M*L- *)(L# M)L ('* ON � 3'*L &L 3 N'/� LP � &*"%ML0 "# - L' M $"%* ON &%(M*%9' M%"# "9ML#'L N- *+( ,' OM%- O%/NM%"# - N*OL O"9L - *%, N%*L0 /LO'%7/% )MN# M /N*N/M)*%() - N* '#L ON*3 L'* 6 , %7� N' ML'* &L � ��0 %#&%1')L - N* OL /L*/OL #"%*('* /� N/'# L &L( &L'� � 3'*L( P .L( N� L( ("# M 3 *N&')( L# (L/"#&L( & 8N*/ - N* *N-- "*M N' /L# M*L &L - "%# MN3 LP.N MN%O OL & 8'# - %� LO L(M &L �0�� � × �0�� �P
�2 5 / 4. 1 � (4 ,+ -9-34 _	 <Z < 1 +12 .0-2 ,42 *+2 5 , =08243)+./01 24 '+/. 41 (0(4 (#N- (� "M5 * =42.:4:( /34 2+12-./,/243 ,+ 30.+./01 .43342.34 ;0-3 34(;,/3 ,4 ;,+1

(u, v)
5 4. 41 2-;;02+1. *-4 ,4 *41.34 (4 ;0/1.+94 24 .30-)44 ,+ ;02/./01

α = −5◦
4.

δ = −23◦
< ^1 + )- .3,2 *-+,/.+./)4( 41. 5 4 ,+ -1 (- *7+;/.34 ;3+*+(41. 5 *-4,+ 2)1.7,24 ( =0-)43.-34 ;+3 *4 8/+/2 1 =+;;03.+/. ;+2 93+1( *7024 (4 ;,- 2 (+12 ,4 *+2 (42 *01-9-3+./012*0(;+*.42 ( =<&>< < &+ -9-34 _	 F<� ;3+241.4 ,42 /( +942 2+,42 08.41-42 (4 *4..4 ( +1/,34 (+12 ,4 *+2 (4 ,+( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 (+. 4 34;3+241.+4 2-3 ,+ -9-34 _	 F<9 4. *03342;01(+1. 4

β = 3, 1
< &42 34( +3*-4242241./4,,42 *01*431+1. *4..4 -9-34 201. ,42 ( J(42 *-4 *4,,42 *- =01 + '+/.42 4 ;30;02 (4 ,+ -9-34 _	 <W <

/1 *4 *-/ *01*4314 , =/1.30(-*./01 (4 83-/. (+12 ,42 (011+42 5 01 41 ( /2*-.43+ ;,-2 ,0/1 5 2+*7+1. 8/41 41.41(-*-4 *4,-/:*/ ( 0( /-43+ ,42 *+3.42 2+,42 (4 ,+ -9-34 _	 F<� < 1+12 .0-. *4 *-/ 2- /. 5 01 10.43+
X

,42 ( 0(, ,42 (4( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 5 4.
Y

,42 /( +942 2+,42 41 203./4 (- 2/(-,+.4-3 <
�� ��: �gd$�  d "d g#%ccb �$d
�� ��: �b ;�d� b��d�"#
@0((4 01 , =+ ( /. 5 , =-14 (42 ;30;3/+.+2 42241./4,,42 (42 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 /1.30(-/.2 41 41.3+4(- 2/(-,+.4-3 42. ,4 '+/. *-4 ,4-3 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 2-/. -14 ,0/ (4 ;-/22+1*4 2-3 , =4124(8,4 (42 +*74,,42+*7+1./,,011+42 (+12 , =/( +94 5 4. , =4';02+1. (4 *4..4 ,0/ 42. (01* -14 *+3+*.+3/2./*-4 (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (483/,,+1*4 *-4 , =01 )+ *743*743 4 34.30-)43 4 ;+3./3 (42 /( +942 2+,42 < 1 +12 *4 *01.4'.4 5 /, 42. ,09/*-4 (4*0((41*43 ;+3 +.-( /43 , =4D4. (- - ,.3+94 2-3 ,4 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 ,-/:( J(4 <&4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 83-. 5 * =42.:4:( /34 101 (0)411+ +3 /(-.+,4( 41. 5 42. +9+, 5 41 *7+*-4 ;0/1. (- ;,+1
(u, v)

5 +- *+33+ (- (0(-,4 (4 ,+ .3+12'03( +4 (4 20-3/43 (- *7+(; < \+3 *012+*-41. 5 ,4 ( /+9102./* (- 2;4*.34(4 ;-/22+1*4 (0/. J.34 +)+,-+ (+12 , =42;+*4 (42 ) /2/8 /,/.+2 ;,-.E. *-4 (+12 , =42;+*4 /( +94 <
&42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 , =/( +94 (0(, ,4 4. (4 , =/( +94 2+,4 08.41-4 (+12 -14 2/(-,+./01 (011+4 5 10.+2342;4*./)4( 41. PX

4. PY
5 201. +,032

PX = |V0|2
4. PY = |W (P̂ν ∗ V0)]|2 = |W |2 × |P̂ν ∗ V0|2,

41 3+;;4,+1. *-4 *4..4 +*3/.-34 42. -14 )432/01 2/(;,/-+4 (4 *4,,4 (4 ,+ -9-34 _	 <R 5 41 *4 2412 *- =4,,4 2-;;024,4 3 *%&&%#3 (+. 4 /1 *,-2 (+12 ,42 /( +942 (0(, ,42 5 *4 *- =01 + ( /2*-.+ +- *7+;/.34 ;3+*+(41. 5 4. *- =4,,4 /91034
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β = 3, 1

0 *L- *)(L# M) ('* ON � 3'*L _	 F<9 P !� N1'L /"O"##L /"**L(- "#& 6O 8'# L &L( M*"%( /"#� 3'*NM%"#( � 0 � "' � 0 LM /� N1'L O%3 #L 6 O 8'#L &L( &L'� � "#/M%"#( &L - "%&( P .N MN%O OL &'O"9L (# M� )M%() 4� ���5 L(M %# &%1')L L# 9N( 6 3 N'/� L &L /� N1'L ("'(7� 3'*L 4&%� /%OL, L# M $%(%9OL &N#( OL/N( &L( /"#� 3'*NM%"#( � LM �5 P
,+ 3+;,/*+./01 (-4 +- 3++*7+1./,,011+94 < ^1 + .-2./-+ *4..4 (431/,34 +;;30' /( +./01 +- *7+;/.34 ;3+*+(41. 41( /2+1. *-4 , =+..+1-+./01 ;+3 ,4 ,084 ;3/( +/34 ;43( 4..+/. N - *%"*% ( =+) /.43 *-4 , =NO%N(%#3 14 24 '+224 241./3 0 <<-' ;0/1.2 (- ;,+1

(u, v)
4D4*./)4( 41. ( 42-3+2 5 * =42.:4:( /34 0D ,+ *0-)43.-34

W
42. 101 1-,,4 5 ,4 3+;;03.(- 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 PY

+- *+33+ (- (0(-,4 (4 *4,,4:*/ (0114 -14 ;34( /,34 42./( +./01 (- 2; 4*.34 (4;-/22+1*4 (4 , =/( +94 (0(, ,4 < �0.012 *-4 (+12 ,4 *+2 0D , =01 -./,/24 -14 '01*./01 (4 ;0/( 2 -1/'03( 4 5 *4..442./( +./01 42. ( /34*.4( 41. '0-31 /4 ;+3 PY
<

&, 2-82/2.4 ,4 ;308,,(4 ;02+ ;+3 ,4 ,08 4 ;3/( +/34 5 (01. , =4D4. 42. -14 *01)0,-./01 (+12 , =42;+*4 (4 20-3/43 <&4 10)+- (4 *4..4 *01)0,-./01 42. -14 '01*./01 .3/+19,4A 34,+./)4( 41. +.30/.4 5 4. *4 ( =+-.+1. ;,- 2 *-4 ,4,08 4 ;3/( +/34 *0-)34 -14 ; ,-2 93+1(4 ;+3./4 (- *7+(; < � .+1. (011+42 ,42 )+,4-32 *- =01 + ;3/242 /*/ 5 42+)0/3 -1 *7+(; (4
51, 2′′ × 51, 2′′

4. -1 ,08 4 ;3/( +/34 (01. ,+ ,+394-3 4 (/:7+-.4-3 )+-. 41) /301 9T� ;0-3
λ = 1, 3

(( 5 ,+ .+/,,4 (- 10)+- (4 *01)0,-./01 +;;,/*-+ +-' )3+/42 ) /2/8 /,/.+2 42. (4 , =03(34 (4 (4-' ;/'4,2 <\+3 *012+*-41. 5 , =+;;30' /( +./01 *012/2.+1. 4 +*3/34 PY ' |W |2PX
42. +(;,4(41. .-2./-+4 5 *4 *-/ (01.34*- =01 (0/. ;0-)0/3 34.30-)43 ( /34*.4( 41. ,+ 2.+./2./*-4 (4 , =/( +94 (0(, ,4 4 ;+3./3 (4 *4,,4 (4 , =/( +94 2+,4 <

�� ��: �= � gg ! $ed �#AB  %#d
&42 2/(-,+./012 '+/.42 2-3 ,42 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342 (4 ,+ -9-34 _	 F<R ;43( 4..41. (4 )+3/-43 *42/(+42 < /1 *4 *-/ *01*4314 , =/1[-41*4 (- ,084 ;3/( +/34 5 01 (01.34 5 2-3 ,+ -9-34 _	 F<Z 5 4. .0-.0-32 (+12 ,4*+2

β = 3, 1
5 ,42 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 (4 , =/( +94 (4 (+;+3. 5 +/12/ *-4 ,4 2;4*.34 83-. 4. ,4 2;4*.34 (0)411+
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+3 /(-.+,4( 41. (4 , =/( +94 +..+1-+4 ;+3 ,4 ,08 4 ;3/( +/34 <
^1 )0/. 10.+((41. *-4 2/ ,+ *01)0,-./01 (42 ) /2/8 /,/.+2

V0
;+3 ,+ '01*./01

P̂ν
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∆
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β

4 ;+3./3 (- *0(;03.4( 41. (4 ,+
∆
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∆
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∆
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�� ��� �= ��#"d �#AB  %#d
\0-3 *7+*-14 (42 /( +942 - ,.3+42 5 *03342;01(+1. +-' 9R /1( /*42 2;4*.3+-' *012/(+3+2 5 +-' .30/2 *01-9-:3+./012 4. +-' (4-' '01*./012 (4 ;0/( 2 5 01 *012.3-/. ,+ '01*./01 (4 2.3-*.-34 93022/,34 ( =03(34 (4-' 5 .4,,4*- =01 , =+ (+*3/.4 +- 	 <� < < � ./.34 ( =4'4(;,4 (42 3+2- ,.+.2 08.41-2 5 ,+ -9-34 _	 F<RU (01.34 ,4 *+2 (4 ,+( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 +220*/+4 4

β = 3, 1
< ^1 34( +3*-4 10.+((41. *-4 ,42 )+,4-32 *+,*-,+42 41 *012/:(+3+1. ,+ *01-9-3+./01 ,+ ; ,-2 *0(;+*.4 201. ;,-2 + ,4)+42 (+12 ,4 *+2 (42 ;0/(2 1+.-34,2 *-4 (+12 ,4 *+2(42 ;0/(2 -1 /'03( 42 5 *4 *- =01 +)+/. (+. 4 08243)+ (+12 ,4 *+(34 (4 , =+.-(4 (4 ,+

∆
:)+3/+1*4 4. (- 2;4*.34(4 ;-/22+1*4 < &42 *0-3842 +220 */+42 +-' *01-9-3+./012 / 4. 1 201. 5 4,,42 5 ;3+./*-4( 41. /1(+;41(+1.42 (-*70/' (4 ,+ '01*./01 (4 ;0/(2 5 *0((4 01 , =+ 4';,/*-+ ;,-2 7+-. < �-+1. +- ,08 4 ;3/( +/34 5 201 4D4. 42.*,+/34( 41. ( =+8+/2243 ,42 )+,4-32 (42 '01*./012 (4 2.3-*.-34 ( =03(34 (4-' 5 *4 *-/ 2 =/1.43;3,.4 +9+,4(41. 4;+3./3 (4 *4 *-/ + (+. 4 +.+ ( /. 5 41 10.+1. *-4 *4,,42:*/ 201. ,/+42 ,/1++/34( 41. +-' '01*./012 ( =+-.0 *033+ ,+./014. (01* +-' 2;4*.342 (4 ;-/22+1*4 <



���� F��� _	 F� � F��
��� F�� �� � ������ �� � F������ ���

σ
2 ∆

(ρ
)

ρ �� � ρ �� �

��rqm yun�slvm ��rqm �yr	�s� lm

��� � _	 F<R�  �� LM( /", 9%# )( &' O"9L - *%, N%*L LM &' � OM*N3 L (- NM%NO ('* ON
∆

7$N*%N#/LP .N � 3'*L &L 3 N'/� L/"**L(- "#& 6 '#L � "#/M%"# &L - "%&( #NM'*LO OL0 /LO OL &L &*"%ML 6 '#L � "#/M%"# &L - "%&( '#%� "*, LP .L( #"MNM%"#(("# M OL( , �, L( 1'L /LO OL( &L ON � 3'*L _	 F<S P
/1 *4 *-/ *01*4314 , =+)0,-./01 (4 *42 '01*./012 (4 2.3-*.-34 ( =03(34 (4-' +)4* , =+*74,,4 2;+./+,4 5 /, 42.( /V */,4 (4 ( /2./19-43 -1 (0( +/14 2-3 ,4*-4, 01 08243)43+/. -1 *0(;03.4( 41. 41 ,0/ (4 ;-/22+1*4 5 41;+3./*-,/43 ,032*- =01 2 =/1.+34224 +-' *01-9-3+./012 ,42 (0/12 *0(;+*.42 5 / 4. 1 5 *+3 ,4 ( +1*-4 (4 ( 42-342+-' 42;+*4( 41.2 *0-3.2 5 4. (01* +-' 93+1(42 +*74,,42 5 24 .3+(-/. ;+3 -14 *+22-34 (42 *0-3842 ,+/22+1. ; 4-(4 ( +394 ;0-3 -1 +.-2.4( 41. -+8,4 < &1)4324( 41. 5 ,+ *01-9-3+./01 ,+ ; ,-2 *0(;+*.4 42. (+'+/,,+1.4 +-' ;,-2; 4./.42 +*74,,42 5 *4 *-/ +;;+3+�. 10.+((41. 2-3 ,4 ;+114+- (4 ,+ -9-34 _	 F<RU *03342;01(+1. +- *+2 (42;0/(2 -1/'03(42 4. 2+12 +..+1-+./01 ;+3 ,4 ,08 4 ;3/( +/34 < & =+**41.-+./01 (4 ,+ ;41.4 +-' ;4./.42 +*74,,422 =/1.43;3,.4 +/1 2/ *0((4 , =4D4. ( =-14 *+22-34 (-4 +- ( +1*-4 ( =/1'03( +./01 2-3 *42 +*74,,42 < ? / , =01 20-7+/.408.41/3 -1 4';02+1. (4 6-32. 4';+3/( 41.+,4( 41. (+,93+ *42 ( /V *-,.+2 5 /, '+-. (01* 342.34/1(34 ,+ ;,+94( =+*74,,42 2-3 ,+*-4,,4 01 '+/. -1 +.-2.4(41. (4 ,0/ (4 ;-/22+1*4 5 41 '01*./01 (4 ,+ *01-9-3+./01 *012/(+3+4 <
� .+1. (011+ *4 *- =01 08243)4 2-3 ,+ -9-34 _	 F<RU 5 /, 24(8,4 3+/2011+8,4 (4 24 ,/( /.43 +-' +*74,,42 *0(;3/24241.34 : 5X� 4. 9� ;0-3 ,+ *01-9-3+./01 2 5 4. +-' +*74,,42 /1'+3/4-342 4 R� 4. 4 : 5X� 5 342; 4*./)4( 41. 5 ;0-3 ,42*01-9-3+./012 / 4. 1 < @4..4 ( J(4 -9-34 (01.34 ( =+/,,4-32 ,42 +.-2.4(41.2 08.41-2 5 +/12/ *-4 ,42 4';02+1.2(4 6-32. *- =01 41 (+(-/. </1 ;30*+(+1. (4 *4..4 '+�01 ;0-3 , =4124(8,4 (42 /( +942 - ,.3+42 ;+3 , =/1.43'+30( ,.34 5 01 *012.3-/. 5 2-3 ,+-9-34 _	 F<RT 5 , =+)0,-./01 (42 4';02+1.2 (4 6-32.

Hm
(42-3+2 5 41 '01*./01 (4 , =4';02+1. .7+03/*-4

H
5,4*-4, 42. 34,/+ 4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, ;+3

β = 2H + 2
41 ( /( 412/01 (4-' < ^1 34(+3*-4 10.+((41. *-4 ,42*0-3842 +220 */+42 +-' ( /D+341.2 *+2 (4 -9-34 *012/(+3+2 ;3+241.41. .0-.42 ,4 ( J(4 (+'+-. 5 4 2+)0/3 *-4 ,424';02+1.2 201. 2)2.+(+./*-4(41. 2-342./( +2 ,032*-4
H

42. 3 *"((" , "&" /1'+3/4-3 4 : 5X 4. 2)2.+(+./*-4( 41.20-2:42./( +2 ,032*-4
H

42. 2-; +3/4-3 4 : 5X < &4 ;34( /43 4D4. (0/. J.34 +..3/8-+ 4 ,+ ,/( /.4 (4 3+20,-./01 (4208243)+./012 5 *-/ /(;024 -14 .+/,,4 ( /1 /( +,4 (42 2.3-*.-342 08243)+8,42 4. (01* -14 ,/( /.4 /1'+3/4-34 4, =4';02+1. (4 6-32. < &4 24*01( + (+. 4 +.+ 08243)+ 2-3 ,42 *7+(;2 (0(, ,42 5 *0((4 01 ;4-. ,4 )0/3 2-3 ,+-9-34 	 F F<U < 1 =+-.34 ;+3. 5 /, +;;+3+�. *-4 ;,-2 -14 *01-9-3+./01 42. *0(;+*.4 5 ;,-2 ,42 )+,4-32 ( 42-3+42 (4, =4';02+1. (4 6-32. 201. /(;03.+1.42 5 *4 *- =01 ;4-. *0(;341(34 41 ( /2+1. *-4 *42 *01-9-3+./012 ( 42-3+1.(0/12 8/41 ,42 ; 4./.42 +*74,,42 5 4,,42 01. .41(+1*4 4 '0-31 /3 (42 /( +942 ;,-2 ,/2242 4. (01* (42 4';02+1.2(4 6-32. ;,- 2 + ,4)+2 < @4. 4D4. 42. [+93+1. (+12 ,4 *+2 ( =-14 '01*./01 (4 ;0/( 2 1+.-34,,4 5 *-/ (0114 ;,-2( =/(;03.+1*4 41*034 +-' 42;+*4( 41.2 ,42 ; ,-2 *0-3.2 < �+*/;30*-4( 41. 5 ,4 ;+22+94 4 -14 '01*./01 (4 ;0/(2-1 /'03( 4 14 (0( /-4 *-4 ;4- ,42 *0-38 42 +220 */+42 +-' *01-9-3+./012 (0/12 *0(;+*.42 / 4. 1 < &+ ;3/24 41*0(;.4 (4 , =+..+1-+./01 ;+3 ,4 ,084 ;3/( +/34 14 24(8,4 41 34)+1*74 ;+2 (0( /-43 9,08+,4( 41. ,42 *0-38 42 5( +/2 4,,4 ,42 +D4*.4 (4 '+�01 ;,- 2 *7+0./*-4 5 *4 *-/ 341( , =/1.43;3+.+./01 ( /V */,4 <
�� ��� �$ �!�$ ?#c %! �c
� ,+ )-4 (4 , =+.-(4 ;3+*+(41.4 5 /, 24(8,4 ;+3 *012+*-41. *-4 , =-./,/2+./01 (42 '01*./012 (4 2.3-*.-34 5 41.+1. *- =0-./, (4 (+.43( /1+./01 ( /34*.4 (4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, ( =-14 ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 08243)+4 ;+3 -1



��� _	 F�� � �H � 	����	
� ��H��H ��

σ
2 ∆

(ρ
)

ρ �� ���� � _	 F<RZ  �� L/"#(M*'/M%"#� &L ON
∆

7$N*%N#/L &L O 8%, N3 L %# %M%NOL - N* ON - *"/)&'*L &L *L#"*, NO%(NM%"#&)/*%ML &N#( OL ML� MLP .L( &%� )*L# ML( /"'*9L( /"**L(- "#&L# M N'� %, N3 L( NMM)#')L( - N* OL O"9L - *%, N%*L - '%(
� OM*)L( (- NM%NOL, L# M - N* O 8%#(M*', L# M &N#( OL( /"#� 3'*NM%"#( � 4O"(N#3 L(5 0 � 4/*"%�5 LM � 4/N**)(5 0 LM L#' M%O%(N# M '# L � "#/M%"# &L - "%&( '#%� "*, LP .N /"'*9L L# M*N%M - OL%# , "# M*L O 8)$"O' M%"# &L ON

∆
7$N*%N#/L &', "&+OL &L &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L0 1'% L(M M"'2 "'*( /LO'% N(("/%) 6

β = 3, 1
0 LM OL( M%*LM( *L- *)(L# ML# M '#LO"% &L - '%((N#/L & 8L�- "(N# M �0�0 /",, L /LO OL NMML#&'L M� )"*%1'L, L# M P

/1.43'+30( ,.34 5 20/. ; 4- -+8,4 5 +.+1. (011+2 ,42 +*+3.2 08243)+2 41.34 ,42 4';02+1.2 (4 6-32. ( 42-3+2 2-3,42 ( /D+341.42 /( +942 2+,42 4. ,42 )+,4-32 .7+03/*-42 < ^1 ;4-. *4; 41(+1. 41) /2+943 ( =-./,/243 ,42 *0-38 42(4 ,+ -9-34 _	 F<RT *0((4 +8+*-42 1-( +3/*-42 5 ;0-3 (+(-/34 /1( /34*.4(41. , =/1( /*4 2; 4*.3+, (42 *+3.4208243)+42 < &, '+-. *4; 41(+1. 34( +3*-43 *-4 *42 *0-38 42 14 34;3+241.41. *- =-14 ;4./.4 ;+3./4 (42 ;+3+( ,.34208243)+./0114,2 ;022/8,42 5 14 243+/.:*4 *-4 ;+3*4 *-4 ,42 *01-9-3+./012 3+4,,42 (42 /12.3-(41.2 14 201. N- *%"*% ;+2 *4,,42 -./,/2+42 /*/ 5 *-4 ,42 ,0842 ( =+1.4114 01. (42 .+/,,42 )+3/+8,42 2-/)+1. ,+ ,019-4-3 ( =01(4 50- 41*034 *-4 ,42 '01*./012 (4 ;0/( 2 ; 4-)41. J.34 ( /D+341.42 < &, 14 ;+3+�. (01* ;+2 ;+3./*-,/,34( 41. -./,4(4 ;0-32-/)34 , =+.-(4 (+12 *4..4 ( /34*./01 <
�� ��� �b " %Ad�c %! � �  b$�b ?d
�� ��� �b aB$dcc %�B " �#�  BB$eb�� %??!��b�d "dc %Ab�dc
1 +12 ,+ (4-' /,(4 ;+3./4 5 01 + ;+3,+ (- *01*4;. ( =4124(8,4 '3+*.+, 4. 01 + 34( +3*-+ *-4 ,42 2.3-*.-342*0(;,4'42 08243)+42 (+12 ,4 ( /,/4- /1.432.4,,+/34 ;0-)+/41. J.34 +.-( /+42 ;+3 *4 8/+/2 5 41 ,4-3 +..3/8-+1. -14( /( 412/01 '3+*.+,4 < ^1 + 10.+((41. )- 5 +- 	 F F<G <� 5 *-4 ,42 /20 *01.0-32 (42 *7+(;2 83061/412 '3+*./011+/342;022+(+/41. -14 ( /( 412/01

D = n − H
0D

n
42. ,+ ( /( 412/01 (4 , =42;+*4 (+12 ,4*-4, /,2 201. (+-1/2 < &4*+,*-, (4 *4..4 ( /( 412/01 '3+*.+,4 5 (+12 ,4 *+2 8/( /( 412/0114, 5 ;+3 ,+ ( +.70(4 ; +3/( ,.34:2-3'+*4 (+*3/.4+9+,4( 41. +- 	 F F<G <� 5 (0/. (01* N - *%"*% ;43( 4..34 (4 34(01.43 4 , =4';02+1. (4 6-32. 4. ;+3 *012+*-41.4 , =/1( /*4 2; 4*.3+, (42 2.3-*.-342 08243)+42 < @4;41(+1. 5 *0((4 * =+.+/. (+. 4 ,4 *+2 4 ,+ 24*./01 ;3+*+(41.4 5,4 *+,*-, (4 ,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 ( =-14 /( +94
1024 × 1024

42. 8 4+-*0-; .30; ,019 00 ;0-3 41) /2+943 (4 ,4'+/34 .4, *-4, 2-3 , =41 24(8,4 (42 R9U /( +942 2+,42 (01. 01 ( /2;024 < ^1 ;4-. *01.0-3143 *4..4 ( /V *-,.+ (4 ,+( J(4 '+�01 5 41 3++*7+1./,,011+1. ,42 /( +942 2-3 (42 93/,,42 ;,-2 ;4./.42 5 (4 .+/,,4
128× 128

5 4. 41 -./,/2+1.*42 )432/012 �(+93+(+42� ;0-3 *+,*- ,43 ,42 ( /( 412/012 '3+*.+,42 +-'*-4,,42 01 2 =/1.+34224 < &4 9+/1 (4 .4(;242. 2/91/- *+./'0A 4. 341( +/12/ ; 022/8,4 *4..4 +.-(4 <
&, '+-. 1++1(0/12 )+3/-43 +-;+3+)+1. *- =01 14 ;43( ;+2 ( =/1'03( +./01 41 ;30 *+(+1. (4 *4..4 ( +1/,34 < @ =42.*4 *-4 (01.34 ,+ -9-34 _	 F<RW 41 *0(;+3+1. ,42 ; +3/( ,.342 4. ,42 +/342 (42 �1-+942� 08.41-2 ;+3 24-/,,+942-3 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 +220*/+4 4 , =/1( /*4 2;4*.3+,

β = 3, 1
4. 2-3 ,+ )432/01 3++*7+1./,,011+4 (4*4..4 ( J(4 /( +94 < ^1 *012.+.4 *-4 ,42 ;0/1.2 *03342;01(+1. 4 *42 (4-' *+2 2- /)41. *7+*-1 -14 ,0/ (4

ii�yzrs�y ��un�s�l �l�slm m�s �y t�snu�vl {��rt { q k�y ts� �lmml�s p � �� � ln ql ��� � � ql � {��rsl � ly u�nrzuyn v klyml��vlqlm �tnr�ym q� �uv��v ln uzl� �ry��uynl yrzlu� ql ml�rvvuxl |i}�uym vlm � 	�lm ��yqrnr�ym ��l ts{�{ql��lyn � vl nl�tm ql �uv��v lmn su� ly{ p �ry� �ry�nlm | jlnnl qr�{sly�l m�xxwslq kurvvl�sm ��l v kuvx�srn�� l lmn ts��u�vl� lyn v�ry q k	nsl �tnr� uv |
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ρ �� �

ˆ S
(2

)
(ρ

)˜ 1
/
2

��� � _	 F<RX  !",- N*N%("# &L( � "#/M%"#( &L (M*'/M'*L 3 *"((%+*L( & 8"*&*L &L'� /NO/' O)L( ('* ON $L*(%"# "*%3 %7#NOL
1024×1024

4/N**)(5 &L ON &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L N(("/%)L 6
β = 3, 1

LM ('* ON $L*(%"# *))/� N# M%O O"##)L
256 × 256

4/*"%�5 &L /LMML , �, L &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/LP
;-/22+1*4 5 (01. ,42 4';02+1.2 342; 4*./'2 (01141. (42 ( /( 412/012 '3+*.+,42 2412/8,4( 41. /(41./*-42 < @4 *-/; 4-. 24(8,43 ;,- 2 +.011+1. 4 ;34( /,34 )-4 5 * =42. *-4 ,42 (4-' 1-+942 (4 ;0/1.2 14 201. ;+2 +,/91+2 , =-1+)4* , =+-.34 5 +,032 *- =01 2 =+..41(3+/. 4 *4 *-4 *4 20/. ,4 *+2 < @ =42. 0-8,/43 *-4 ,+ ;30;3/+.+ (42 /20 *01.0-32'3+*.+,2 42. ( =+)0/3 -1 ;+3/( ,.34 *-/ +-9( 41.4 �;,- 2 ) /.4 *-4 ;3+)-� ,032*- =01 24 ;,+*4 4 -14 3+20,-./01;,-2 -14 < & =4'4(;,4 (4 , =� ,4 (4 )01 80*7 �)0/3 ,+ -9-34 	 F<�� 5 (01. ,4 ;+3/( ,.34 .41( )432 , =/1-1/ .+1( /2*-4 , =+/34 342.4 -1/4 5 42. 41 *4,+ .);/*-4 < &, 1 =42. (01* ;+2 2-3;341+1. *- =4 -14 +/34 (011+4 5 01 .30-)4-1 ; +3/( ,.34 41 (0)4114 ;,-2 93+1( ;0-3 ,+ )432/01

1024 × 1024
*-4 ;0-3 ,+ )432/01

128 × 128
< @4..434( +3*-4 +.+1. '+/.4 5 /, *01) /41. +)+1. .0-. (4 10.43 *-4 ,+ ;30;3/+.+ 20-7+/.+4 5 4 2+)0/3 ,+ *01243)+./01 (4,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 ,032 (- 3++*7+1./,,011+94 5 42. 8/41 )+3/-+4 5 *4 *-/ ; 43( 4. ( =+.-( /43 1-( +3/*-4( 41., =4D4. (- - ,.3+94 2-3 *4. 0-./, (4 *+3+*.+3/2+./01 (42 2.3-*.-342 <

�� ��� �= ��#"d �#AB  %#d cfc�BAb� %#d
^1 *+,*-,4 +/12/ ,42 ( /( 412/012 '3+*.+,42

D
(4 , =4124(8,4 (42 /( +942 2+,42 08.41-42 41 203./4 (- 2/(-,+.4-3 54. 01 41 (+(-/. (42 4';02+1.2 (4 6-32. 4'; +3/( 41.+-'

Hm = 2 − D
5 4 *0(;+343 +-' )+,4-32 .7+03/*-42(42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 /1/./+,42 < &42 3+2-,.+.2 08.41-2 201. ;3+241.+2 2-3 ,+ -9-34 _	 F<RS 5 34930-; +22-/)+1. ,+ ;3+241*4 0- 101 ( =+..+1-+./01 ;+3 ,4 ,084 ;3/( +/34 4. ,+ '01*./01 (4 ;0/(2 -./,/2+4 <

@4 *- =01 34( +3*-4 /(( +( /+.4( 41. 2-3 *42 -9-342 5 * =42. , =+*74* *0(;,4. (42 *01-9-3+./012 ,42 ( 0/12*0(;+*.42 5 / 4. 1 5 *-+1( 01 24 ;,+*4 4 (42 4';02+1.2 (4 6-32. .7+03/*-42 34,+./)4( 41. + ,0/91+2 (4 3+30 <? / , =01 422+/4 (4 (+.43( /143 *4. 4';02+1. 4 ;+3./3 (4 *42 *01-9-3+./012 5 01 08./41(3+ 2)2.+(+./*-4( 41.-14 )+,4-3 '+/8,4 5 ( J(4 2/ , =4';02+1. (4 6-32. /1/./+, 42. 41 '+/. ;30 *74 (4 , =-1 /.+ < @4*/ 2 =4';,/*-4 ;+3 ,4.30- (+12 ,+ *0-)43.-34
(u, v)

*-4 *42 *01-9-3+./012 ,+/2241. +- )0/2/1+94 (4 , =03/9 /14 (- ;,+1 (4 20-3/43 <& =/12;4*./01 ) /2-4,,4 (42 /( +942 08.41-42 (+12 *42 *01( /. /012 (4 - ,.3+94 5 *0((4 01 41 + ;3+241.+ 2-3 ,+-9-34 _	 F<� 5 ( 01.34 ( =+/,,4-32 *-4 ,42 24-,42 2.3-*.-342 342.+1.42 201. (4 ; 4./.4 .+/,,4 *+3+*.+3/2./*-4 5 (4203.4 *-4 5 (- ;0/1. (4 )-4 (4 ,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 5 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 41 203./4 ;3+241.4 (42/20 *01.0-32 .3,2 (+*0-;+2 5 (4 ( /( 412/01 ;30 *74 (4 9 5 ( =0D -1 4';02+1. (4 6-32. 4';+3/( 41.+, .0-.0-32;30 *74 (4 3+30 < ^1 10.4 ( =+/,,4-32 5 *0((4 01 , =+)+/. (+. 4 34( +3*-+ +- 2-. 4. (42 '01*./012 (4 2.3-*.-3493022/,342 ( =03(34 (4-' 5 *-4 ,42 4';02+1.2 (4 6-32. ( 42-3+2 201. ( =+-.+1. ;,-2 93+1(2 *-4 ,+ *01-9-3+./01*012/(+3+4 42. ; ,-2 *0(;+*.4 </1 *4 *-/ *01*4314 ;,-2 ;+3./*-,/,34( 41. ,+ *01-9-3+./01 2 5 *-/ 42. ,+ ;,-2 *0(;+*.4 5 01 08243)4 ,4 ( J(494134 (4 (+'+-. *-4 ;0-3 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 /1/./+,4 5 4 2+)0/3 -14 2-342./( +./01 (4 , =4';02+1. (46-32. ,032*-4 *4,-/:*/ .41( )432 3+30 4. 5 /1)4324( 41. 5 -14 20-2:42./( +./01 2)2.+(+./*-4 *-+1( , =4';02+1.(4 6-32. .7+03/*-4 .41( )432 -1 < @42 4D4.2 01. (+. 4 +.+ ( /2*-.+2 ;,-2 7+-. 5 4. 01 3+;;4,,4 *- =/, '+-. ))0/3 342; 4*./)4(41. ,+ ( +1/'42.+./01 (4 ,+ -1/.-(4 (42 3+)012 4'.+3/4-3 4. /1.+3/4-3 (4 ,+ *0-)43.-34
(u, v)

</1-1 5 /, 24(8,4 *-4 , =+..+1-+./01 ;+3 ,4 ,084 ;3/( +/34 24 .3+(-/24 5 *0((4 (+12 ,4 *+2 (4 , =-./,/2+./01 (42'01*./012 (4 2.3-*.-34 5 ;+3 -1 83-/. ( /V */,4( 41. /1.43;3+.+8,4 <
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0, 723

0, 585

0, 506

0, 771
0, 589

0, 537

0, 589

0, 575

0, 506

0, 651

0, 582
0, 547

��� � _	 F<RU  �"#/M%"#( &L (M*'/M'*L 3 *"((%+*L( & 8"*&*L &L'� /NO/' O)L( ('* OL( %, N3 L( � OM*)L( "9ML#'L( 6- N*M%* &L ON &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L ,"&+OL
β = 3, 1

P .N - *L, %+*L O%3 #L /"**L(- "#& N' /N( (N#( NMM)#'NM%"#- N* OL O"9L - *%, N%*L0 ON (L/"#&L N' /N( "� /LMML NMM)#'NM%"# L(M - *%(L L# /",- MLP .L( &L'� /"O"##L( /"**L(7- "#&L# M N'� &L'� � "#/M%"#( &L - "%&(0 /",, L %# &%1')P �# /L 1'% /"#/L*# L OL( /"#� 3'*NM%"#(0 OL( #"MNM%"#(("# M %&L# M%1'L( 6 /LO OL( &L ON � 3'*L _	 F<RZ 0 6 (N$"%* &L( O"(N#3 L( - "'* ON /"#� 3'*NM%"# � 0 &L( /*"%� - "'*ON /"#� 3'*NM%"# � LM &L( /N**)( - "'* ON /"#� 3'*NM%"# � P .N /"'*9L L# M*N%M - OL%# *L- *)(L# ML ON � "#/M%"# &L(M*'/M'*L /NO/' O)L ('* ON &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L %# %M%NOLP .L( M%*LM( %#&%1'L# M OL( N2 '(ML, L# M( &L O"%( &L- '%((N#/L &)/*%M( &N#( OL ML� MLP .L( L�- "(N# M( &L � '*(M /"**L(- "#&N# M( ("# M %# &%1')( L# *L3 N*& P

�� ��� �$ �!�$ ?#c %! �c
&+ (+.43( /1+./01 (4 ,+ ;30;3/+.+ 42241./4,,4 (42 ( /2.3/8-./012 (4 83/,,+1*4 (0(, ,42 /1.30(-/.42 41 41.3+4 (-2/(-,+.4-3 /1.43'+30( +.3/*-4 5 4 2+)0/3 , =/1( /*4 2;4*.3+,

β
0- 5 (4 ( +1/,34 +*-/)+,41.4 5 , =4';02+1. (4 6-32.

H
5 14 24(8,4 ;+2 J.34 '+*/,/.+4 ;+3 , =-./,/2+./01 (4 ,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 5 .4,,4 *- =4(;,0)+4 /*/ < /1 4D4. 5 (4( +1/,34 41*034 ;,-2 [+93+1.4 *-4 *4 *- =01 +)+/. 34( +3*-+ +- 2-. 4. (42 '01*./012 (4 2.3-*.-34 93022/,342( =03(34 (4-' 5 01 08243)4 (42 +*+3.2 /(;03.+1.2 41.34 ,42 )+,4-32 (42-3+42 4. ,42 )+,4-32 .7+03/*-42 5 4.*4 ( =+-.+1. ;,-2 *-4 ,+ *01-9-3+./01 /1 2.3-( 41.+,4 *012/(+3+4 42. +.41(-4 5 *+3 ,42 93+1(42 2.3-*.-342+)41.-4,,4( 41. ;3+241.42 (+12 ,42 *+3.42 /1/./+,420B 5 201. +,032 *0(;,,.4(41. - ,.3+42 < /1 *4,+ 5 ,+ ( /( 412/01'3+*.+,4 +/12/ *+,*- ,+4 42. ( J(4 (0/12 4V *+*4 41*034 *-4 ,42 '01*./012 (4 2.3-*.-34 (4 ,+ 24*./01 ;3+*+(41.4 5*+3 *42 (431 /,342 ; 43( 4..+/41. -14 42./( +./01 5 ( J(4 93022/,34 5 (4 , =4';02+1. (4 6-32. *-4,,4 *-4 20/. ,+*01-9-3+./01 (- 3+24+- ( =+1.41142 5 *4 *-4 14 24(8,4 ;+2 ; 43( 4..34 ,+ 34,+./01 ; +3/( ,.34:2-3'+*4 (+12 ,4*+2 (42 *01-9-3+./012 ,42 ( 0/12 *0(;+*.42 5 *-/ (01141. 2)2.+(+./*-4( 41. -14 )+,4-3 (4

Hm
/1 '+3/4-34 4: 5� 41) /301 < &, +;;+3+�. (01* +9+,4( 41. ( /V */,4 (4 ;0-32-/)34 , =+.-(4 (- - ,.3+94 /1.43'+30( +.3/*-4 41 24'01(+1. 2-3 ,+ ( /( 412/01 '3+*.+,4 <

i� �ns��n�slm ��r m�yn lmmlynrlvvlm p vu q{nls� ryunr�y ql vu qr� lymr�y 	su�nuvl � t�rm�� klvvlm 	��syrmmlyn vlm �y�uxlm� ql xsuyqt{sr� wnsl ln ql xsuyql ursl |
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��� � _	 F<RT  � $"O' M%"# &L( L�- "(N# M( &L � '*(M
Hm

, L('*)( - N* OL( � "#/M%"#( &L (M*'/M'*L 3 *"((%+*L(& 8"*&*L &L'� 0 L# � "#/M%"# &L( $NOL'*( M� )"*%1'L( P .N &%(- "(%M%"# &L( ("'(7� 3'*L( N%#(% 1'L OL( (, 9" OL(' M%O%()( ("# M OL( , �, L( 1'L ('* ON � 3'*L _	 F<RU P
�� ��� �d�!# c# ?d cgd$�  d "d g#%ccb�$d � ?d $bc = #%�B
�� ��� �b ���  ! "#$� %! � "d = #%�
/1 (+-1/./)4 5 ,+ (+.43( /1+./01 ,+ ; ,-2 4V *+*4 (4 , =/1( /*4 2;4*.3+, (4 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 /1/./+,442. +9+,4( 41. ,+ ;,-2 2/(;,4 5 ;-/2*- =/, 2-V . ( =4D4*.-43 -1 +.-2.4( 41. 41 ,0/ (4 ;-/22+1*4 2-3 ,+ (0)4114+3 /(-.+,4 (- 2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 2+,42 5 *- =01 08./41. 4 ;+3./3 (- 3+;;03. (42 ) /2/8 /,/.+2 4 ,+'01*./01 (4 ;0/(2 < 1 +12 ,42 *01( /. /012 -./,/2+42 /*/ 5 , =4D4. (- ,08 4 ;3/( +/34 42. 2-V 2+((41. ,0*+,/2+ (+12, =42;+*4 (4 20-3/43 ;0-3 14 ;+2 ; 43.-38 43 *4..4 +;;30 *74 5 *0((4 01 , =+ (01.3+ 2-3 ,+ -9-34 _	 F<X < @4*/+.+1. +.+8,/ 5 /, *01) /41. ( +/1.41+1. (4 24 ; 41*743 2-3 ,+ -+8/,/.+ (4 *4. 0-./, ) /2:4:) /2 (42 ; 43.-38+./012*- =01 ;4-. /1.30(-/34 (+12 ,+ *7+�14 (4 - ,.3+94 < <-.34( 41. ( /. 5 /, 2 =+9/. 41 ;3+./*-4 (4 (+.43( /143 *-4,42. ,4 1/)4+- (4 83-/. ( +' /( +, ; 43( 4..+1. ( +,93+ .0-. (4 34(01.43 4 , =/1( /*4 2;4*.3+,

β
;+3 ,4 8 /+/2 (-2;4*.34 (4 ;-/22+1*4 (42 *+3.42 2+,42 <&+ (0(+ ,/2+./01 3++,/2.4 (- 83-/. +D4*.+1. ,42 (011+42 /1.43'+30( +.3/*-42 ( +3/.43+/. *- =01 2 =) +..+3(4,019-4( 41. 5 ( +/2 10-2 10-2 *01.41.43012 ( =41 ( /2*-.43 *43.+/12 +2;4*.2 5 +)+1. (4 , =/1.30(-/34 (4 '+�014'.3J(4(41. 2/(;,/-+4 (+12 102 2/(-,+./012 < @0((4 01 , =+ ( /. +- _ F	 <� <� 5 ,4 83-/. 2-3 ,42 ) /2/8 /,/.+2 ;4-.24 (0(+ ,/243 ;+3 -14 *01.3/8-./01 (-,./;,/*+./)4 4. -14 *01.3/8-./01 +(( /. /)4 5 41 +*3/)+1. *-4 ,42 ) /2/8 /,/.+208243)+42

V ′ 201. 34,/+42 +-' )3+/42 ) /2/8 /,/.+2
V

;+3
V ′ = εmV + εa

< C /41 41.41(- 5 *4,+ 14 2-V . ;+2 4;3+*/243 ,+ '03(4 (- 83-/. 5 4. /, '+-. 24 (01143 ,42 ;30;3/+.+2 (4
εm

4. (4
εa

< &1 /./+,4( 41. 5 ,4 83-/. /1.30(-/.(+12 ,+ *7+�14 (4 - ,.3+94 , =42. +- 1/)4+- (42 2/91+-' 41*034 101 *033+ ,+2 5> +22/ 7 @0(034..0 5 RSS:; 5 (4203.4 *- =01 (0/. 41 '+/. +*3/34 *-4 ,+ ) /2/8 /,/.+ 08243)+4
V ′

ij

*03342;01(+1. 4 ,+ ,/914 (4 8+24 41.34 ,42
+1.41142

i
4.

j
42. 34,/+4 4 ,+ )3+/4 ) /2/8 /,/.+

Vij
;+3

V ′
ij = εiεjVij + σij ,0D

εi
4.

εj
201. (42 *0(;,4'42 (01. , =+(;,/.-(4 42. -14 )+3/+8,4 +,++.0/34 (4 (0)4114 R 4. (01. ,+ ;7+24 42.
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��� � _	 F<RW  � LONM%"#( - )*%, +M*L7N%*L )MN9O%L( - "'* ON &%(M*%9' M%"# &L 9*%O ON#/L N(("/%)L 6 O 8%#&%/L (- L/M*NO
β = 3, 1

4/*"%�5 LM - "'* (N $L*(%"# *))/� N# M%O O"##)L ('* '# L 3 *%O OL
128 × 128

4O"(N#3 L(5 P .L( &%, L#(%"#(
� *N/MNOL( , L('*)L( ("# M *L(- L/M%$L, L# M )3 NOL( 6 �0�� �±�0��� LM �0� � �±�0��� P
+9+,4( 41. +,++.0/34 < &4 .43( 4 +(( /. /'

σij
34;3+241.4 *-+1. 4 ,- / ,4 83-/. .743( /*-4 5 +9+,4(41. *0(;,4'4 << /12/ 5 -14 (0(+ ,/2+./01 3++,/2.4 (- 83-/. (4)3+/. +D4*.43 ,42 2/91+-' +)+1. *033+ ,+./01 5 +1.4114 ;+3 +1.4114 <^ 3 5 ,+ '+�01 (01. 42. *012.3-/. 10.34 2/(-,+.4-3 14 (0114 ;+2 +**,2 4 *4..4 +.+; 4 (4 , =08243)+./01 5 ;-/2*- =01;+3. ( /34*.4( 41. (42 ) /2/8 /,/.+2 (+12 , =42;+*4

(u, v)
2+12 ;+2243 ;+3 ,42 2/91+-' (4 *7+*-4 +1.4114 < &+3++*3/.-34 (- 2/(-,+.4-3 14 ;0-33+/. ( =+-.34 ;+3. 24 '+/34 *- =+- ;3/' (4 9302 4D03.2 (4 *+,*- , 5 *+3 /, 42. ,0 /1( =J.34 .3/) /+, ( =/1.30(-/34 *4..4 +.+;4 (4 ,+ *7+�14 (4 3+*4;./01 5 2-3.0-. ,032*- =/, 2 =+9/. (4 *012/(+343 UZ+1.41142 < /1 *012+*-41*4 5 10-2 +)012 *70/2/ ( =/1.30(-/34 -1 83- /. N& � "/ (+12 ,4 2/(-,+.4-3 </1 24 '01(+1. 2-3 , =+*-+./01

V ′ = εmV +εa
5 /, '+-. (01* ;3+*/243 ,42 '03( 42 (42 83-/.2

εm
4.

εa
< & =7);0.7,24,+ ; ,-2 2/(;,4 *012/2.4 4 2-;;0243 *- =/, 1 =4' /2.4 41 '+/. ;+2 (4 83-/. (-,./; ,/*+./' 5 20 /.

εm = 1
5 4. *-4.0-.42 ,42 20-3*42 (4 83-/. ;4-)41. J.34 (0(+ ,/2+42 ;+3 -1 2/(;,4 83-/. +(( /. /'

εa
(01. 01 )+ 2-;;0243*- =/, 2 =+9/. ( =-14 )+3/+8,4 +,++.0/34 9+-22/4114 *0(;,4'4 < <-.34( 41. ( /. 5 ,+ ( /2.3/8-./01 41 ;308+8/,/.+ (4, =+(;,/.-(4 (4

εa
42. -14 9+-22/4114 *41.3+4 41 3+30 < &+ ;7+24 (4

εa
42. +9+,4(41. +,++.0/34 5 4. ( /2.3/8-+4-1/'03( +(41. 0C 2-3

[0, π]
< &4 24-, ;+3+( ,.34 342.+1. 41*034 4 (+.43( /143 42. ,+ ,+394-3 (4 ,+ (412/.+ (4;308+8/,/.+ (4 , =+(;,/.-(4 < @ ,+22/*-4( 41. 5 ,4 83-/. +D4*.+1. -14 *4,,- ,4 (4 , =42;+*4

(u, v)
( /( /1-4 ,032*-4,4 10(834 (4 ) /2/8 /,/.+2 .0(8+1. (+12 *4..4 *4,,- ,4 +-9( 41.4 < \ ,-2 ;3+*/2+(41. 5 2/ , =01 +*3/. 4';,/*/.4( 41.,+ ) /2/8 /,/.+ (42-3+4

V ′ *0((4 -14 20((4 (4
p

) /2/8 /,/.+2
V ′

k

.0(8+1. (+12 ,+ ( J(4 *4,,- ,4 5 01 + 5 41 10.+1.
Vk

,42 ) /2/8 /,/.+2 )3+/42 4.
εk

,4 83-/. 2-3 *7+*-14 ( =4 ,,42 5

V ′ =

p∑

k=1

V ′
k =

p∑

k=1

(Vk + εk) = V + εa
+)4*

εa =

p∑

k=1

εk.

^1 2+/. *- =+,032 ,4 83- /.
εa

*012./.-+ (4 ,+ 20((4 (42 83-/.2 /1(+;41(+1.2
εk

: (01. 01 2-;;024 *-4,42 ;30;3/+.+2 2.+./2./*-42 201. .0-.42 ,42 ( J(42 : + -14 +(;,/.-(4 41 (0)4114 √
p

'0/2 ;,-2 93+1(4 *-4*4,,4 (4 *7+*-4
εk

< \+3 *012+*-41. 5 ,032*- =01 2 =/1.+34224 +-' /( +942 08.41-42 41 -./,/2+1. -14 '01*./01 (4;0/(2 -1 /'03( 4 5 *0((4 01 ,4 '43+ (+12 ,+ 2-/.4 5 ,4 83-/. +D4*.+1. *7+*-4 ) /2/8 /,/.+ 42. ( /2.3/8-+ 24,01 -149+-22/4114 8 /( /( 412/0114,,4 (01. ,+ ,+394-3 42. /1)4324( 41. ;30;03./0114,,4 4 ,+ 3+*/14 *+33+4 (42 ;0/(21+.-34,2 < ^1 .0-43+ 2-3 ,+ *012.+1.4 (4 ;30;03./011+,/.+ (4 '+�01 4 +.-2.43 ,4 3+;;03. 2/91+, 2-3 83-/. 0� < &+-9-34 _	 F<9: (01.34 *-4,*-42 4'4(;,42 ( =/( +942 83-/.+42 *012.3-/.42 ;+3 *4..4 +;;30 *74 5 41 '01*./01 (4
η4. (4 ,+ *0-)43.-34

(u, v)
*012/(+3+4 < ^1 34( +3*-4 10.+((41. *-4 ,+ .+/,,4 *+3+*.+3/2./*-4 (42 2.3-*.-342 (4,+ *+3.4 (4 83-/. 5 *- =01 ;4-. 08243)43 (+12 ,4 *+2

η = 0, 1
5 (+;41( (4 ,+ *01-9-3+./01 5 *4 *-/ +.+/. +..41(- <

�-+1( ,4 3+;;03. 2/91+, 2-3 83-/. +-9( 41.4 5 ,42 *+3.42 83-/.+42 .41(41. )432 ,42 *+3.42 101 83-/.+42 5 .4,,42*- =01 ;4-. ,42 )0/3 2-3 ,+ -9-34 _	 F<� <
iE ��s [0, π] tv�n�n ��l m�s [0, 2π] �us �y u tsrm �yl qrmnsr��nr�y ql v ku�tvrn�ql u�n�srmuyn qlm zuvl�sm y{xunrzlm |i��l sutt �sn mrxyuv m�s �s�rn η lmn q{
yr quym v klmtu�l r� uxl � ����l vl sutt�sn lynsl vlm {�usnmon�tl slmt l�nr	m ql v kr� uxly�y �s�rn{l � p vu��lvvl �y u �rly lynlyq� u��wm � ln ql v kr� uxl q� �s�rn ml�v |
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Hm

, L('*)( - N* OL 9%N%( &L ON &%, L#(%"# � *N/MNOL0 L#
� "#/M%"# &L( $NOL'*( M� )"*%1'L( P .N &%(- "(%M%"# &L( ("'(7� 3'*L( L(M ON , �, L 1'L ('* ON � 3'*L _	 F<RT P .L(&%� )*L# M( (, 9" OL( /"**L(- "#&L# M N'� &%(M*%9' M%"#( &L 9*%O ON#/L %#%M%NOL( 4M*%N#3 OL(5 0 N'� %, N3 L( � OM*)L( - N*ON /"#� 3'*NM%"# � 4O"(N#3 L(5 0 - N* ON /"#� 3'*NM%"# � 4/*"%�5 LM - N* ON /"#� 3'*NM%"# � 4/N**)(5 P .N O%3# L- "%# M%O O)L *L- *)(L# ML O 8%&L# M%M) L# M*L OL( L�- "(N# M( M� )"*%1'L LM L�- )*%, L# MNOP !� N1'L $NOL'* , L('*)L L(MN� L/M)L & 8'# L %# /L*M%M'&L %# &%1')L - N* &L( 9N**L( $L*M%/NOL( P

�� ��� �= ;�d�c c# ?d cgd$�  d "d g#%ccb�$d
&+ -9-34 _	 F<9R (01.34 ,42 4D4.2 (4 ( /D+341.2 1/)4+-' (4 83-/. 2-3 ,42 2; 4*.342 (4 ;-/22+1*4 (42 /( +9422+,42 *03342;01(+1. +-' (4-' *01-9-3+./012 /12.3-( 41.+,42 ,42 ; ,-2 *0(;+*.42 < 1+12 .0-2 ,42 *+2 5 01 ;+3.(4 ,+ ( /2.3/8-./01 (4 83/,,+1*4 +220 */+4 4 , =/1( /*4 2; 4*.3+,

β = 3, 1
5 +..+1-+4 ;+3 ,4 ,08 4 ;3/( +/34 5 4. 01-./,/24 ,42 ;0/(2 -1/'03( 42 < ^1 )0/. 10.+((41. *-4 , =4D4. (- 83-/. .41( 4 +;,+./3 ,4 2; 4*.34 (4 ;-/22+1*4 +-';,-2 ;4./.42 +*74,,42 (+12 ,+ *+3.4 5 *4 *-/ ; 4-. 24 *0(;341(34 41 *012/(+3+1. ,42 *+3.42 (4 ,+ -9-34 _	 F<9: <&42 2.3-*.-342 *-/ +;;+3+/2241. ,032*-4 ,4 83-/. 24 ( 4. 4 (0( /143 ,4 2/91+, 201. 4D4*./)4(41. ;,- 2 ; 4./.42*-4 ,42 2.3-*.-342 (4 *4 (431/43 < & =/1.43;3+.+./01 *,+22/*-4 (4 *4. 4D4. *012/2.4 4 34( +3*-43 *-4 ,4 83-/.;022,(4 -14 ( /2.3/8-./01 2; 4*.3+,4 ;,+.4 5 201 +(;,/.-(4 +.+1. /1(+;41(+1.4 (- )4*.4-3 ( =01(4 < &032*-4 ,41/)4+- (- 83-/. +-9( 41.4 5 * =42. ( =+803( +-' ;,-2 93+1(2 10(8342 ( =01(4 5 4. (01* +-' ;,- 2 ;4./.42 +*74,,42 5*-4 2+ ;-/22+1*4 (4) /41. ;,-2 /(;03.+1.4 *-4 *4,,4 (- 2/91+, 5 ;-/2*-4 *4,,4:*/ (+*30�. ,032*-4

k
+-9( 41.4 <&032*-4 ,4 3+;;03. 2/91+, 2-3 83-/. (4) /41. 2-V 2+((41. 93+1( 5 01 34.30-)4 5 2-3 -14 ;,+94 ( =+*74,,42 +224393+1(4 5 -1 *0(;03.4( 41. 41 ,0/ (4 ;-/22+1*4 ;43( 4..+1. (4 34(01.43 4 , =/1( /*4 2;4*.3+, (4 ,+ ( /2.3/8-./01(4 83/,,+1*4 /1 /./+,4 < ?-3 ,+ -9-34 _	 F<9 R 5 -1 3+;;03. 2/91+, 2-3 83-/.

η = 8
24(8,4 2-V 2+1. ;0-3 ;30 *+(43+/12/ 5 *0-)43.-34 ;+3 *0-)43.-34 5 *+3 41 *012/(+3+1. ,+ )+,4-3 /(( +( /+.4( 41. /1'+3/4-34 5 20/.

η = 4
5 01 14( /2;024 ;+2 5 (+12 ,4 *+2 (4 ,+ *01-9-3+./01 2 5 ( =+*74,,42 /((-1/2+42 ) /2:4:) /2 (- 83-/. < /1 +.-2.+1. -14 ,0/(4 ;-/22+1*4 5 01 .30-)4 +/12/ -14 )+,4-3 (4

β
+9+,4 4 9 5U 5 2412/8,4( 41. ;,-2 '+/8 ,4 *-4 ,+ )+,4-3 *743*7+4 <
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ρ(∆φ)ρ(∆φ)
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2π
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∆φ∆φ
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� 9:2 =8/2 - 1 - 1 8A1 :A> 9 0 6 - :5 - 0 2 - �80 1 7- :5/A/. - 2 A- . 2 3. :A585. � - ��8. 5- AA80 > �)))� � �94 4 - 6 2 31 3� - 4 4 - 0 5>A- .

N
/0 1 2 34 - 0 5.

(∆φ1, . . . , ∆φN )
. 9 0 5 � /. 52 /;:3. : 0 /=92 4 34 - 0 5 . :2

[−π, π] > - 5 2 36 82 5/. �80 .
n

/0 5- 2 �8AA- .
Ai

� - 4 C4 - A90 G:- :2 � D0 0 95- 59:�9:2 .
Ni

A- 0 94 ;2 - � I/0 1 2 34 - 0 5. 594 ;80 5 �80 . AI/0 5- 2 �8AA- Ai > - 5 90
/0 52 9�:/5 A- . =90 1 5/9 0 .

s
- 5

σ
�3E 0 /- . 6 82

s(x) =
1

2π
1[−π,π](x)

- 5
σ(x) =

n∑

i=1

hi1Ai
(x),

9)
1[a,b]

�3. /G0 - AI/0 � /1 852 /1 - �: . - G4 - 0 5
[a, b] > �90 5 90 2 86 6 - AA- ?: I/A . I8G/5 � - A8 =90 1 5/90 6 2 - 0 80 5 A8 �8A- :2

� . : 2
[a, b]

- 5 ) 8/AA- :2 . � + 0 :5/A/. 80 5 1 - . =92 4 - . > A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - 6 - :5 . I3 1 2 /2 -

Q(δ) = S0 − S(δ) = ln 2π +
2π

n

n∑

i=1

hi ln (hi) = −
∫

s(x) ln[s(x)]dx +

∫
σ(x) ln [σ(x)]dx.

D2 > s
3580 5 1 9 0 . 580 5- . : 2 AI/0 5- 2 �8AA-

[−π, π]
1 90 . /�32 3 > 90 6 - :5 2 - 4 6 A81 - 2 A- 6 2 - 4 /- 2 5- 2 4 - 6 82

∫
s(x) ln[s(x)]dx = ln(s)

∫
s(x)dx = ln(s)

∫
σ(x)dx =

∫
σ(x) ln[s(x)]dx,
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6 : /. ?:-
s

- 5
σ

. 90 5 0 92 4 8A/. 3- . � �8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - > - 0 . - 4 - 5580 5 8A92 . . 9: . A8 =92 4 -

Q(δ) =

∫
σ(x) ln

[
σ(x)

s(x)

]
dx = K(σ, s)

86 6 82 8�5 1 94 4 - :0 - 6 . - :�9B� /. 580 1 - � - ��AA;81 % � -
σ

@
s
� �8 4 3579� - � - ��8. 5- AA80 > �)))� . :GG� 2 - > 6 9:2

1 8A1 :A- 2 A8 6 2 9;8;/A/53
P({Q > x}) ?:- A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - 1 8A1 :A3- 6 9: 2 :0 - � /. 52 /;:5/9 0 6 82 - 0 5-

s
:0 /=92 4 - . 9 /5 6 A:. G2 80 � - ?: I:0 2 3- A

x
�90 0 3 > � - A8 4 8�92 - 2 - 0 /. 9A80 5 A- . 3�� 0 - 4 - 0 5. 6 9: 2 A- . ?:- A.

AI3 1 780 5/AA90 {hi}
6 2 3 . - 0 5- :0 � 2 - 1 92 �� � D0 �3E 0 /5 8/0 . / > 6 9:2

ε > 0
2 3- A> AI3�� 0 - 4 - 0 5

Ωε
6 9: 2 A- ?:- A /A

- F/. 5- :0 - 1 - AA:A- �80 92 4 8A- 4 - 0 5� 2 - 4 6 A/- 9: �80 92 4 8A- 4 - 0 5� � /� - >
Ωε = {∃i ∈ J1, nK; |hi − p| > εp} 8�- 1

hi =
Ni

N

- 5
p =

1

n
.

n = 50

n = 200

n = 500

Q
(e

x
)

Nl��� � �� ����) � � ���$!��� "� �� �$��!�!& "�  !�$%!$�� Q(ex)
�� + ��%!��� "� �� !��� �� ���&����

Nl
"� %( ��'  

#��*���� + ��%!�������� #�"�� �� ������ �! "$ ��� #�� "� %�� �$ �� 
n

$!��� &� "�� �� %�� !�$%!��� "� 
( � !�� ���� � " )��%�&� ��! "� ' ( � �, � �$� %( ��$� � �$ "� ' ���� 
!�� 

(n, Nl)
�� ' �& ��!� �� � �	���� "�

Q(ex)
 $� "�% �&��� �!��� � ��� � �$� � )&%��!�!	' �  � %��$��%� � ! ' �$ � ���" �$�

2, 5.10−4 , �� !���! ' ���!�� �& 
��' �& ��!��! �� ��� �!� �$ "��# "� ���$�� �� �� � � ��� "� �� "� %( ��%� "� !��$��� Q(ex)

� ��  � ��� �!��!
�$ "�$% �
�� !��� � "� �� � �� ���!��� "��$ , �� ' ���� 
!��

ε
� ! ' �� &� �� # ��� ,

�80 . 1 - 55- 96 5/?:- > hi
6 - :5 C52 - /0 5- 2 6 2 353 1 94 4 - A- 0 94 ;2 - 4 9�- 0 � - � . : 1 1 � . � B 1 I- . 5B@B� /2 - � I9 1 1 : 2 2 - 0 1 - .

� - AI3�� 0 - 4 - 0 5 �AI/0 1 2 34 - 0 5
∆φ

594 ; - �80 . AI/0 5- 2 �8AA- Ai
� B �80 . :0 - . 32 /- � -

N
36 2 - :�- . � - � - 2 0 9:AA/ > - 5

p
1 94 4 - A8 6 2 9;8;/A/53 � - 1 - 4 C4 - 3�� 0 - 4 - 0 5 3A34 - 0 58/2 - � �8 6 2 9;8;/A/53

P (Ωε)
6 - :5 8A92 . C52 - 4 8�92 3-

6 82

P (Ωε) 6

n∑

i=1

P ({|hi − p| > εp}) 6 nP ({|hi − p| > εp}) .

� - . 9 2 � 2 - . � - G2 80 � - : 2 2 - . 6 - 1 5/=. � -
N

- 5
n

6 - 2 4 - 55- 0 5 � I3 1 2 /2 - ?:-
Ni

- . 5 . :- . 84 4 - 0 5 G2 80 � 6 9:2 ?: I90
6 : /. . - 86 6 A/?:- 2 A- 57392 �4 - 1 - 0 52 8A A/4 /5- > . - A90 A- ?: - A A- . 31 82 5. � -

hi
@

p
. : /�- 0 5 86 6 2 9F/4 85/�- 4 - 0 5 :0 -

A9/ 0 9 2 4 8A- � � A:. 6 2 3 1 /. 34 - 0 5> 9 0 8 > � I86 2 � . A- 57392 �4 - � - ' 9/� 2 - B�86 A81 - �� - A85> ���,� >
√

N
hi − p√
p(1 − p)

�� �
−→ N (0, 1)

9) N (0, 1)
�3. /G0 - A8 A9/ 0 92 4 8A- � - 4 9�- 0 0 - 0 :AA- - 5 � - �82 /80 1 - �.

� 82 1 90 . 3?:- 0 5 > 90 6 - :5 1 8A1 :A- 2 A8 6 2 9;8;/A/53
P ({|hi − p| > εp}) - 0 :5/A/. 80 5 A8 =90 1 5/90 � I- 2 2 - : 2 >

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt
� I9)

P ({|hi − p| > εp}) ≈ 1 − Erf (xε)
8�- 1

xε =

√
Np

2(1 − p)
ε.
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M(n, N, ε) < 1

M(n, N, ε) > 1

N
l

n��� � �� ����� � ��$�#�
M(n, N, ε) = 1

"�� � )� ' �%� # "�$% "�� �� ��� ��' &�& ' �� �� ��� #�� "� %�� �$ �� 
n

�� �# %�  � �! �� !��� �� ���&����
Nl =

√
N

�� ��"���&� , �� ' ���� 
!��
ε

� ! � % & # ��� , �� "�� ��� � 
M(n, N, ε) < 1

�!
M(n, N, ε) > 1

 ��! ��"��$&  $� �� � �$��� ��� � �$� �� ' ���!  $� �� %�$�#� %���� ' ��"��!
�$% ����$� "�

n
%( �� ��  $� �� � �$�� �� ����) , �� !��� �� ���&���� ���� �!� �  ��! �� ' �%!���� ��!

Nl = 163' �$�
n = 50

�
Nl = 396

' �$�
n = 200

� �!
Nl = 691

' �$�
n = 500

� %� �$� %���� ' ��" �$% ��"�� "� � ���"�$�
"� !��� �� ' �$� �� �$�� �� �� � �� ���!��� "��$ � )� ! ' �$ %����%!�,

�:4 32 /?:- 4 - 0 5> 6 9: 2
N = 5122 - 5

n = 50 > A8 6 2 9;8;/A/53 ?: I/A - F /. 5- : 0 - 1 - AA:A- Ai
9) A- 0 94 ;2 - 4 9�- 0

� I/0 1 2 34 - 0 5. � /�32 - 2 8/5 � - 1 /0 ? 6 9:2 1 - 0 5 �
ε = 5.10−2� � - . 8 �8A- :2 57392 /?: - - . 5 � - AI9 2 � 2 - � -

0, 012 > - 5
594 ; - @

10−11 6 9:2 : 0 3 1 82 5 � - � /F 6 9:2 1 - 0 5 �
ε = 0, 1

� �
+ 0 1 - ?: / 1 90 1 - 2 0 - A- . 31 780 5/AA90 . �:. : - A. � > 1 I- . 5B@B� /2 - 0 - �90 0 80 5 6 8. A/- : @ AI3�� 0 - 4 - 0 5

Ωε > 9 0 8 AI- 0 1 8B
� 2 - 4 - 0 5 . :/�80 5 ��8. 5- AA80 > �)))� >
1

2

∫ /0 =
(σ, s)

[
ln
(σ

s

)]2
dx 6 K(σ, s) = Q(δ) 6

1

2

∫ . :6
(σ, s)

[
ln
(σ

s

)]2
dx.

D2 > . : 2 A- 1 94 6 A34 - 0 58/2 -
Ωε

� -
Ωε > A8 =90 1 5/90 /0 =

(σ, s)
- . 5 4 /0 92 3- 6 82

(1 − ε)s > - 5 A8 =90 1 5/90 . :6
(σ, s)- . 5 4 8�92 3- 6 82

(1 + ε)s
� � I8:52 - 6 82 5> 9 0 8 3G8A- 4 - 0 5 AI- 0 1 8� 2 - 4 - 0 5 ��8. 5- AA80 > �)))�

1

(1 + ε)2

∫
s

(
s − σ

s

)2

dx 6

∫
s
[
ln
(σ

s

)]2
dx 6

1

(1 − ε)2

∫
s

(
s − σ

s

)2

dx,

?: I90 6 - :5 2 33 1 2 /2 - - 0 2 - 4 82 ?:80 5 ?:- AI/0 53G2 8A- 86 6 82 8/. . 80 5 �80 . A- 4 /0 9 2 80 5 - 5 �80 . A- 4 8�92 80 5 - . 5
- 0 =8/5 A/3- @ A8 . 585/. 5/?:- �:

χ2 � - � - 82 . 9 0 > 6 :/. ?:-
∫

s

(
s − σ

s

)2

dx = 2π
n∑

i=1

2π

n

(
Ni

N

n

2π
− 1

2π

)2

=
1

N

n∑

i=1

(Ni − Np)2

Np
=

χ2

N
.

+ 0 1 94 ;/0 80 5 1 - . /0 3G8A/53. > 9 0 9;5/- 0 5 E 0 8A- 4 - 0 5 : 0 - 0 1 8� 2 - 4 - 0 5 � - A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - . : 2
Ωε > ?:/

4 90 52 - ?:- 1 - AA- B 1 / 1 90 . 5/5:- :0 - . 585/. 5/?: - 3?:/�8A- 0 5- � 8:
χ2 >

aε
χ2

N
6 Q(δ) 6 bε

χ2

N

- 0 6 9. 80 5
aε =

1 − ε

2(1 + ε)2
- 5

bε =
1 + ε

2(1 − ε)2
.

� � . A92 . > 90 6 - :5 ;2 :58A- 4 - 0 5 4 8�92 - 2 A8 6 2 9;8;/A/53 � - 52 9:�- 2 : 0 - ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - . :6 32 /- : 2 - @
x6 82 A8 . 94 4 - � - . 6 2 9;8;/A/53. � I8�9/2 : 0 31 780 5/AA90 � 2 - 1 92 �� � I: 0 - 6 82 5 > - 5 � I8�9/2 : 0 3 1 780 5/AA90 � 0 92 4 8A�

�� ��� �������� ��� � �� � ����� � ��� χ2 � n − 1 ������ �� ��� ���� � �� ��� n ����� ��  ������� �� ��  ���� � ��� �� ���� �����
��� �� �� �� ���������� P

Ni = N �
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6 9:2 A- ?:- AQ(δ) > x > � I8:52 - 6 82 5>

P ({Q(δ) > x}) 6 P (Ωε) + P
(
{Q(δ) > x} ∩ Ωε

)
6 n [1 − Erf (xε)] + P

(
χ2 >

Nx

bε

)
,

����

+ 0 1 79/. /. . 80 5
ε = 0, 1

90 8 �: ?: I90 6 9:�8/5 6 82 =8/5- 4 - 0 5 0 3GA/G- 2 A- 6 2 - 4 /- 2 5- 2 4 - � - A8 4 8�92 85/9 0
6 2 31 3� - 0 5- > � - . 9 2 5- ?: I90 9;5/- 0 5 :0 4 8�92 80 5 � -

P ({Q(δ) > x}) - 0 1 90 . /�32 80 5 A- . ?:80 5/A- . � - A8 A9/
�:

χ2 � � /0 . / > 6 9:2 :0 - /4 8G- � - 58/AA-
5122 - 5 :0 0 94 ; 2 - � - 1 - AA:A- .

n = 50 > 90 - . 5/4 - ?: I/A � 8
99
� � -

1 780 1 - . 6 9:2 ?:- A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - Q(δ)
. 9/5 /0 =32 /- : 2 - @

2.10−4 �

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ��� � �� ����� � � � !�� ���� � "� ��%�&� ��! "� ' ( � � "� �� "�� �!& "� %������ "� �� � �$�� �� ���� "#
� �$%( �$ �! "$ ' ��!���! "� ��$���� "# "���!�$ � ' �$� $� "&' ��%�� ��!

δ = ex
, �� !���! ' ���!�� �& ��' �& ��!�

� )�� $ !�� ��! " )$�� "� !��#$!��� "� ��� � � � , �� !��$��
κ ≈ 0.197

"�� �� %� "� �� "�� �!& "� %������ �!
κ ≈ 0.780

"�� %��$� "$ ' ��!���! "� ��$����,

J� KKL� LN !Q] WXP] W"U UTX\[W$TV
D0 6 - :5 3G8A- 4 - 0 5 - . 5/4 - 2 0 :4 32 /?:- 4 - 0 5 AI/0 �:- 0 1 - � - A8 58/AA- � - AI/4 8G- 8/0 . / ?: - �: 0 94 ;2 - � - 1 - AA:A- .
. : 2 A8 E8;/A/53 � - A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - � � 9:2 1 - A8 > 90 2 38A/. - : 0 - . 32 /- � - . /4 :A85/90 . � - 1 784 6 . ;2 9< 0 /- 0 .
=2 81 5/90 0 8/2 - . ; /� /4 - 0 . /9 0 0 - A. � - � /�- 2 . - . 58/AA- . � � - �36 A81 - 4 - 0 5

δ
3580 5 �90 0 3 > A- 1 8A1 :A 0 :4 32 /?:- � -

Q(δ)
6 9:2 1 - . . /4 :A85/9 0 . �9/5 =9:2 0 /2 : 0 - - . 5/4 85/90 � - A8 A/4 /5- 8: � - A@ � - A8?:- AA- A8 6 2 3. - 0 1 - � -

. 52 : 1 5:2 - 6 - :5 C52 - 1 90 . /�32 3- 1 94 4 - 8�32 3- � D0 1 90 . 52 : /5 �90 1 � - . 1 784 6 . ;2 9< 0 /- 0 . =2 81 5/9 0 0 8/2 - .
; /� /4 - 0 . /9 0 0 - A. 6 9 . . 3�80 5 :0 /0 � /1 - . 6 - 1 52 8A

β = 3
- 5 � - 58/AA-

N = N2
l > A8 58/AA- A/0 38/2 -

Nl
8AA80 5 � - ��

@ ,)) 6 /F - A. � � 9:2 1 78?:- 58/AA- > 9 0 . - �90 0 - � /F 2 38A/. 85/90 . > 6 :/. 9 0 1 8A1 :A- A- :2 . 1 82 5- . � I/0 1 2 34 - 0 5. � -
6 78. - 6 9: 2

δ = ex
� � 6 82 5/2 � - 1 781 : 0 - � - 1 - . 1 82 5- . > 9 0 1 90 . 52 : /5 � 7/. 59G2 84 4 - . > 6 9:2 � - . 0 94 ;2 - . � -

1 - AA:A- .
n

3G8:F @ H) > �)) - 5 H)) > - 5 9 0 1 8A1 :A- A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - Q(δ)
8. . 9 1 /3- @ 1 78?:- 7/. 59G2 84 4 - �

+ 0 E 0 > 90 - F7/; - A8 �8A- :2 4 9�- 0 0 - - 5 AI31 82 5B5�6 - � - . ?:80 5/53. � - . 52 : 1 5:2 - 9;5- 0 :- . @
N

- 5
n

�90 0 3. �
� - . 2 3. :A585. . 90 5 6 2 3. - 0 53 . . : 2 A8 EG:2 - �� ����) �(A 86 6 82 8�5 ?:- A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - 1 8A1 :A3- 0 :4 32 /?: - 4 - 0 5 8:G4 - 0 5- A92 . ?:- A8 58/AA- � - . /4 8G- .
� /4 /0 :- > - 5 A92 . ?:- A- 0 94 ; 2 - � - 1 - AA:A- . 8:G4 - 0 5- � D0 /0 5- 2 6 2 �5- 1 - 5 - � - 5 - 0 2 - 4 82 ?:80 5 ?:- A- . 7/. 59B
G2 84 4 - . . 9 0 5 8A92 . 4 9/0 . ; /- 0 �3E 0 /. > - 5 4 9/0 . 6 2 9 1 7- . � - A8 � /. 52 /;:5/90 6 82 - 0 5- : 0 /=92 4 - � �8 EG:2 -
4 90 52 - 3G8A- 4 - 0 5> - 0 6 9 /0 5/AA3. > A8 �8A- :2 �: ���� �

6 - 2 1 - 0 5/A- � - A8 A9/ . :/� /- 6 82
bεχ

2/N > 6 9:2
ε = 0, 1

�
� - 55- �8A- : 2 �36 - 0 � � -

N
;/- 0 .� 2 > 4 8/. 3G8A- 4 - 0 5 � -

n
@ 52 8�- 2 . A- 0 94 ;2 - � - � - G2 3. � - A/; - 2 53 � - A8

A9/ �:
χ2 � (�38A- 4 - 0 5> 1 - . 1 9:2 ; - . � - � 2 8/- 0 5 4 8�92 - 2 A- . ?:80 5/53. � - . 52 : 1 5:2 - 9;5- 0 :- . 0 :4 32 /?:- 4 - 0 5

. :2 � - . 1 784 6 . ;2 9< 0 /- 0 . =2 81 5/9 0 0 8/2 - . � D0 �9/5 ?:- A8 4 8�92 85/90 - . 5 52 � . ; 90 0 - �80 . A- 1 8. 9)
n = 50 >?: I- AA- 1 94 4 - 0 1 - @ =8/;A/2 6 9:2

n = 200
8:F 6 A:. 6 - 5/5- . 58/AA- . � I/4 8G- . > - 5 ?: I- AA- - . 5 4 /. - - 0 �3=8:5 . 8:=

8:F 6 A:. G2 80 � - . 58/AA- . 6 9:2
n = 500

� � - 1 / . :GG� 2 - ?: - �80 . 1 - . 1 8. 6 2 31 /. > A8 6 2 9;8;/A/53
P(Ωε)

0 I- . 5 6 A:.
0 3GA/G- 8;A- � � - 6 2 - 4 /- 2 5- 2 4 - � - A8 4 8�92 85/90 ����

P (Ωε) 6 n

[
1 − Erf

(√
N

2(n − 1)
ε

)]
= M(n, N, ε)
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6 - 2 �80 5 � - 59:5- . A- . 4 80 /� 2 - . . 8 6 - 2 5/0 - 0 1 - �� . ?:-
n

- . 5 52 96 G2 80 � 9: ?:-
N

- . 5 52 96 6 - 5/5> 6 :/. ?:-
A- 4 8�92 80 5

M(n, N, ε)
� - � /- 0 5 . :6 32 /- : 2 @ � � D0 4 90 52 - � I8/AA- :2 . . : 2 A8 EG:2 - �� ����� > 6 9:2

ε = 0, 1 > A8
1 9:2 ; -

M(n, N, ε) = 1
�80 . AI- . 6 81 - � - . 6 82 84 �52 - .

(n, Nl)
� D0 0 I- . 5 6 8. . :2 6 2 /. � - �9/2 ?: - A- . �8A- :2 . � -

1 - 55- 1 9:2 ; - 6 9:2
n = 50 > n = 200

- 5
n = 500

1 9 2 2 - . 6 90 � - 0 5 � ��  � � �"� 8:F 6 9/0 5. > . : 2 A8 EG:2 - �� ����) >9) A- . 3�8A:85/90 . 0 :4 32 /?:- . 2 - �9/G0 - 0 5 A- . 1 9:2 ; - . �: ���� �
6 - 2 1 - 0 5/A- �

� - . - . 5/4 85/90 . 6 - 2 4 - 55- 0 5 � - 1 9 0 1 A:2 - ?:80 5 @ A8 6 2 3. - 0 1 - � - . 52 : 1 5:2 - �80 . : 0 - /4 8G- 6 9: 2 : 0 �3B
6 A81 - 4 - 0 5

δ
�90 0 3 � � 5/52 - � I- F - 4 6 A- > 9 0 1 90 . /�� 2 - A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - /AA:. 52 3- . : 2 A8 EG:2 - �� ���� >�90 5 90 1 8A1 :A- A- . ?:80 5/53. � - . 52 : 1 5:2 - Q(ex)

- 5 Q(ey)
6 9:2

n = 50
� D0 52 9:�- Q(ex) = 9, 79.10−3- 5 Q(ey) = 1, 27.10−3 > 1 - ?:/ - . 5 H @ H) =9/. 6 A:. G2 80 � ?:- A- . �8A- :2 . 1 92 2 - . 6 90 �80 5- . 6 9:2 � - . 1 784 6 .

;2 9< 0 /- 0 . =2 81 5/90 0 8/2 - . � - 4 C4 - 58/AA- �
Q

κ��� � �� ����� � � ���$!��� "� �� �$��!�!& "�  !�$%!$�� Q �� + ��%!��� "$ ' ���� 
!��
κ

%���%!&�� ��! �� ��� �
$��+ ��� �!& "� �� "� !��#$!��� "� ��� � � � , � �� �� ��� �!� "�

κ → 0
� Q � ! ' ��' ��!������ �� #

κ2 ,

J� KKL� � WQ] [W&T] W"U RV �"U � WQVQ
J� KKL� LP � WQ]"Y [PX XVQ RVQ WUN [\XVU]Q RV Z#PQV
� I- 0 52 96 /- S � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - - 5 A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - 8. . 9 1 /3- Q . - 4 ;A- 0 5 �90 1 6 - 2 4 - 552 - � -
�35- 2 4 /0 - 2 . / : 0 - /4 8G- 6 2 3. - 0 5- � - A8 . 52 : 1 5:2 - > @ 6 82 5/2 � - A8 . - :A- /0 =92 4 85/90 � - . 6 78. - . > 6 :/. ?:-
A- . �8A- :2 . � - Q 52 9:�3- . 6 9:2 :0 1 784 6 ;2 9< 0 /- 0 =2 81 5/90 0 8/2 - . 90 5 5�6 /?:- 4 - 0 5 � - AI9 2 � 2 - � -

10−4 >8A92 . ?:- 6 9:2 :0 - /4 8G- 5- AA- ?:- 1 - AA- � - A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - � - A8 EG:2 - �� ���� > A8 ?:80 5/53 � -
. 52 : 1 5:2 - - . 5 � I- 0 � /2 9 0

10−2 > - 5 6 - :5 4 90 5- 2 > 6 9:2 � - . /4 8G- . 52 � . . 52 : 1 5:2 3- . 1 94 4 - A- 6 92 52 8/5 � -
�9:2 /- 2 �EG:2 - �� ����� > �: . ?: I@ � - . �8A- :2 . � -

0, 1
9: 6 A:. > . 9/5 �)) @ �))) =9/. 6 A:. 3A- �3- . ?: - 6 9:2 � - .

/4 8G- . � . 80 . . 52 : 1 5:2 - � �
(A 86 6 82 8�5 1 - 6 - 0 �80 5 ?:- AI- 0 52 96 /- - 5 A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - 0 - . 90 5 - 0 2 38A/53 ?:- � - . 4 9�- 0 . � -
1 82 81 532 /. - 2 . /4 6 A- 4 - 0 5 A8 0 90 B:0 /=92 4 /53 � - . � /. 52 /;:5/9 0 . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - > - 5 ?:- 1 - . 90 5 1 - .
� - 2 0 /� 2 - . ?:/ 1 9 0 5/- 0 0 - 0 5 - 0 �3E 0 /5/�- AI/0 =92 4 85/90 . 52 : 1 5:2 - AA- � - . /4 8G- . 35:� /3- . � + 0 - � - 5> 59:5- . A- .
6 2 96 2 /353. . /4 6 A- . � - AI- 0 52 96 /- �80 . A- . 52 80 .=92 4 85/90 . G394 352 /?:- . � - A8 . - 1 5/9 0 �� ���� �� . 90 5 =90 �3- .
. : 2 A- . 6 2 96 2 /353. � - . � /. 52 /;:5/9 0 . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - - AA- . B4 C4 - . � D2 90 �9/5> 6 82 - F - 4 6 A- . : 2 A8
EG:2 - �� ����� > ?:- A- . 7/. 59G2 84 4 - . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 35:� /3 . 6 2 3 . - 0 5- 0 5 59: . : 0 - =92 4 - . /4 /A8/2 - >8�- 1 : 0 - - 5 :0 - . - :A- 9. 1 /AA85/90 � - G2 80 � - A90 G:- :2 � I90 � - � (A . - 4 ;A- �90 1 6 2 9;8;A- ?:- 1 - 55- =92 4 -
G30 32 8A- � - A8 � /. 52 /;:5/90 � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - . 9/5 /0 �36 - 0 �80 5- �: 6 2 9 1 - . . : . 6 82 5/1 :A/- 2 @ AI92 /G/0 -
� - A8 . 52 : 1 5:2 85/90 � - . /4 8G- . � � /0 . / > A- . . /4 :A85/9 0 . � - A8 =92 4 85/90 � - . G2 80 � - . . 52 : 1 5:2 - . � - AI:0 /�- 2 .
. 9: . AI- � - 5 � - A8 G2 8� /53 ��9/2 6 82 - F - 4 6 A- ��855. �! ��,> �))��� �90 0 - 0 5 � - . � /. 52 /;:5/90 . � I/0 1 2 34 - 0 5.
� - 6 78. - � - 4 C4 - =92 4 - ?:- A- . . /4 :A85/9 0 . � - 5:2 ;:A- 0 1 - 1 94 6 2 - . . /;A- � - �� 92 5- 2 �! ��,> ����� � �94 4 -
AI/0 � /?:- ��855. �! ��,> �))�� > 1 - . � /. 52 /;:5/90 . . 90 5 � I8/AA- :2 . 52 � . 6 2 9 1 7- . � - � /. 52 /;:5/9 0 . � - �90 ' /. - . >�90 0 3- . 6 82 A8 =92 4 - . : /�80 5- > �36 - 0 �80 5 � - � - :F 6 82 84 �52 - .

κ
- 5

µ >

ρ(∆φ) =
1

2πI0(κ)
exp [−κ cos (∆φ − µ)],



���� ���� �� ��� ���� ��� ����� 	�� �
�����
�� 	� ����� ��

9)
I0

- . 5 A8 =90 1 5/90 � - � - . . - A 4 9� /E3- � - 6 2 - 4 /� 2 - - . 6 � 1 - - 5 � I92 � 2 - �32 9 � � - 6 82 84 �52 -
µ

1 92 2 - . 6 90 �
@ AI/0 1 2 34 - 0 5 � - 6 78. - A- 4 9/0 . 2 - 6 2 3 . - 0 53 > 6 9:2 A- ?:- A A8 � /. 52 /;:5/9 0

ρ(∆φ)
- . 5 �90 1 4 /0 /4 8A- � �:80 5

8: 6 82 84 �52 -
κ > /A 1 9 0 52 �A- AI31 82 5 @ AI:0 /=92 4 /53 � D0 �9/5> . : 2 A- . 8�: . 5- 4 - 0 5. � - A8 EG:2 - �� ����� > ?:-

1 - A:/B 1 / - . 5 � - AI92 � 2 - � - ?:- A?:- . � /F /�4 - . 6 9:2 :0 - /4 8G- . 52 : 1 5:2 3- �

δ = ex

δ = ey

ρ
(∆

φ
)

ρ
(∆

φ
)

∆φ��� � �� ����� � ���� �  	�!( &!��$� � �"
�� ' �& ��!��! $� + ��! "�� �& " )��� �!��' �� "# � �$%( �$ �! ( � !�� ���� � 
"� ��%�&� ��! "� ' ( � � �  �%�& #

δ = ex
"�� ( �$! # "���!�$ �!

δ = ey
"�� #� # "���!�$ , �� �$��!�!& "�

 !�$%!$�� %���� ' ��"��!�  ��! �� ' �%!���� ��! Q(ex) = 0, 0922
�! Q(ey) = 0, 116

,

J� KKL� L& OP ^NT^ RV ^P $TPU] W]\ RV Q] [TN]T[V PQQ" N W\V
� :/. ?:- A8 � /. 52 /;:5/90 � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 6 - :5 C52 - 86 6 2 9 1 73- 6 82 :0 - � /. 52 /;:5/9 0 � - �90 ' /. - . > A-
6 82 84 �52 -

κ
1 9 0 52 �A80 5 A8 0 90 B:0 /=92 4 /53 � - 1 - 55- � /. 52 /;:5/90 �9/5 6 9:�9/2 C52 - 2 - A/3 @ AI- 0 52 96 /- - 5 @ A8

?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - 8. . 9 1 /3- . 8:F /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - � + 0 - � - 5> - 0 :5/A/. 80 5 AI3?:85/90 �,H�

S(δ) =

∫ π

−π

ρ(∆φ) {ln [2πI0(κ)] + κ cos (∆φ − µ)}d∆φ.

+580 5 �90 0 3- AI/0 �82 /80 1 - 52 80 . A85/90 0 - AA- � - AI- 0 52 96 /- > 9 0 6 - :5 . :6 6 9 . - 2 ?:-
µ = 0 > . 9/5

S(δ) = ln [2πI0(κ)] +
1

2πI0(κ)

∫ π

−π

κ exp [−κ cos (∆φ)] cos (∆φ)d∆φ.

D2 > A8 =90 1 5/9 0 � - � - . . - A 4 9� /E 3- � - 6 2 - 4 /� 2 - - . 6 � 1 - - 5 � I92 � 2 -
n

- . 5 ��;2 84 9< /5� & _ 5- G: 0 > �����

In(x) =
1

π

∫ π

0

exp [x cos (θ)] cos (nθ)dθ
� I9) S(δ) = ln [2πI0(κ)] + κ

I1(−κ)

I0(κ)
.

� - A@ > 90 �3�:/5 A8 =92 4 - � - A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 - - 0 =90 1 5/90 �: 6 82 84 �52 -
κ >

Q(δ) = κ
I1(κ)

I0(κ)
− ln [I0(κ)]

3580 5 �90 0 3 ?:-
I1

- . 5 :0 - =90 1 5/9 0 /4 6 8/2 -
.

� - 55- 3?:85/9 0 > 59:5 1 94 4 - A- . 6 2 3 1 3� - 0 5- . > 5/- 0 5 /4 6 A/1 /5- 4 - 0 5 1 94 6 5- �: =8/5 ?:- A- 6 82 84 �52 -
κ

�36 - 0 �
� - AI7/. 59G2 84 4 - � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - > - 5 �90 1 �: �36 A81 - 4 - 0 5

δ
� �8 EG:2 - �� ����� 4 90 52 - AI3�9A:5/90

� - Q 8�- 1
κ
� �8 580 G- 0 5- 792 /�90 58A- 6 9:2

κ → 0
. :GG� 2 - ?:- 1 - � - 2 0 /- 2 6 82 84 �52 - 6 9:2 2 8/5 6 - 2 4 - 552 - : 0 -

4 - /AA- :2 - �35- 2 4 /0 85/9 0 � - A8 6 2 3. - 0 1 - 9: 0 90 � - . 52 : 1 5: 2 - �80 . � - . /4 8G- . GA9;8A- 4 - 0 5 6 - : . 52 : 1 5:2 3- . �
� - 6 - 0 �80 5 > �80 . A- 1 8. � I/4 8G- . 6 - : . 52 : 1 5:2 3- . > /A - . 5 � /- 1 /A- � I9;5- 0 /2 : 0 8�:. 5- 4 - 0 5 � - . 7 /. 59G2 84 4 - .
� - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 6 82 : 0 - � /. 52 /;:5/90 � - �90 ' /. - . > 1 82 A- . �82 /85/9 0 . � - =8/;A- 84 6 A/5:� - - 5
� - G2 80 � - A90 G:- : 2 � I90 � - . 9 0 5 8A92 . 0 9�3- . �80 . A- . �: 1 5:85/90 . � - AI7/. 59G2 84 4 - � � 82 1 9 0 . 3?:- 0 5> A8
�35- 2 4 /0 85/9 0 � - A8 6 2 3. - 0 1 - 9: 0 90 � - . 52 : 1 5: 2 - �80 . :0 - 5- AA- /4 8G- . - =- 2 8 6 A:5�5 6 82 A8 ?:80 5/53 Q �
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	 ��������	 ��	�
δ

δ = ex δ = 2ex δ = 3ex

δ = ey δ = 2ey δ = 3ey

ρ
(∆

φ
)

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ ∆φ��� � �� ����H � � � !�� ���� � "� ��%�&� ��! "� ' ( � � %���� ' ��"��! # �� "�� �!& "� %������ "� �� � �
�$�� �� ���� �! #  �% ��%!�$� "&' ��%�� ��! %����&���� # � )$� "� "�$% ��%!�$� $��!���� 

ex
�!

ey
,

J� KKL� ��" ^T] W"U RV ^P $TPU] W]\ RV Q] [TN]T[V P�VN
δ

�:. ?: I@ 6 2 3 . - 0 5> 0 9: . 8�90 . 1 9 0 . /�32 3 A- . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - - 0 0 9: . EF80 5> � - 4 80 /� 2 - 1 94 6 A�5- 4 - 0 5
82 ;/52 8/2 - > : 0 �- 1 5- : 2 �36 A81 - 4 - 0 5

δ
�80 . AI- . 6 81 - � - �9:2 /- 2 � D0 8 0 380 4 9/0 . 6 : 0 95- 2 > 6 82 - F- 4 6 A- . :2

A8 EG:2 - �� ���� > ?:- A- . 7/. 59G2 84 4 - . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - > - 5 6 82 1 90 . 3?:- 0 5 A- . ?:80 5/53. � - . 52 : 1 5: 2 -
8. . 9 1 /3- . Q > 6 9:�8/- 0 5 C52 - 52 � . � /�32 - 0 5. . : /�80 5 A- 1 79/F � - 1 - �- 1 5- : 2 �
D0 - . 5 5- 0 53 � I/0 5- 2 6 2 35- 2 1 - 55- 6 2 96 2 /353 - 0 5- 2 4 - . � I9 2 /- 0 585/90 6 2 3=32 - 0 5/- AA- �: G2 8� /- 0 5 � - A8 6 78. - �
D2 /A - . 5 6 9 . . /;A- � - 1 8A1 :A- 2 - F6 A/1 /5- 4 - 0 5 A8 �8A- :2 4 9�- 0 0 - � - 1 - �- 1 5- : 2 - 0 2 - 4 82 ?:80 5 ?:-

E {∇kφ} = E {∆φx}ex + E {∆φy}ey,
8�- 1

∆φi
A- . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 8. . 9 1 /3. @

δ = ei.

� - . 4 9�- 0 0 - . � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 1 92 2 - . 6 90 �80 5 @ 1 781 :0 � - . � - :F �- 1 5- : 2 . � - A8 ;8. - 1 80 9 0 /?:- � -
AI- . 6 81 - � - �9:2 /- 2 . 90 5 A/3- . 8:F 1 9 -- 1 /- 0 5.

µ
9;5- 0 : . 6 82 8�:. 5- 4 - 0 5 � - � /. 52 /;:5/90 � - �90 ' /. - . � � A:.

6 2 31 /. 34 - 0 5 > 9 0 8> � - 4 80 /� 2 - G30 32 8A- > A8 2 - A85/9 0
E {∆φ} = µ ± π > A8 �8A- : 2 - F81 5- 3580 5 1 - AA- 594 ;80 5

�80 . AI/0 5- 2 �8AA- � - �3E 0 /5/9 0
[−π, π]

� � 82 1 90 . 3?:- 0 5 > AI92 /- 0 585/9 0 4 9�- 0 0 - �: �- 1 5- : 2
∇φ

0 I- . 5 6 8. :0 -
4 - . : 2 - GA9;8A- . :2 A- . 7 /. 59G2 84 4 - . > - 5 - AA- 6 - :5 6 82 - F - 4 6 A- �82 /- 2 A92 . ?:- AI90 52 80 . A85- AI/4 8G- � -
�36 82 5> . 80 . ?:- A- . 84 6 A/5:� - . � - . 9 . 1 /AA85/90 . 1 780 G- 0 5 6 9:2 8:580 5�
� - :5B90 8A92 . 2 - A/- 2 A- . � /�32 - 0 1 - . GA9;8A- . � 9;. - 2 �3- . > 6 82 - F - 4 6 A- . : 2 A8 EG:2 - �� ���� > @ :0 - 92 /- 0 585/9 0
6 2 3=32 - 0 5/- AA- � - . . 52 : 1 5:2 - . �80 . AI- . 6 81 - /4 8G- � �6 2 � . 59:5> 1 I- . 5 1 - 55- 6 2 96 2 /353 ?:/ 0 9: . /0 532 - . . -
� /2 - 1 5- 4 - 0 5 > 6 A:5�5 ?:- AI9 2 /- 0 585/90 4 9�- 0 0 - �: G2 8� /- 0 5 � - . 6 78. - . � �:52 - 4 - 0 5 � /5 > /A . I8G/5 � I358;A/2
. / A8 �82 /85/9 0 � - . 9 . 1 /AA85/90 . � - . 7 /. 59G2 84 4 - . - 0 =90 1 5/90 � - AI9 2 /- 0 585/90 �: �- 1 5- : 2

δ
52 8�:/5 :0 -

80 /. 952 96 /- � - AI/4 8G- � ' 8A7- :2 - : . - 4 - 0 5> /A 0 - . - 4 ;A- 6 8. > # ' ��� �
�� �$�> ?:- 1 - 55- 2 - A85/90 . 9/5 . /4 6 A- �
+ 0 - � - 5> 1 94 4 - A- 4 90 52 - A8 EG:2 - �� ����� > 90 6 - :5 8�9/2 : 0 - /4 8G- 6 2 3. - 0 580 5 :0 - =92 5- 80 /. 952 96 /-
. 80 . ?:- 1 - AA- B 1 / 0 - . - 2 36 - 2 1 :5- . : 2 A- . 7 /. 59G2 84 4 - . � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - > 6 :/. ?: I9 0 9; . - 2 �- � - .
� /. 52 /;:5/90 . . - 0 . /;A- 4 - 0 5 /� - 0 5/?:- . 6 9: 2

δ = ex
- 5

δ = ey
� � AI/0 �- 2 . - > A8 EG:2 - �� ���� 4 90 52 - � - .

7 /. 59G2 84 4 - . 52 � . � /�32 - 0 5. > 8A92 . ?: I90 0 I9; . - 2 �- 6 8. � I80 /. 952 96 /- 3� /� - 0 5- � _ I/A - . 5 0 380 4 9/0 . 6 - 2 4 /.
� - . :6 6 9 . - 2 ?: I/A - F /. 5- - � - 1 5/�- 4 - 0 5 :0 - 2 - A85/90 - 0 52 - > � I: 0 - 6 82 5> A8 �82 /85/9 0 � - . 7 /. 59G2 84 4 - . � - .
/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 8�- 1 AI92 /- 0 585/90 �: �- 1 5- : 2 �36 A81 - 4 - 0 5

δ
- 5> � I8:52 - 6 82 5> AI80 /. 952 96 /- � - AI/4 8G-

35:� /3- > - AA- - . 5 52 96 1 94 6 A- F - 6 9:2 6 9:�9/2 C52 - - F6 A9/53- �80 . A- 1 8� 2 - � - 1 - 52 8�8/A�
��� ���� �� �� �������� �� ��������� Q �� �� ���� ����� κ �
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�80 . A- 4 C4 - 92 � 2 - � I/�3- . > 90 6 - :5 . I/0 5- 2 2 9G- 2 . : 2 AI3�9A:5/9 0 � - . 7 /. 59G2 84 4 - . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. -
A92 . ?:- A8 0 92 4 - �: �- 1 5- : 2

δ
�82 /- � �8 EG:2 - �� ����H 4 90 52 - 1 - ?: I9 0 9;5/- 0 5 8A92 . > - 0 1 9 0 . /�32 80 5

59:�9:2 . A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - � - A8 EG:2 - �� ���� 1 94 4 - /4 8G- 4 9��A- � �92 . ?: - A- �- 1 5- : 2 �36 A81 - 4 - 0 5
- . 5 1 9A/0 38/2 - @

ex > 90 9; . - 2 �- ?:- A- . 9. 1 /AA85/9 0 . . 90 5 � - 4 9/0 . - 0 4 9/0 . 4 82 ?:3- . 8: =:2 - 5 @ 4 - . :2 - ?:-
A- . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 1 9 0 . /�32 3 . . 90 5 6 2 /. - 0 52 - � - :F 6 9/0 5. � - 6 A: . - 0 6 A: . � /. 580 5. � � - 1 / . :GG� 2 - ?:-
A8 1 92 2 3A85/90 . 6 85/8A- � - . 6 78. - . � /. 6 82 8�5 8. . - � 2 86 /� - 4 - 0 5 A92 . ?:- |δ| 8:G4 - 0 5- � � - 6 - 0 �80 5 > A92 . ?: I9 0
1 90 . /�� 2 - A8 . - 1 9 0 � - � /2 - 1 5/9 0 �80 . AI- . 6 81 - � - �9:2 /- 2 > 9 0 1 9 0 . 585- ?:- AI9. 1 /AA85/9 0 � - AI7/. 59G2 84 4 - - . 5
6 A:. =92 5- �80 . A- 1 8.

δ = 3ey
?:- �80 . A- 1 8.

δ = ey(A . - 4 ;A- � I8/AA- :2 . ?:- A- . 6 78. - . � - 1 - 55- /4 8G- 4 9��A- . 9/- 0 5 1 92 2 3A3- . . : 2 � - . � /. 580 1 - . 6 A: . G2 80 � - ?:-
A- . 52 9/. 6 /F- A. - F6 A92 3. . : 2 A8 EG:2 - �� ����H � + 0 - � - 5> 6 82 580 5 � - A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - � - A8 EG:2 - �� ���� >A- 1 8A1 :A � - . 7 /. 59G2 84 4 - . 1 9 2 2 - . 6 9 0 �80 5 8:F �- 1 5- : 2 . �36 A81 - 4 - 0 5

δ = δxex + δyey > 8�- 1 |δx| 6 12
- 5

|δy| 6 12 > 6 - 2 4 - 5 � I358;A/2 : 0 - 1 82 5- � - Q(δ) > 1 94 4 - A- 4 90 52 - A8 EG:2 - �� ����� � � - 52 81 3 � - . �8A- :2 .
� - A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - - 0 =90 1 5/90 � - A8 � /. 580 1 - @ AI9 2 /G/0 - > 3G8A- 4 - 0 5 4 90 52 3 . :2 A8 EG:2 - �� ����� >1 94 6 82 3 8: 1 8. � I: 0 1 784 6 ;2 9< 0 /- 0 =2 81 5/90 0 8/2 - � - 58/AA- H �� × H�� > 6 - 2 4 - 5 � I- . 5/4 - 2 ?:- A- . 6 78. - . � -
A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - . 90 5 1 9 2 2 3A3- . . : 2 6 A:. � - ?:/0 � - 6 /F - A. > 6 :/. ?:- A- . �8A- :2 . � - A8 ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5: 2 -
�80 . A- 1 8. � - A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - 2 - . 5- 0 5 59:�9:2 . 0 - 55- 4 - 0 5 . :6 32 /- : 2 - . @ 1 - AA- . 9;5- 0 :- . 6 9:2 A- 1 784 6
;2 9< 0 /- 0 =2 81 5/90 0 8/2 - � � �9590 . ?:- . / AI90 1 7- 2 1 7- @ 8�:. 5- 2 : 0 - =92 4 - - F6 90 - 0 5/- AA- 8: 4 /A/- : � - 1 - .
6 9/0 5. > 90 52 9:�- : 0 - A90 G:- :2 � - 1 9 2 2 3A85/9 0 � - AI92 � 2 - � - � >� 6 /F - A. > 4 8/. 8�- 1 : 0 - �8A- :2 8. �4 6 595/?:-
� I- 0 � /2 9 0

6.10−4 > . 9/5 � - :F @ 52 9 /. =9/. . :6 32 /- : 2 - 8:F �8A- :2 . 8. . 9 1 /3- . 8:F ;2 9< 0 /- 0 . =2 81 5/90 0 8/2 - . � D0
�8 �9/2 �80 . A8 . - 1 5/9 0 . : /�80 5- ?:- 1 - 55- 2 - 4 82 ?:- 8 . 90 /4 6 92 580 1 - ?:80 5 /A . I8G/2 8 � - �35- 2 4 /0 - 2 A8
6 2 3. - 0 1 - � - . 52 : 1 5: 2 - �80 . � - . /4 8G- . EA52 3- . 6 82 :0 /0 5- 2 =32 94 �52 - �


���� �� Q(δ)

Q
(δ

)

|δ|��� � �� ����� � ���!� "� �$��!�!& "�  !�$%!$�� �  �%�&� �$% ( � !�� ���� � "� ��%�&� ��! "� ' ( � � "�
�� "�� �!& "� %������ "� �� � �$�� �� ���� � ' �$�

δ = δxex + δyey
���% |δx| 6 12

�! |δy| 6 12 "# � �$%( �$ �!
&���$!��� "� Q ���% �� ���� � "�

δ "# "���!�$ , �� ' �% �� "� �� %��!� ��! &!& � ��  � " )$� + �%!�$� "�% ' �$�
+ �%���!�� �� ��%!$��� �!  ��! " )�$!��! ' �$  �� #�� �$� �� �$��!�!& "�  !�$%!$�� � ! ' �$ � ���"�, �$� �� � �$��
"� "���!�� �� %���% %���� ' ��"��! �$ %� "� �� "�� �!& "� %������ �! �� �� ��� � # %��$� " )$� #��*����
+ ��%!�������� "� � ��� !��� ��,

J� KKL� � W^] [PYV WU]V [�\ ["X\] [W$TV
J� KKL� LP !�V]Q P]]VURTQ
D0 8 �: 8: 1 786 /52 - �� � ?:- A- EA52 8G- 6 82 :0 /0 5- 2 =32 94 �52 - 6 9:�8/5 �3G2 8� - 2 0 958;A- 4 - 0 5 A- . � /. 52 /;:5/9 0 .
� - ; 2 /AA80 1 - 9; . - 2 �3- . > - 0 2 8/. 9 0 � I: 0 - 6 82 5 �: EA52 8G- �80 . AI- . 6 81 - � - �9:2 /- 2 > - 5 � I8:52 - 6 82 5 � - AI- � - 5
�: A9; - � I80 5- 0 0 - � D0 . - 6 A8.8/5 8A92 . �80 . A- 1 8� 2 - � I: 0 - 1 82 81 532 /. 85/90 � - . . 52 : 1 5: 2 - . 6 82 A- . . - :A- .

�
���� ��������� �� �� ����������� �� ��� �  �
��
 �� � ��� ��� ���������� � �� �� ���� ����  �� ������ � �� ������ ���������
������� ��� ��� �����
������ ��� �� ������� �



��� �� ���� � ��(� ���	 ���	 ����������	

84 6 A/5:� - . � - . 1 94 6 9. 80 5- . � - �9:2 /- 2 > - 5 9 0 8�8/5 358;A/ ?:- AI9:5/A A- 6 A:. E8;A- � > �80 . 1 - 1 9 0 5- F5- >1 90 . /. 58/5 @ 1 8A1 :A- 2 � /2 - 1 5- 4 - 0 5 A- . 6 - 1 52 - � - 6 :/. . 80 1 - � - . 1 82 5- . . 8A- . > . 9 /5 A8 4 9�- 0 0 - 8� /4 :58A- � - .
1 82 2 3 . � - . 4 9�:A- . � - . � /. /; /A/53. > 1 9 2 2 /G3- . � - A8 =90 1 5/90 � - 6 9/� . �


��
�������� � 
��
�������� �

�
	
��
�



��
	
��
�
�

�
	
��
�


�
�

�
�
��

∆α �� � ∆α ���

∆
δ

��
�

∆
δ

��
�

��� � �� ����+ � ���� �  ��� %�� !�$�!� # ' ��!�� "� �� "�� �!& "� %������ "� �� � �$�� �� ���� �� $!��� ��! �� 
"�$% %��� �$��!��� �� ' �$ %��' �%!� "� �� � �$�� �� �� , �� !��� �� "� ���$ "$ ��#�  	�!( &!� & � ! �� "��$&�
�� #� # � �$%( � "� %( ��$�  �$ �� �$��,

D2 > A8 4 - . : 2 - � - . � /. /; /A/53. �90 0 - 3G8A- 4 - 0 5 81 1 � . > - 0 57392 /- �: 4 9/0 . > 8:F 6 78. - . � - A8 � /. 52 /;:5/90
� - ; 2 /AA80 1 - � (A - . 5 �90 1 A9G/?:- � - 1 7- 2 1 7- 2 @ - F6 A9/5- 2 1 - 55- /0 =92 4 85/90 1 94 6 A34 - 0 58/2 - > 6 82 - F - 4 6 A-
- 0 86 6 A/?:80 5 A- . 4 3579� - . �31 2 /5- . �80 . 1 - 1 786 /52 - � �:- 6 - :5B90 8A92 . � /2 - � ' ����� � - . /0 1 2 34 - 0 5. � -
6 78. - � - . /4 8G- . . 8A- . 9;5- 0 :- . - 0 . 9 2 5/- �: . /4 :A85- :2 �31 2 /5 8: 1 786 /52 - �� � � I- � - 5 �: A9; - 6 2 /4 8/2 - >9 0 AI8 �3� @ . 9:A/G0 3 > . - 52 8�:/5 6 82 :0 - 1 90 �9A:5/90 �80 . AI- . 6 81 - � - �9:2 /- 2 > 8�- 1 : 0 0 9�8: �90 5 A8 58/AA-
- . 5 /0 �- 2 . - 4 - 0 5 6 2 96 92 5/9 0 0 - AA- 8: 2 86 6 92 5 - 0 52 - A8 58/AA- � - AI/4 8G- - 5 1 - AA- �: A9; - � + 0 . :6 6 9. 80 5 ?:-
A- . 84 6 A/5:� - . � - . 1 94 6 9 . 80 5- . � - �9:2 /- 2 0 - �82 /- 0 5 6 2 - . ?: - 6 8. . :2 :0 - � /. 580 1 - � - AI92 � 2 - � - A8 58/AA-
�: 0 9�8: � > � - 55- 1 90 �9A:5/90 2 - � /- 0 5 � ��  � � �"� @ =8/2 - : 0 - 4 9�- 0 0 - A9 1 8A- � - . 1 94 6 A- F - .

exp (iφ) >�90 5 /A 0 I- . 5 6 8. 52 /� /8A � - �35- 2 4 /0 - 2 A8 6 78. - � � 82 1 90 . 3?:- 0 5> . / AI9 0 6 - :5 /4 8G/0 - 2 ?:- A- . /0 1 2 34 - 0 5.
� - 6 78. - 1 9 2 2 - . 6 9 0 �80 5 @ � - . �- 1 5- : 2 . �36 A81 - 4 - 0 5

δ
� - 0 92 4 - /0 =32 /- : 2 - @ A8 58/AA- �: 0 9�8: . - 2 9 0 5

=92 5- 4 - 0 5 4 9� /E3. 6 82 AI- � - 5 �: A9; - � I80 5- 0 0 - > /A 0 I- . 5 6 8. 6 9: 2 8:580 5 8. . :2 3 ?:- A- . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. -
1 92 2 - . 6 90 �80 5 @ � - . �36 A81 - 4 - 0 5. 6 A: . /4 6 92 580 5. . 9 /- 0 5 - 0 2 - �80 1 7- 6 - : 8A532 3 . > 6 :/. ?:- A- . �8A- : 2 . � - .
6 78. - . - AA- . B4 C4 - . . 90 5 � /- 1 /A- . @ 3�8A:- 2 �
� I- � - 5 �: EA52 8G- - 0 �9:2 /- 2 > . 80 . 85530 :85/9 0 6 82 A- A9; - 6 2 /4 8/2 - - 5 - 0 AI8; . - 0 1 - � - ; 2 :/5> - . 5 6 A:. . /4 6 A-

�
 ����������� �� � ���� �� ����  �� �� 
 ������ ���������� ������� ��
� �� ���  ��� ��������� �� �� ��� �  ��� ���� ������ ��� ������  ����� �� � ��� ��� �



���� ���� �� ��� ���� ��� ����� 	�� �
�����
�� 	� ����� ���

@ 1 94 6 2 - 0 � 2 - > - 0 6 82 580 5 �: =8/5 ?:- A- . . - :A- . 6 78. - . 81 1 - . . /;A- . . 9 0 5 1 - AA- . 1 92 2 - . 6 90 �80 5 8:F 6 9/0 5.
- � - 1 5/�- 4 - 0 5 4 - . : 2 3. � � - ?:/ . :GG� 2 - ?:- A- . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - �90 5 90 � /. 6 9 . - 6 9:2 1 9 0 . 52 : /2 - A- .
7 /. 59G2 84 4 - . . 90 5 ; - 8: 1 9:6 4 9/0 . 0 94 ; 2 - :F ?:- �80 . A- 1 8. � - . /4 8G- . 0 9 0 EA52 3- . > � I8:580 5 ?: I:0
/0 1 2 34 - 0 5 � - 6 78. -

∆φ(k; δ)
0 - 6 - :5 C52 - 1 90 . /�32 3 ?:- . / A- . � - :F 6 78. - .

φ(k)
- 5

φ(k + δ)
. 9 0 5 1 9 0 0 :- . >� I9) :0 - A/4 /585/90 � . : 2 A8 0 92 4 - 4 8F /4 8A- � -

δ
� D0 � /. 6 9. - �90 1 � - ; - 8: 1 9:6 4 9/0 . � - 6 9/0 5. 6 9:2

1 90 . 52 : /2 - A- . 7 /. 59G2 84 4 - . � D2 > 1 94 4 - AI8 4 90 52 3 A8 EG:2 - �� ����) > 1 - 55- � /4 /0 :5/9 0 �: 0 94 ;2 - � -
6 9/0 5. 8:G4 - 0 5- 1 90 . /�32 8;A- 4 - 0 5 A- ; 2 :/5 . :2 A- . 7 /. 59G2 84 4 - . > . / AI90 0 - � /4 /0 :- 6 8. 3G8A- 4 - 0 5 A-
0 94 ;2 - � - 1 - AA:A- . � I3 1 780 5/AA90 0 8G- � _ 9: . 1 - 55- � - 2 0 /� 2 - 1 90 � /5/9 0 > 9 0 6 - :5 - 0 2 - �80 1 7- - . 6 32 - 2 ?:- A8
=92 4 - GA9;8A- � - AI7 /. 59G2 84 4 - . 9/5 1 90 . - 2 �3- �
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��� � �� ����, � � � !�� ���� � " )�� %�&� ��! "� ' ( � � %���� ' ��"��! �$% �� �� �  ��� %�� !�$�!� # ' ��!��
"� �� "�� �!& "� %������ "� �� � �$�� �� ���� �� $!��� ��! �� %��� �$��!��� �� !�$� ��!��� � �! � � �! $��
+ ��%!��� "� ' ��" $��+ ��� �, �� ' �& ��!� �� "�$% %� � ���% �!  �� �!!&�$�!��� ' �� �� ��#� ' ��� ����� ��� �
�$� � )( � !�� ���� � "� ��%�&� ��! "� ' ( � � ' �$� �� "� !��#$!��� "� #��� ��� %� � �"
��, �� ��%!�$� "&' ��%�� ��!
$!��� & � !

δ = ex
,

J� KKL� L& � ZZ[" N#V UTX\ [W$TV
+ 0 1 - ?:/ 1 9 0 1 - 2 0 - AI86 6 2 9 1 7- 0 :4 32 /?: - > 90 1 9 0 . 52 : /5 A- . /4 8G- . . 8A- . 8. . 9 1 /3- . 8:F 1 90 EG:2 85/90 . � - 5 +
� - A8 EG:2 - �� �� > @ 6 82 5/2 � - A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - � - A8 EG:2 - �� ���� > - 0 . - �90 0 80 5 :0 - 58/AA- � - 6 /F - A � -
) >�� > . 9/5 A- �9:;A- � - A8 58/AA- :5/A/. 3- 8: 1 786 /52 - �� �> � - =8.90 @ 1 90 1 /A/- 2 A- =8/5 ?:- AI9 0 � /. 6 9. - � I: 0 -
� /. 52 /;:5/90 � - ; 2 /AA80 1 - 4 9��A- � - 58/AA-

512×512 > - 5 0 9 0 6 A:.
1024×1024 > 8�- 1 : 0 A9; - 6 2 /4 8/2 - 1 9:� 2 80 5

A8 4 C4 - =2 81 5/90 �: 1 784 6 � - �:- � � �8 EG:2 - �� ����+ 4 90 52 - 8/0 . / A- . ?:852 - /4 8G- . . 8A- . 9;5- 0 :- . > . - A90
A8 1 90 EG:2 85/9 0 - 5 A8 =90 1 5/90 � - 6 9/� . :5/A/. 3- . �
� - . 1 82 5- . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 1 9 0 5/- 0 0 - 0 5 8A92 . :0 0 94 ;2 - 2 - . 52 - /0 5 � - 6 9/0 5. �8A8;A- . > � I86 2 � . 1 - ?:/
8 353 � /5 6 A:. 78:5� � 82 - F - 4 6 A- > 6 9: 2

δ = ex > 8: A/- : � - � /. 6 9. - 2 � - �� ���� 6 9/0 5. � > 90 0 I- 0 8 ?:- ���)6 9:2 A8 1 90 EG:2 85/90 � - 5 ��� 6 9:2 A8 1 90 EG: 2 85/90 + � D0 1 8A1 :A- �90 1 A- : 2 . 7 /. 59G2 84 4 - . . : 2 �) 1 - AA:A- .
� I3 1 780 5/AA90 0 8G- 8: A/- : � - H) > 1 - ?:/ 6 - 2 4 - 5 � - A/4 /5- 2 A- ; 2 :/5� �8 EG:2 - �� ����, 4 90 52 - 1 - 2 58/0 . � - .
2 3. :A585. 9;5- 0 : . > �80 . A- 1 8. 9) A- �- 1 5- : 2 �36 A81 - 4 - 0 5 - . 5 �:. 5- 4 - 0 5

δ = ex
�

�� �� �������  �� ������������� �  � ���� ��� � ��� �����  �� ��� ������ ��� �������� �� ����� ��� �� ���� �  ��� ������ ���
� ��� ���� ��� � � �� �� ����� ��� � ���� ������ �

� ��  ���� ���� ���� ��� ����������� �� ���� ��� �	�	� ��  ���� ��� �� �� ������ ����� h = −5◦ �� δ = −23◦ ��
����� ������ ��  ���� �� � �� × � ��



��� �� ���� � ��(� ���	 ���	 ����������	

�8 =92 4 - � - AI7 /. 59G2 84 4 - - . 5 GA9;8A- 4 - 0 5 1 90 . - 2 �3- A92 . ?: I90 1 90 . /�� 2 - AI/4 8G- . 8A- 1 90 . 52 : /5- - 0 :5/A/. 80 5
A8 1 90 EG:2 85/90 A8 6 A:. 1 94 6 81 5- > - 5 - 0 0 - 6 2 - 0 80 5 6 8. - 0 1 94 6 5- AI85530 :85/90 6 82 A- A9; - 6 2 /4 8/2 - � � I- . 5
- 0 1 9 2 - 86 6 2 9F /4 85/�- 4 - 0 5 � 2 8/ �80 . A- 1 8. � - A8 1 9 0 EG:2 85/90 + > ; /- 0 ?: - 1 - . 9/5 4 9/0 . 1 A8/2 � + 0 2 - �80 1 7 - >�� . ?:- AI- � - 5 �: A9; - 6 2 /4 8/2 - - . 5 /0 1 A: . �80 . A8 . /4 :A85/90 > A- . 7 /. 59G2 84 4 - . . 90 5 1 94 6 A�5- 4 - 0 5 �3=92 4 3. >8�- 1 : 0 6 /1 52 � . 4 82 ?:3 8: �9/. /0 8G- � - ±π
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��
�������� � 
��
�������� �

��


�
�
�
�
�



�
�
�	



�
�
�
�
�
�
�
�



�
�
�	



��� � �� ����� � � ��� %( � � �$� ' �$� �� � �$�� �� ����, � ���% %�!!� + �� $� ��%!�$� "&' ��%�� ��!
δ = 6ex

,

�E0 � - 5- . 5- 2 . I/A - . 5 6 9. . /;A- � - 2 - 4 3� /- 2 @ 1 - 6 2 9;A�4 - - 0 :5/A/. 80 5 � - . �- 1 5- : 2 . �36 A81 - 4 - 0 5 � - 6 A: .
G2 80 � - 0 9 2 4 - �� > 90 4 90 52 - > . : 2 A8 EG:2 - �� ����� > A- . 7 /. 59G2 84 4 - . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - 1 90 . 52 : /5.
�80 . A- . 4 C4 - . 1 8. ?: - 1 - :F 1 9 0 . /�32 3 . . : 2 A8 EG:2 - �� ����, > 4 8/. 6 9: 2

δ = 6ex > . 81 780 5 ?:- A8 58/AA-
1 82 81 532 /. 5/?:- �: 0 9�8: � - 1 9 0 �9A:5/9 0 4 - 0 5/9 0 0 3 6 A: . 78:5 - . 5 � I- 0 � /2 90 � 6 /F - A. > 6 :/. ?:- A- A9; - 6 2 /4 8/2 -
8 :0 - 58/AA- � - AI92 � 2 - �: 4 9/5/3 � - 1 - AA- � - AI/4 8G- � D0 1 9 0 . 585- ?:- A8 =92 4 - GA9;8A- � - . 7 /. 59G2 84 4 - .
- . 5 - 0 - � - 5 1 9 0 . - 2 �3- �80 . A- 1 8. � - A8 1 9 0 EG:2 85/90 � > 4 8/. 6 8. �80 . A- 1 8. � - A8 1 90 EG:2 85/9 0 + � (A
. - 4 ;A- ?: I/A =8/AA- 8552 /;:- 2 1 - 5 - � - 5 8: 4 80 ?:- � - 6 9 /0 5. � - 4 - . : 2 - � - . /0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - �80 . 1 - 55-
1 90 EG:2 85/90 � �90 1 - 2 0 80 5 AI- � - 5 �: A9; - 6 2 /4 8/2 - > 90 �9/5 ?:- 1 - A:/B 1 / - . 5 4 /0 /4 - 6 :/. ?:- A- . 7/. 59G2 84 4 - .
. 90 5 GA9;8A- 4 - 0 5 /0 1 780 G3. A92 . ?: I90 86 6 A/?:- AI85530 :85/90 � (A =8:5 1 - 6 - 0 �80 5 6 2 - 0 � 2 - 1 - . 2 3 . :A585. 8�- 1
6 2 :� - 0 1 - > 3580 5 �90 0 3 A- ;2 :/5 . 585/. 5/?: - �

J� KKL� LN O"UN ^TQ W"UQ ] [�Q Z["� WQ" W[VQ
+ 0 1 90 1 A: . /90 > /A . - 4 ;A- 2 8/. 90 0 8;A- � I8- 2 4 - 2 ?: I3580 5 �90 0 3- :0 - � /. 52 /;:5/9 0 � - ; 2 /AA80 1 - 9; . - 2 �3- 8:
52 8�- 2 . � - AI/0 5- 2 =32 94 �52 - > . / 1 - AA- B1 / 6 2 3. - 0 5- : 0 - 1 - 2 58/0 - ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - �� - 5 . / > 1 94 4 - 6 9:2
A8 � - 0 . /53 � - 1 9A90 0 - � - A8 EG:2 - �� ���� > 1 - 55- . 52 : 1 5:2 - - . 5 �31 - A8;A- > . : 2 AI/4 8G- � - �36 82 5> 6 9:2 � - .
�36 A81 - 4 - 0 5.

δ
6 A:. G2 80 � . ?:- A8 58/AA- �: 0 9�8: � - 1 90 �9A:5/9 0 8. . 9 1 /3 8: A9; - � I80 5- 0 0 - > 8A92 . 90

6 9:2 2 8 �35- 1 5- 2 1 - 55- . 52 : 1 5:2 - �80 . A- . 7 /. 59G2 84 4 - . � I/0 1 2 34 - 0 5. � - 6 78. - � - . /4 8G- . . 8A- . > @ 1 90 � /5/90
� - � /. 6 9 . - 2 � I: 0 . :- . 84 4 - 0 5 G2 80 � 0 94 ;2 - � - 6 /F - A. � - 4 - . : 2 - . �� � �8:5- � - 5- 4 6 . > AI35:� - 86 6 2 9=90 � /-
� - . 1 90 � /5/9 0 . 6 2 85/?: - . 6 - 2 4 - 5580 5 � - 2 - 52 9:�- 2 : 0 - ?:80 5/53 � - . 52 : 1 5:2 - @ 6 82 5/2 � - . /4 8G- . . 8A- . 0 I8
4 8A7- :2 - : . - 4 - 0 5 6 8. 6 : C52 - 4 - 0 3- @ 5- 2 4 - �80 . A- 1 8� 2 - � - 1 - 52 8�8/A� D0 2 - 5/- 0 � 2 8 1 - 6 - 0 �80 5 ?:- A8
4 3579� - �31 2 /5- �80 . 1 - 1 786 /52 - 0 I- 0 - . 5 � - 59:5- . A- . =8.90 . ?: I@ . - . ;8A;:5/- 4 - 0 5. > - 5 ?:- ; /- 0 ?:- 1 - .
6 2 - 4 /- 2 . 2 3 . :A585. . 9/- 0 5 6 2 94 - 55- :2 . > /A =8:� 2 8 1 - 2 58/0 - 4 - 0 5 =9:2 0 /2 - 0 1 9 2 - � - 0 94 ;2 - :F - �92 5. 8�80 5 � -
	�
 �����������  ��� ������ ��� �� ������ �� ����� �� ����������� ���� ��� �� ��� � � �������� �		�� ���� ��� ������ ���� ��  !��� ������� ���� �� �!� ���� �	�
� �� � ������� �� ��� ����� �� ������ ���  ���� ���� � ��� ��� �� ������� � ��  ������ ����� � �� ������ �� ����� �� �����������

�� � �� ��� ������ �� �� ���������� (u, v) �



���� ���� �� ��� ���� ��� ����� 	�� �
�����
�� 	� ����� ���
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∑
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∑
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8. . 9 1 /3- 8: 6 2 9 1 - . . : . ;/� /4 - 0 . /90 0 - A

X
8/0 . / 1 9 0 . 52 : /5 > �31 2 /�80 5 AI3�9A:5/90 � - A8 � - 0 . /53 � - 6 2 9;8;/A/53

P
A- A90 G � - A8 A/G0 - � - � /. 3- > - . 5 �90 1

∂P

∂z
=

1

lv

∂(vP )

∂v
+

σ2
v

lv

∂2P

∂v2
+

∂

∂Iν
[κ0φ(Iν − Sν)P ]

- 0 6 9. 80 5
κν = κ0φ.

��,�

�80 . 1 - 55- 3?:85/90 > κ0
- . 5 A- 1 9 -- 1 /- 0 5 � I8; . 92 6 5/9 0 8: 1 - 0 52 - � - A8 2 8/- - 5

φ
- . 5 A- 6 2 9EA � I8; . 92 6 5/90 >. :6 6 9. 3 /� - 0 5/?:- 8: 6 2 9EA � I34 /. . /90 � + 0 /0 52 9�:/. 80 5 AI36 8/. . - : 2 96 5/?:-

τ = κ0z
8/0 . / ?:- A8 � /5- . . -
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2 3�:/5-
u = v/σv > 90 6 - :5 31 2 /2 - 1 - 55- 3?:85/90 . 9: . A8 =92 4 -

∂P

∂τ
=

1

τv

[
∂(uP )

∂u
+

∂2P

∂u2

]
+

∂

∂Iν
[φ(Iν − Sν)P ]

8�- 1
τv = κ0lv.

�94 4 - 90 . I/0 532 - . . - : 0 /?:- 4 - 0 5 @ AI- . 6 32 80 1 - � - AI/0 5- 0 . /53 ��+� > /A - . 5 A3G/5/4 - � I/0 52 9�:/2 - A- 6 2 - 4 /- 2
4 94 - 0 5 � - A8 � /. 52 /;:5/9 0 � - 6 2 9;8;/A/53

P
6 82 2 86 6 92 5 @ AI/0 5- 0 . /53 >

Qν(u; τ) =

∫ ∞

0

P

(
σvu, Iν ;

τ

κ0

)
IνdIν

?:/ - . 5 2 - A/3- @ AI- . 6 32 80 1 - 6 82
E {Iν(z)} =

∫
σvQν(u; κ0z)du.

� I3?:85/90 � I3�9A:5/9 0 � - 1 - 4 94 - 0 5 - . 5 9;5- 0 :- 6 82 /0 53G2 85/90 � - AI3?:85/90 . : 2
P

� � - 4 - 4 ;2 - � - G8: 1 7-
8/0 . / ?:- A- . �32 /�3- . 6 82 2 86 6 92 5 @ A8 � /5- . . - 2 3�:/5- . 90 5 /4 4 3� /85. @ 1 8A1 :A- 2 > - 5 . - :A A- 5- 2 4 - �32 /�3 6 82
2 86 6 92 5 @ AI/0 5- 0 . /53 . 6 31 /E?:- 2 - ?:/- 2 5 :0 - /0 53G2 85/90 6 82 6 82 5/- . >
∫ ∞

0

Iν
∂

∂Iν
[φ(Iν − Sν)P ] dIν = [Iνφ(Iν − Sν)P ]

∞
0 −

∫ ∞

0

φ(Iν − Sν)PdIν = −φ(Qν − WvSν),

6 : /. ?:- AI/0 53G2 8A- � -
P

. : 2 AI/0 5- 0 . /53 . 6 3 1 /E?:- 2 - �90 0 - A8 � /. 52 /;:5/90 � - . � /5- . . - .
Wv

� � /0 8A- 4 - 0 5> 90
8 AI3?:85/90 8:F �32 /�3- . 6 82 5/- AA- . 2 3G/. . 80 5 A- 4 94 - 0 5

Qν >
∂Qν

∂τ
=

1

τv

∂

∂u

(
uQν +

∂Qν

∂u

)
− φ(Qν − WvSν),

?:/ 1 90 . 5/5:- :0 - 3?:85/90 � - 52 80 .=- 2 5 G30 32 8A/. 3- > 6 :/. ?: I- AA- �31 2 /5 A- 1 94 6 92 5- 4 - 0 5 � - AI/0 5- 0 . /53
4 9�- 0 0 - A- A90 G � - AI8F - � - . 6 2 9=90 � - : 2 . 96 5/?:- . � (A . I8G/5 8A92 . � - A8 2 3 . 9:� 2 - - 0 . - �90 0 80 5 � - . 1 90 � /5/9 0 .
/0 /58A- . > 6 9:2

τ = 0 > 1 82 81 532 /. 80 5 A- 1 784 6 � - 2 8�90 0 - 4 - 0 5 @ AI- 0 52 3- �: 4 /A/- : > 8/0 . / ?:- � - . 1 90 � /5/9 0 .
8:F A/4 /5- . - 0 4 82 G- � - A8 2 8/- > . 9/5 6 9: 2 |u| → ∞ �

J KJ LM LR �VXP[$TVQ QT[ ^VQ X\]#"RVQ RV [\Q" ^T] W"U
�8 2 3. 9A:5/90 � - AI3?:85/9 0 � - 52 80 .=- 2 5 G30 32 8A/. 3- =9:2 0 /5 - 0 6 2 /0 1 /6 - 59:5- . A- . /0 =92 4 85/90 . ?: I9 0 6 9:2 B
2 8/5 . 9:78/5- 2 > 6 :/. ?: I- 0 �3E 0 /5/�- > A- 6 2 9EA � - 2 8/- 34 - 2 G- 0 5 - . 5 �:. 5- 4 - 0 5 �90 0 3 > - 0 =90 1 5/90 � -

ν > 6 82
AI/0 53G2 8A- � -

Qν(u; τd)
. : 2 A8 � /5- . . - > 9)

τd = κ0D
�3. /G0 - A8 6 2 9=90 � - : 2 96 5/?: - 8: 0 /�- 8: �: 6 9/0 5 � -

. 92 5/- �: 2 8�90 0 - 4 - 0 5�

�� (�� ��� ����	 ((	 	� �	 ��	� ������ �	 (�
� I82 5/1 A- � - �8/A �! �� ��8/A �! ��,> ��+�� �90 0 - 6 A: . /- : 2 . 4 3579� - . 80 8A�5/?:- . � - 2 3 . 9A:5/9 0 � - 1 - 55- 3?:8B
5/9 0 � + 0 6 2 - 4 /- 2 A/- : > /A - . 5 . :GG32 3 � - �3�- A96 6 - 2 A8 =90 1 5/90

Qν
. : 2 :0 - ;8. - � - =90 1 5/90 . 92 579G90 8A- .

�36 - 0 �80 5 � - A8 . - :A- 1 992 �90 0 3- � - � /5- . . - > A- . 1 9 -- 1 /- 0 5. �: �3�- A96 6 - 4 - 0 5 3580 5 8A92 . � - . =90 1 5/90 . � -
A8 6 2 9=90 � - : 2 96 5/?: -

τ
:0 /?:- 4 - 0 5>

Qν(u; τ) =
∑

n>0

Tn(τ)ϕn(u)
8�- 1

ϕn(u) =
1√
2πn!

∂n

∂un

(
e−u2/2

)
,

- 0 6 82 5/1 :A/- 2
ϕ0(u) = σvWv(σvu).

� I/0 . - 2 5/90 � - 1 - 55- =92 4 - �80 . AI3?:85/9 0 � - 52 80 .=- 2 5 =9:2 0 /5 : 0 .� . 5�4 - � I3?:85/90 . A/0 38/2 - . 6 9 2 580 5 . :2
A- . =90 1 5/9 0 .

Tn > 1 - ?:/ 6 - 2 4 - 5 � - 1 8A1 :A- 2 1 - AA- . B 1 / =92 4 - AA- 4 - 0 5> - 5 � - A- . 4 - 552 - . 9: . A8 =92 4 -

T (τ) = e−τ�T (0)
9) A- . 3A34 - 0 5. � - A8 4 852 /1 - � . 9 0 5

Amn =
m

τv
δmn +

∫
ϕm(u)φ(u)ϕn(u)

ϕ0(u)
du

D0 4 90 52 - 8A92 . ��8/A �! ��,> ��+�� ?: I90 2 - 52 9:�- A- . 1 90 1 A: . /90 . � - . 1 8. 4 /1 2 95:2 ;:A- 0 5 - 5 4 81 2 95: 2 ;:A- 0 5
?:80 � 90 6 8. . - 8:F A/4 /5- . 2 - . 6 - 1 5/�- .

τv → 0
- 5

τv → ∞ � D0 6 - :5 � I8/AA- :2 . G30 32 8A/. - 2 A- 2 3 . :A585 9;5- 0 :
�80 . A8 A/4 /5- 4 /1 2 95:2 ;:A- 0 5- 8: 1 8. � I: 0 - A90 G:- :2 � - 1 9 2 2 3A85/9 0 6 - 5/5- 4 8/. E 0 /- > 1 - ?:/ 6 - 2 4 - 5 � - �9/2
?:- A- 1 9 -- 1 /- 0 5 � I8; . 92 6 5/90 8 8A92 . :0 - �8A- :2 6 A:. =8/;A- ?:- �80 . A- 1 8. 4 /1 2 95:;:A- 0 5> - 5 A- . 6 2 9EA. � -
2 8/- . 90 5 8A92 . 6 A:. 86 A85/. �
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+ 0 =8/5 > 1 - 55- 86 6 2 9 1 7- - 0 5- 2 4 - . � - �3�- A96 6 - 4 - 0 5 . :2 :0 - 0 . - 4 ;A- � - =90 1 5/90 . 92 579G90 8A- . 2 - . . - 4 ;A-
@ A8 2 3. 9A:5/90 � I: 0 6 2 9;A�4 - ?:80 5/?: - � � I8/AA- :2 . > AI/0 53G2 8A- 3 1 2 /5- �:. 5- 8: � - . . : . �80 . AI- F6 2 - . . /90 � -
Amn

- . 5 . - 4 ;A8;A- @ AI- F6 2 - . . /9 0 � I: 0 3A34 - 0 5 � - 4 852 /1 - 〈m|φ|n〉 � I: 0 96 32 85- : 2 ?:80 5/?:-
φ

- 0 52 - � - :F
3585.

m
- 5

n
� �80 . 1 - 55- 96 5/?: - > ��8/A �! ��,> ��+�� 6 2 96 9. - :0 - 52 80 .=92 4 85/90 � - AI3?:85/9 0 � - 52 80 .=- 2 5

G30 32 8A/. 3- � 6 - 2 4 - 5580 5 � - A8 4 - 552 - . 9: . :0 - =92 4 - /� - 0 5/?:- @ 1 - AA- � - AI3?:85/90 � - _ 1 7 2 �� /0 G- 2 � � A:.
6 2 31 /. 34 - 0 5 > /A . I8G/5 � I/0 52 9�:/2 - A8 =90 1 5/90

Rν(u; τ) = exp

(
u2

4

)
Qν(u; τ)

Sν(τ)

- 5 � - =8/2 - AI7�6 957� . - ?: -
Rν(u; τ) = Xν(τ)Uν(u).

� I3?:85/90 � - 52 80 .=- 2 5 G30 32 8A/. 3- . - 52 8�:/5 8A92 . 6 82 AI3G8A/53 � - � - :F 4 - 4 ;2 - . �36 - 0 �80 5 1 781 : 0 � I: 0 -
. - :A- � - . � - :F �82 /8;A- .

τ
- 5

u > - 5 ?:/ . 9 0 5 �90 1 3G8:F @ A8 4 C4 - 1 90 . 580 5- −ε
� D0 - 0 5/2 - : 0 - =92 4 -

/0 53G2 8A- 6 9:2
Xν

- 5 90 6 - :5 8A92 . 358;A/2 ?:-
Uν

. : /5 :0 - 3?:85/9 0 � - _ 1 7 2 �� /0 G- 2 > �90 5 A- 6 95- 0 5/- A
�36 - 0 � �: 6 2 9EA

φ >

d2Uν

du2
+ (ε − V )Uν = 0

8�- 1
V (u) =

u2

4
+ τvφ(u) − 1

2
.

� I- 0 . - 4 ;A- � - . . 9A:5/9 0 . - . 5 � /. 1 2 - 5> - 5 1 - AA- . B1 / 6 - :�- 0 5 C52 - 2 - A/3- . 8:F =90 1 5/90 .
ϕn

�80 . A8 A/4 /5-
τv → 0

�
� 82 2 86 6 92 5 @ A8 4 3579� - 4 852 /1 /- AA- > 1 - 55- 86 6 2 9 1 7- 8 AI8�80 58G- � IC52 - �8A/� - 6 9:2 A- . �8A- :2 . ?: - A1 90 ?: - .
� -

τv > 1 82 90 6 - :5 /0 53G2 - 2 0 :4 32 /?:- 4 - 0 5 AI3?:85/90 � - _ 1 7 2 �� /0 G- 2 � �8 =90 1 5/9 0
Qν

- . 5 8A92 . : 0 - . :6 - 2 B
6 9. /5/9 0 � - . 9A:5/9 0 . 6 82 5/1 :A/� 2 - . � - A8 =92 4 -

XνUν > ?: I9 0 6 - :5 57392 /?:- 4 - 0 5 1 8A1 :A- 2 - 0 =90 1 5/9 0 � - .
1 90 � /5/90 . /0 /5/8A- . - 5 � - . 1 90 � /5/9 0 . 8:F A/4 /5- . �
�80 . A- 1 8. 9)

τv � 1 > /A - . 5 6 9 . . /;A- � - =8/2 - : 0 1 8A1 :A 80 8A�5/?:- - 0 86 6 A/?:80 5 A- . 4 3579� - . 6 - 2 5:2 ;85/�- .
; /- 0 1 90 0 :- . - 0 4 3 1 80 /?:- ?:80 5/?: - > 6 :/. ?:-

τvφ
86 6 82 8�5 1 94 4 - : 0 - 6 - 5/5- 6 - 2 5:2 ;85/9 0 �: 6 95- 0 5/- A

6 82 8;9A/?:- � D0 2 - 52 9:�- 8A92 . A- 1 94 6 92 5- 4 - 0 5 8. �4 6 595/?:- 8:F =8/;A- . A90 G:- :2 . � - 1 92 2 3A85/90 9;5- 0 :
6 82 AI86 6 2 9 1 7- 4 852 /1 /- AA- �

J KJ L � WX T^P] W"UQ UTX\ [W$TVQ

J KJ L LP KU] ["RTN] W"U
�80 . :0 82 5/1 A- . : /�80 5 ��8/A& _ - �A4 8� 2 > ��+�� > �8/A - 5 _ - �A4 8� 2 90 5 86 6 A/?:3 1 - 55- 4 3579� - 8: 1 8.
� - 2 8/- . �: =- 2 - 5 � - AI9F�G� 0 - 8594 /?: - . ��- � - 5 D �� =92 4 3- . �80 . A8 6 7959 . 6 7� 2 - . 9A8/2 - � � I/0 53G2 85/9 0
0 :4 32 /?: - � /2 - 1 5- � - AI3?:85/90 � - 52 80 .=- 2 5 G30 32 8A/. 3- �90 0 80 5 A- 6 2 9EA � - . 2 8/- . > - 5 �90 1 A- . A82 G- :2 .
3?: /�8A- 0 5- . - 5 A- . 1 9: 2 ; - . � - 1 2 9 /. . 80 1 - 57392 /?:- . > /A - . 5 6 9. . /;A- � - 1 94 6 82 - 2 A- . 2 3. :A585. 9;5- 0 : . 8:F
9;. - 2 �85/90 . � /. 6 90 /;A- . �80 . A- 1 8. �: _ 9A- /A� * - 4 82 ?:90 . 59:5 � I8;92 � ?:- 6 9:2 � - . 2 8/. 90 . � - . 58;/A/53
0 :4 32 /?: - > /A. /0 52 9�:/. - 0 5 A8 =90 1 5/9 0

qν > �3E 0 /- 6 82

Qν(u; τ) = Wv(σvu)qν(u; τ)
�90 5 AI3?:85/9 0 � I3�9A:5/9 0 - . 5 ∂qν

∂τ
=

1

τv

(
−u

∂qν

∂u
+

∂2qν

∂u2

)
− φ(qν − Sν),

- 5 1 I- . 5 1 - 55- 3?:85/90 8:F �32 /�3- . 6 82 5/- AA- . ?:/ - . 5 2 3 . 9A:- > 3580 5 �90 0 3- . A- . 1 90 � /5/9 0 . /0 /5/8A- . - 5
A- . 1 9 0 � /5/90 . 8:F A/4 /5- . � � - AA- . B 1 / . 9 0 5 . 6 31 /E 3- . > 6 9:2 A- . 6 2 - 4 /� 2 - . > - 0 6 9 . 80 5 ?: I@ AI- 0 52 3- �: 0 :8G- >. 9/5 6 9:2

τ = 0 > AI/0 5- 0 . /53 1 90 � /5/90 0 - AA-
qν

- . 5 �90 0 3- 6 82 A8 =90 1 5/9 0 � - � A80 1 %
Bν > 6 9: 2 :0 - 1 - 2 58/0 -

5- 4 6 32 85:2 -
T0 > - 5 6 9: 2 A- . . - 1 90 � - . > - 0 . - �90 0 80 5 :0 - /0 5- 0 . /53 �: 1 90 5/0 : > 0 953-

Ic
ν > - 5 - 0 6 9. 80 5 ?:-

qν
5- 0 � �- 2 .

Ic
ν

6 9: 2 |u| → ∞ � � I: 0 6 9/0 5 � - �:- 6 2 85/?:- > A- . 6 82 84 �52 - . � - AI3?:85/90 � - 52 80 .=- 2 5
�1 9 -- 1 /- 0 5 � I8; . 92 6 5/9 0 8: 1 - 0 52 - � - A8 2 8/- - 5 =90 1 5/9 0 . 9: 2 1 - - 0 6 82 5/1 :A/- 2 � . 90 5 �90 0 3 . 6 82 :0 4 9��A-
� I854 9. 6 7� 2 - ��9A<- G- 2 > ���+� �

�
����� ������ �� ���� � ���������� ��� � ���  ��� �� ���� ��� ������ ��� τ �� u � �� �� � ��� � ��������� ��� � ���� �� ������� ���
����� �� � ����� Qν(u; τ) �� �������� ��� Tn(τ) �� ��� ϕn(u) �



��� � �� �� � � �� �(�� ���� �������	�

J KJ L L& ' ["� ^Q RV [P WV
�8 EG:2 - � �� �� 4 90 52 - A- . 6 2 9EA. � - . 2 8/- . � I8; . 92 6 5/9 0 � - AI9F�G� 0 - @ +++� � - 5 �: =- 2 @ HH+� � 8/0 . /
1 8A1 :A3. � > 6 9:2 � /�32 - 0 5- . �8A- :2 . � -

lv
- 5 � -

σv
� D0 �9/5 ?:- A- . 6 2 9EA. � I8; . 92 6 5/90 . 9 0 5 � I8:580 5 6 A:.

6 2 9=90 � . - 5 A82 G- . ?: - A8 A90 G:- :2 � - 1 92 2 3A85/90 � - A8 � /5- . . - - . 5 6 A:. 6 - 5/5- � � - 1 / 2 - . 5- � 2 8/ 580 5 ?: I90 0 I8
6 8. 855- /0 5 AI:0 - � - . � - :F A/4 /5- . > 4 81 2 95:2 ;:A- 0 5- 9: 4 /1 2 95:2 ;:A- 0 5- > 6 9:2 A- . ?:- AA- . A- 6 2 9EA � I/0 5- 0 . /53
� - � /- 0 5 - 0 6 2 85/?:- /0 �36 - 0 �80 5 � -

lv
� � I86 2 � . A- . 2 3. :A585. � - ��8/A& _ - �A4 8� 2 > ��+�� > A8 52 80 . /5/90

4 /1 2 95: 2 ;:A- 0 5- - . 5 855- /0 5- 6 9:2
lv 6 1

%4 - 0 1 - ?:/ 1 9 0 1 - 2 0 - A8 2 8/- � - AI9F�G� 0 - - 5 6 9: 2
lv 6 10

%4
- 0 1 - ?: / 1 90 1 - 2 0 - 1 - AA- �: =- 2 � *31 /6 2 9 ?:- 4 - 0 5> A8 A/4 /5- 4 81 2 95:2 ;:A- 0 5- . - . /5:- 8:F 8A- 0 59:2 . � -
lv > 1000

%4 6 9:2 AI9F�G� 0 - - 5
lv > 3000

%4 6 9:2 A- =- 2 �
�580 5 �90 0 3 ?:- A- 1 784 6 � - � /5- . . - 5:2 ;:A- 0 5 . - . :6 - 2 6 9. - @ AI8G/585/9 0 57- 2 4 /?: - > . 9 0 /0 �:- 0 1 - - . 5 6 A:.
G2 80 � - . : 2 A- . 2 8/- . � I3A34 - 0 5. �90 5 A8 � /. 6 - 2 . /90 57- 2 4 /?:- - . 5 6 A:. 6 - 5/5- > 1 - ?: I9 0 1 9 0 E 2 4 - /1 /� � � 9:2
A- . � /. 6 - 2 . /90 . � - � /5- . . - 5:2 ;:A- 0 5- /0 =32 /- : 2 - . @ A8 � /. 6 - 2 . /9 0 57- 2 4 /?:- �1 8. � - . 6 80 0 - 8:F

(a)
- 5

(e)
� -

A8 EG:2 - � �� ��� > 1 I- . 5 AI8G/585/90 57- 2 4 /?: - ?:/ �94 /0 - AI3A82 G/. . - 4 - 0 5 � - . 2 8/- . > - 5 A8 . 52 : 1 5:2 - �: 1 784 6
� - � /5- . . - 5:2 ;:A- 0 5> 1 I- . 5B@B� /2 - A8 �8A- : 2 � -

lv > 0 I8 ?: I: 0 - /4 6 92 580 1 - . - 1 90 �8/2 - > 59: . A- . 6 2 9EA. 3580 5
. - 0 . /;A- 4 - 0 5 /� - 0 5/?:- . � + 0 2 - �80 1 7 - > A92 . ?: -

σv
�94 /0 - A8 � /. 6 - 2 . /90 57 - 2 4 /?:- > 1 94 4 - 1 I- . 5 A- 1 8. . : 2

A- . 6 80 0 - 8:F
(c) > (d) > (f) > (g)

- 5
(h) > A- . 6 2 9EA. � - 2 8/- . 90 5 8. . - � � /�32 - 0 5. A- . : 0 . � - . 8:52 - . . : /�80 5 A8

A90 G:- : 2 � - 1 9 2 2 3A85/9 0 > 1 - 5 - � - 5 3580 5 � I8:580 5 6 A:. 4 82 ?:3 ?:-
σv

8:G4 - 0 5- � � 82 8/AA- :2 . > A8 . 52 : 1 5: 2 -
�: 1 784 6 � - � /5- . . - 0 I8 6 8. A8 4 C4 - /4 6 92 580 1 - 8: 1 - 0 52 - � - A8 2 8/- - 5 �80 . A- . 8/A- . � � - . 2 3. :A585.
� - ��8/A& _ - �A4 8� 2 > ��+�� 4 90 52 - 0 5 ?:- > . / 6 9:2 A- . 6 - 5/5- . A90 G:- :2 . � - 1 92 2 3A85/90 > AI- 0 . - 4 ;A- � - A8 2 8/-
- . 5 - � - 1 5/�- 4 - 0 5 =92 4 3 �80 . A- . 1 9 0 � /5/90 . � - 4 /1 2 95:2 ;:A- 0 1 - > - 0 2 - �80 1 7- > A92 . ?:-

lv
- . 5 8. . - � G2 80 � >A- 2 3G/4 - 4 81 2 95:2 ;:A- 0 5 . - =8/5 � I8;92 � - 5 - . . - 0 5/- AA- 4 - 0 5 . - 0 5/2 �80 . A- . 6 82 5/- . �: 6 2 9EA � I8; . 92 6 5/9 0

6 2 3. - 0 580 5 A- . G2 8� /- 0 5. A- . 6 A: . =92 5. - 0 =90 1 5/90 � -
∆λ > 8�80 5 � - . - =8/2 - . - 0 5/2 8: 1 - 0 52 - � - A8 2 8/- - 5

�80 . A- . 8/A- . �
D0 2 - 4 82 ?:- - 0 E 0 ?:- �80 . A- . 8/A- . � - . 2 8/- . > AI8; . 92 6 5/90 � - � /- 0 5 =8/;A- > - 5 A8 . 52 : 1 5:2 - �: 1 784 6 � -
� /5- . . - 6 - 2 � . 9 0 /4 6 92 580 1 - > � I9) A8 1 90 �- 2 G- 0 1 - � - . � /�32 - 0 5. 6 2 9EA. �
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AI3�9A:5/9 0 � - A8 A82 G- :2 3?:/�8A- 0 5-

Wλ
- 5 � - A8 6 2 9=90 � - : 2 �
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8: 1 - 0 52 - � - A8 2 8/- D � @ +++� � > - 0

=90 1 5/9 0 � - A8 A90 G:- :2 � - 1 92 2 3A85/90
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� I: 0 - 6 82 5> - 5 � - A8 � /5- . . - 5:2 ;:A- 0 5-
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(c) > A8 A82 G- :2 3?:/�8A- 0 5- � - � /- 0 5 /0 �36 - 0 �80 5- � -

σv >1 - ?:- 52 8�:/5 3G8A- 4 - 0 5 A8 1 90 �- 2 G- 0 1 - � - . 1 9:2 ; - . . : 2 A- 6 80 0 - 8:
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�
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6 80 0 - 8: � - � 2 9/5- � - A8 EG:2 - � �� �� > 9)

ln (gfε)
- . 5 A- 6 82 84 �52 - � I8;90 �80 1 - � - AI- . 6 � 1 - - 0 ?:- . 5/9 0 �
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 ��� � "� ���� " )�# ��' !��� D � # ���� � "� �$�� 
a − d

$ �! �- � # �� � "� �$�� 
e − h

$
%��%$�& ' �� � ���� � � �" �� �	�� �
 ��� , ���� � �� � ! $ $���  �$�� �� � ��!�& "� %( ��$� ' ��� � � ! ' �& ��!&��
&!��! "���& �$ )��  ��!  	� &!���$� , �� %��!�� "� �� ���� � !  �!$& # � �$%( � "� %( ��$�  �$ �� �$�� �!

rλ��' �& ��!� � )�# ��' !��� ����!��� �$ %��!��$ , 	 � � �$%( � # "���!�� �� � �$�� %���� ' ��"��! �$% %� 
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1
%4 .−1 � σv = 2

%4 .−1 � σv = 3
%4 .−1 �!

σv = 4
%4 .−1 , 	 �� %( ��$�  �$ �� �$��� �� "�� &���! ' ��� � 

%���� ' ��"��! # "� ����$� "�� &���!� "�
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1
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3000
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ln (gfε)��� � � �� �� � ���� �$� &�$������!� �! ' ��+ ��"�$� "� �� ���� D � # ���� � �� + ��%!��� "� %���%!&�� !��$� 
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�� %( �� �� ��"��$&  $� �� � �$�� "$ ' �����$ "� � �$%( � "�����! �� ����$� "�

lv
��� �$� �� %�$�#�  ��!

!��%&� �� + ��%!��� "�
σv

� �! �&%�' ���$�� ��!, �� %�$�#� �� !���! �  $� �� ' �����$% "� � �$%( � %��� � "�
"���!�� %���� ' ��"��! �$ %� � �%��!$�#$���!� �$� � ! �"��!��$� �$ %� ' $��� ��! !( ��� ��$�, � ��$�� �  $�
"� � ���� � � �" �� �	�� �
 ��� ,

� - . 1 9:2 ; - . � - 1 2 9 /. . 80 1 - 57392 /?: - . 6 - :�- 0 5 C52 - 4 /. - . @ 6 2 9E5 6 9:2 �35- 2 4 /0 - 2 A- . 1 82 81 532 /. 5/?:- . �:
1 784 6 � - � /5- . . - 8/0 . / ?:- A- . 8;90 �80 1 - . 2 - 6 2 9�:/. 80 5 8: 4 /- :F A- . 6 2 9EA. 9;. - 2 �3. � �580 5 �90 0 3 ?:-
A- . 2 3. :A585. � - ��8/A& _ - �A4 8� 2 > ��+�� 1 9 0 1 - 2 0 - 0 5 � - . 2 8/- . =92 4 3- . �80 . A8 6 7959 . 6 7� 2 - . 9A8/2 - > 90 0 -
A- . �90 0 - 2 8 6 8. /1 / > 6 :/. ?: - A- . �8A- :2 . 9;5- 0 :- . 0 - . 90 5 6 8. � 2 8/4 - 0 5 :5/A- . @ 0 952 - 35:� - � + 0 - � - 5 > A- .
1 90 � /5/90 . 2 3G0 80 5 �80 . A- . 0 :8G- . 4 9A31 :A8/2 - . �: 4 /A/- : /0 5- 2 . 5- AA8/2 - . 90 5 � - 59:5- . A- . 4 80 /� 2 - . 52 � .
� /�32 - 0 5- . � - 1 - AA- . �: 4 9��A- � I854 9 . 6 7� 2 - ?: I/A. :5/A/. - 0 5 ��9A<- G- 2 > ���+� �
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�
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J KJ L� LP KU] ["RTN] W"U
D0 8 - � - 1 5/�- 4 - 0 5 � /5 > 8: 1 786 /52 - 6 2 31 3� - 0 5> ?: - A- . 2 8/- . /0 5- 2 . 5- AA8/2 - . 358/- 0 5 52 � . � 2 8/. - 4 ;A8;A- 4 - 0 5
=92 4 3- . �80 . � - . 1 9 0 � /5/90 . 792 . 3?:/A/;2 - 57- 2 4 9�� 0 84 /?:- A9 1 8A> 3580 5 �90 0 3- . A- . =8/;A- . � - 0 . /53 . ?: I90 �
52 9:�- � �8 4 3579� - - F6 9 . 3- 6 A:. 78:5 �9/5 �90 1 C52 - 8�86 53- @ 1 - 1 8. > 1 I- . 5B@B� /2 - ?: I- 0 . : . � - AI3?:85/90
� - 52 80 .=- 2 5 G30 32 8A/. 3- > /A - . 5 0 31 - . . 8/2 - � - 2 3. 9:� 2 - . /4 :A580 34 - 0 5 A- . 3?:85/90 . 2 3G/. . 80 5 AI3�9A:5/90
� - . 6 96 :A85/9 0 . � - . 0 /�- 8:F �: =8/5 � - . 52 80 . /5/9 0 . 2 8� /85/�- . - 5 1 9AA/. /9 0 0 - AA- . > 59:5 - 0 . 85/.=8/. 80 5 @ A8
1 90 . - 2 �85/90 � - . 6 82 5/1 :A- . � � - 55- G30 32 8A/. 85/9 0 8 353 84 92 1 3- 6 82 ��8/A �! ��,> ��+H� > 6 :/. - . . - 0 5/- AA- 4 - 0 5
6 82 ��A;2 - 1 75 & � - G- A> ��,+� > �90 5 90 �8 6 2 3 . - 0 5- 2 . : 1 1 /0 1 5- 4 - 0 5 A- . 2 3 . :A585. �80 . A8 . : /5- � * - 4 82 ?:90 .
3G8A- 4 - 0 5 ?: I/A - . 5 �: . 5/E3 � - 1 7 - 2 1 7- 2 @ 35- 0 � 2 - A8 4 3579� - � - ��8/A �! ��,> ��+�� 8: 1 8. 792 . 3?: /A/; 2 -
57- 2 4 9�� 0 84 /?:- A9 1 8A 6 82 1 - ?:- A- A/;2 - 6 82 1 9:2 . 4 9�- 0 � - . 6 79590 . B ?:/ - . 5 6 2 31 /. 34 - 0 5 A/3 @ A8 0 95/90
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N
6 82 5/1 :A- . � - A8 4 C4 - - . 6 � 1 - > 6 9:�80 5 . - 52 9:�- 2 �80 . :0 1 - 2 58/0 0 94 ; 2 -
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p > �9:- 2 90 5 :0 2 �A- 6 82 5/1 :A/- 2 � �8 �82 /85/9 0 � - A8 6 96 :A85/9 0 {nk}

� I: 0 0 /�- 8:
k

- . 5 �90 0 3- 6 82
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dnk
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j

[nj (Cjk + Ajk) − nk (Ckj + Akj)] +
∑

j

[njBjk − nkBkj ] Jkj ,

�90 5 A- 4 - 4 ;2 - � - � 2 9/5- =8/5 /0 5- 2 �- 0 /2 A- . 1 9 -- 1 /- 0 5. � I+ /0 . 5- /0
A
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B
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∑
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- 5
p

6 :/. . - 0 5 6 2 - 0 � 2 - � - . �8A- : 2 . 0 90
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. 81 780 5 ?:-
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∫
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6 A80

(Ox, Oy)
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lñ
� �9590 . - 0 E 0 ?: - A8 � - 0 . /53 4 9�- 0 0 - A-

A90 G � - A8 A/G0 - � - � /. 3- - . 5 2 - A/3- @ A8 � - 0 . /53 � - 2 3=32 - 0 1 - 6 82

E {n} = n0 exp

(
σ2

ñ
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∂ñ2

)
− κν (qν − Sν)

��)��

* - 4 82 ?:90 . ?:- AI- . 6 32 80 1 - � - AI/0 5- 0 . /53 . 6 3 1 /E?:- - . 5 4 8/0 5- 0 80 5 �90 0 3- > - 0 =90 1 5/90 � -
Qν

B 9: � -
qν

B 6 82 : 0 - /0 53G2 8A- 6 92 580 5 0 9 0 . - :A- 4 - 0 5 . :2 A8 � /5- . . - > 1 94 4 - 1 I358/5 A- 1 8. �: . ?: I@ 6 2 3. - 0 5 > 4 8/.
3G8A- 4 - 0 5 . :2 A8 � - 0 . /53 A9G82 /574 /?: - >

E {Iν} =

∫∫
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lñ
=

5
,0

.1
0
1
7

��

lñ
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��� ���� ���� � !� !������� ��� !�������' " �� ���� !� ,�� +�� �� � � ����
g

�� ����#� "�� !�������� �
)��"��� ��� �'%�������� !��� � &"+�� ��� !� ������#������ �4 
� 	 �� �� ��� 

∂P

∂z
= − ∂

∂ñ

[(
hñ + gñ

∂gñ

∂ñ

)
P

]
− ∂

∂v

[(
hv + gv

∂gv

∂v

)
P

]
+

∂

∂Iν
[κν(Iν − Sν)P ] +

∂2
(
g2

ñP
)

∂ñ2
+

∂2
(
g2

vP
)

∂v2
.

I� ��� �� ���� !�� ��� " +� &�� ���%��-�� 
hñ

	
gñ

	
hv

� 
gv

%�� ����� ������� !��� �� ��� �����!"�"
%�� �" ��� ��� � ����� 	 ����� 	 �� �� ����� ���� "+�� ��� 	 !���"� �� �(�%� �� � �� %�� � &"+�� ��� �
� 
� �

23������ ������� 	�� � ������	 ��� ������
������  ��K���� �� � " (�!� !� �" ������ � ����� 	 ����� 	 � &" �% � ������ � ������ � � !"���� � &��% "����� !�
� &�� ���� " 	 ��+����� !"% ��! ��� ������ �� !� �� %��� ��� ��� �� ����� !� ���"� 	 � ��� "����� �� !� �� �� ����
� !� �� !���� " ������ (� �+�� � �'%���� �� �� 	 �� %���

Qν(v, ñ; z) =

∫
P (v, ñ, Iν ; z)IνdIν ,

� �� �(���(� � !" ��� ���� ��� "+�� ��� ! &"���� ��� �

� ��� �� �� 	 �� ��� �%��� � &"+�� ��� %�� �� ��� �� !���� " !� %�������� "
P

%�� � &�� ���� " �%"���+��
Iν

	
���� ! &�� "���� ��� ��  � � "�� �������� � �� � ������ � &�� "��� ��� %�� %�� ��� !"��� � �� � �� �� �� 	 ��
�� ��� ����� � &�'%������� �� ���� �

∂Qν

∂z
= − ∂

∂ñ

[(
hñ + gñ

∂gñ

∂ñ

)
Qν

]
− ∂

∂v

[(
hv + gv

∂gv

∂v

)
Qν

]
− κν(Qν − SνW ) +

∂2
(
g2

vQν

)

∂v2
+

∂2
(
g2

ñQν

)

∂ñ2

!�  � "+�� ��� �� � &"+�� ��� !�  ����,�� !��� �� ��� �� %�� � �"�"��� �����!"�" ��� � � ��� ,�� �� ������� ��
!���� " !� %�������� " K��� � %��� �� !���� " ������ (� �+�� � �� �� ���� ����� �!����� 	

W (v, ñ; z) =

∫
P (v, ñ, Iν ; z)dIν ,

!�� �� ��� ��+�� +� &���� �"���� "������� ��� "+�� ��� !� ������#������ 	 +� &�� %�� ! &�������� "�����
!���� �� �� 	 %���+� &���� �� ���� ��"� �� %�� ������ � � �(�� �+�� � �!�� ���������

Y = (v, ñ)
	 ��+��� �� !"K �

%��,�� �� �� !" ��� ��" ��  ��� �� !� ���� ���� � !� !"���� � !� !������� 	

∂W

∂z
= − ∂

∂ñ

[(
hñ + gñ

∂gñ

∂ñ

)
W

]
− ∂

∂v

[(
hv + gv

∂gv

∂v

)
W

]
+

∂2
(
g2

ñW
)

∂ñ2
+

∂2
(
g2

vW
)

∂v2
.

�
�4�
!�  � ��� ��+�� � &�� %�� +�� ,��� ���� 	 ��� �� �� ������� !� ��  � "+�� ��� !��� �� ��� � �
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�� �% �� .��/, �,-  ���) +'� !� �- �,�- !�)�* !�,--,
��� !� �"���!�� ��  � "+�� ��� !�  ����,�� �"�"�����"� 	 �� �� ! &����! �'%���� �� ��� ,��� �� +�� ��� 
%���!�� ��� ����"�� ���� �� �� ��� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� � � � � &�� �� % ���(� ��� �� %�������
���� ���� 	 ����� +� &�� � &� %�� ������ "��� � &"+�� ��� ��������� � &"���� ��� !� � &�� ���� " ���!� ��������
qν

	 � &�� +�� ��� �'%�������� !�������� �' �"����� ����!�� !��� �� ��� �"�"��� +� &�� � � ����" K��+� &��� �
I� �� !��� �� ��!���� ��� ,��� �� �% "���+��� +�� ���� ����� � � ������ !��� �� �� � � � )� � &�� %�� !"����������� 	
�� ��� ! &��%���� ��� ����"�� ��� �� �� ��� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� 	 !� ��%%���� +�� �� ��� ��� 
��� "+�� ��� ! &" � %��� ��%�+�� 	 ����� ��+����� �� %�������  ������� � ����� ����� ��� %�������� !� ��
!���� " 	 �� � 

Pturb ∝ nγ � !���� ! &�� �� %�� 	 ��  � %�������  ������� � �� ��"� � �� !��%������ �� ���� !�
�(��% !� �� �����

σv
%��

Pturb ∝ nσ2
v

	 �� �� �� ��" � �������� +�� �� !��% ������ !�� �� ����� �� ����#� "��
��"� � �� !���� " 	

σv = σ0

(
n

n0

)α

= σ0 exp (αñ)
����

α =
γ − 1

2

� ��
n0

�� �� !���� " !� �","����� !� � �� �� �$
.

���� ��� �� %�� �(� !� ��!� �� !� ����� 16 2.@	 
�#� � �" ��� ��� � ����� 	 ����� 	 �� �(���� ����� ���%��#
��� !� %���!�� ��� � "��� "+�� ���� !"������ � &"���� ��� !� �(��% !� �� ���� � !� �(��% !� !���� "
������ (� �+�� 	

dñ

dz
= − ñ

lñ
+

σñ√
lñ

Γñ(z)
� dv

dz
= − v

lv
+

σv√
lv

Γv(z),
�
� �

� ���� %��� +�� 	 !��� �� �� ��� 	 �� %���� � ��
σv

� &�� % ��� ��� ���� �� � � ��� !"%��! !� �� ��������
ñ

� ���
�� ��� %���� � ��� 	

lv
	
lñ

� 
σñ

��� �� +��� � ��' ���(���"� �
�� ! &"������ ��� ������� %�������� !�

γ
	 �� ������� !� �����+��� +�� �� %�������  ������� �

Pturb
�� 

��� �����!"�"� ����� ��� %������� ���" �+�� ������"� ��' �������� � � �������%�+��� !� ��� 	 � �� %�� 
!��� � &���%���� !�� ������� !� � &��!��� %��� ��%�+�� ������� %��� �� %������� ���" �+�� � �������%�+��

Pk
��

���� ! &�� ��� ��%%��" %��,�� � � ����� ! &��� "���� ��� ��� (��� � 	
γ = 1

� 
α

�� !��� ��� 	  ��!�� +� &��
"���� ��� �!���� �+�� 	 � ������ +� &�� ��  ����� %�� � !��� ��� %(��� � �� �+�� �� �����"� 	 �� %�� � 
!��� ��� %(��� ���"������� 	

γ
����� �� ��

5/3
�
α = 1/3

� � 
7/5

�
α = 1/5

� � �� ������ ���� 	 �� ������ +�� !��
������� !�

γ
���%����� �� �� 
 � � ����� ��%�"��� � ���� !�� ���!� ���� ������ �"�� !��� ��� !��"��� ��

%(���� !� � ����� �� ��� ������� �
��� ��� (�%� (���� 	 �� ,��� � !� � &"+�� ��� �"������ � &"���� ��� !� � &�� ���� " �������

Qν
�� �� � "��

+�� ����� !� �"��� ��� � ����� 	 ����� 	 � ���� %��� +�� �� !�� ���� ���
W

� &�� %�� ,�� �������� !� ,�� !��
����"�� ���� 	 � +��

σv
� &�� %�� ��� ���� �� � ���� !"% ��! !� �� !���� " 	

∂Qν

∂z
=

1

lñ

∂

∂ñ

[
ñQν + σ2

ñ

∂Qν

∂ñ

]
+

1

lv

∂

∂v

[
vQν + σ2

v

∂Qν

∂v

]
− κν(Qν − SνW ) .

�
���

�� ��� 	 ��� �'%�������� !�� !��"��� �� ,��� ����
hñ

	
hv

	
gñ

� 
gv

��� ���(���"�� %�� ��%%�� �� ���
���� ����"�� ��� � �� ����� ������� " ���� !� ,�� +��

gv
�� ��� ,��� ��� !�

ñ
	 �� +� � �� �(���� ���� ��

���� ���� !� !"����
D2

%���+�� � &�� �� !"���"� %�� ��%%�� �
v

+�� �� ������ 	 ��+����� �� ����� �

�� �% � �*� +�� !� � �, +(!��,�- !�)  ��� !� !� ��, ++,
� &�� ���� " �������

Qν
!"%��! !� �� !���� " ������ (� �+�� � !� �� �� ���� � )� �� !��� �� "������ 	 �����

���� �� ,�� !��� ��� !��"��� �� �%%�� �(�� !�  ����,�� ��!�� �, � � �(�� �+�� 	 !� ����� � ��!�� ��� 	 
�#�
� �" ��� ��� � ����� 	 ����� 	 ! &�� ��!���� � &�� ���� " ���!� ��������

qν
	 +�� ������ � ���� ������ � &�� ���� "

������� %�� �� !�� ���� ��� K��� �
W

!� �� !���� " ������ (� �+�� � !� �� �� ���� 	

qν(v, ñ; z) =
Qν(v, ñ; z)

W (v, ñ; z)

!� ��� � +��
E {Iν(z)} =

∫∫
qν(v, ñ; z)W (v, ñ; z)dñdv.

I� ��� ��+�� +��
qν

� ���� ���� �� �� !�� ������ ! &��� �� ���� " �% "���+�� 	 ��� ������ �� �
Qν

� �� ���
! &�� �� %�� +�� ��  � +��� � " �� � ����"� %�� �"��� ��� � ����� 	 ����� %��� !�� ������� !� � ����� "



��� �� �� � � �	���$����� 
�	 
��	���	 ���������3��	

���"��+�� � � &�� ��!�� ��� !� ��  � ,���� !��� � &"+�� ��� �
��� !���� �����

∂qν

∂z
=

qν

lñ

(
1 +

ñ

W

∂W

∂ñ
+

σ2
ñ

W

∂2W

∂ñ2

)
+

1

lñ

∂qν

∂ñ

(
ñ +

2σ2
ñ

W

∂W

∂ñ

)
+

σ2
ñ

lñ

∂2qν

∂ñ2

+
qν

lv

(
1 +

v

W

∂W

∂v
+

σ2
v

W

∂2W

∂v2

)
+

1

lv

∂qν

∂v

(
v +

2σ2
v

W

∂W

∂v

)
+

σ2
v

lv

∂2qν

∂v2
− κν(qν − Sν).

�� ���%����� ��� !� ��  � "+�� ���  ��� ��' %��%��" "� !� �� !�� ���� ��� !� %�������� " K��� � 	 !�� �� �
"��� %�� � (�� � &"+�� ��� ! &"���� ��� � )� �� �"�� �� � 	 �� �� %��-�� � ��� %��� ���

z
����� ����!� !���� 

��� ��������� !� ����"�� ���
lñ

� 
lv

	 !� ��%%���� +�� ��  � !�� ���� ��� � �  ��� �� �"��� � � � �������� 	 !�
��� � +� &���� �"���� � &"+�� ��� ���� �����! ������

1

lñ

(
W + ñ

∂W

∂ñ
+ σ2

ñ

∂2W

∂ñ2

)
+

1

lv

(
W + v

∂W

∂v
+ σ2

v

∂2W

∂v2

)
= 0,

�
���

+� &�� �� ��� !���� �� �� � %�� �� !� � &"+�� ��� �
�4� �� ���%��-�� ��� ,��� ����
hñ

	
hv

	
gñ

� 
gv

%��
����� �'%�������� ���%�� ���� 	 %��� �� !"����%%�� ��� !"���"�� � I� �� !"!�� +�� ���  ��� �� �� ,�� ��� !�
qν

!��� � &"+�� ��� !� � &�� ���� " ���!� �������� � &������� 	 !� ��� � +�� ������ �� 

∂qν

∂z
=

1

lñ

∂qν

∂ñ

(
ñ +

2σ2
ñ

W

∂W

∂ñ

)
+

σ2
ñ

lñ

∂2qν

∂ñ2
+

1

lv

∂qν

∂v

(
v +

2σ2
v

W

∂W

∂v

)
+

σ2
v

lv

∂2qν

∂v2
− κν(qν − Sν) .

�
�#�
� ��� �� ��� ��� � � �� ��� ����"�� ���� ��� ����� �� 	 �� � %���

γ = 1
	 �� � ! &��� %�� 

σv = σ0
+����� +�� ��� 

�� !���� " 	 � ��� "����� �� ,�� ����� ��� !�
W

	 ���� �� ,����
W (v, ñ) = Wñ(ñ)Wv(v)

	 �� ��� !�� ���� ����
���%�� ���� !� �� !���� " ������ (� �+�� � !� �� �� ���� ��� !���"�� %�� !�� ����������� 	 %���+�� ��� !��'
��������� 	 ��%%��"�� ��� ��!"%��!�� �� 	 ��� �"���� %�� !�� "+�� ���� !� �������� �'�� �� �� �!�� �+��� �
����� " �!�"� �� !" ��� !��� � &�'��%�� !� ������ �� �������� 	 �� �(�%� �� 5 � � �� I� � !��� 	 !��� �� ���
%�� ������� 	

W (v, ñ) = Wñ(ñ)Wv(v) =
1√

2πσñ

exp

(
− ñ2

2σ2
ñ

)
× 1√

2πσ0

exp

(
− v2

2σ2
0

)
,

� � &"+�� ��� �
�#� %���! ����� �� ,��� � %��� ���%�� � ����"� %�� �" ��� ��� � ����� 	 �����

∂qν

∂z
= − ñ

lñ

∂qν

∂ñ
+

σ2
ñ

lñ

∂2qν

∂ñ2
− v

lv

∂qν

∂v
+

σ2
0

lv

∂2qν

∂v2
− κν(qν − Sν),

�� +� � ,�� !��%���* �� 01 � 2;6, �� !�� ���� ��� K��� �
W

� �� ������(� 	 !��� �� ��� �"�"��� �� ��� ����"�� ����
��� %�"��� �� 	 �� �� %�� ������� �� %�� %���"!�� � ��  � ���%����� ��� ���� %�"��� ��� � )� ������� !���
!� !" ��� ���� �� ,��� � !� �� !���� " !� %�������� " K��� � � !���� �� �� ����� 	 �� ������ !���� %��� !�
������� !�� ��� "� 	 � �� %���* � ��� !� ��������� %�� ����� ��� �� !�� ���� ��� !�� �� �����

Wv
� ����� !��

!���� "� ������ (� �+���
Wñ

	 !"����� %�� ��� �� "��� ����

Wv(v) =

∫
W (v, ñ)dñ et Wñ(ñ) =

∫
W (v, ñ)dv.

���� ��%���!�� ��  ��� �������� !� �(�%� �� �5 	 ��� ,��� ����
Wñ

� 
Wv

��� ��� !���� "� !� %�������� "
� ��������� !� �� �� � !� ���%�� !� ������ ��� ��"� �����

(v, ñ)
�

�� �� � !-� �!��� !� � �,- �,�- !�)- +�0'�!��/!&�,-
�  �� !���" +�� ��� %���� � ��� !� � &"+�� ��� !� �������� ��������� � &"���� ��� !�

ñ
�� ���� !� �� �����

!� ���"� ��� !�� ���� �� �� 	 �� �� %������� !� �� �����!"��� �"%��"� �� !�� "+�� ���� ��� �� �� ���� � ���
� &�� ���� " �% "���+�� � �� ����� 	 �� ������ !� �� !�� ���� ��� !�� !���� "� ������ (� �+��� � �� ,�� !"K � " " ,�� 
�� �(�%� �� 5 � � �	 � �� � !��� 	 ��  ����%���� 	

Wñ(ñ) =
1√

2πσñ

exp

(
− ñ2

2σ2
ñ

)
,

��  � !�� ���� ��� � &" �� !��� %�� ��!��"� %�� ��� ����"�� ����
.



���� ���� �� � ��� ��� ����2��� ���� ���� �� 2�5 ������ ���
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�� 5 � � ��� �� %��� �������� �� !�� ���� ��� !�� ������� %����� %�� �� %�� ������ �"�� %�� ��� "+�� ��� !�
�������� � !�  � � " (�!� 	 ����"�"� %�� �� ����� 	 
���� 	 �� � ��� ���� " �� �%%��+�"� �� ��� 	 ���� %���
���%��'� 	 !� �� !�� ���� ��� !�� �� ����� �

�� �� � !-� �!��� !� � �,- * !�,--,-
�� �� �' � �,/ !� �, ,���,-- !� � �,- /�/,��- �, +' * !�,--,
�� %�� �"!��� �� +��� ��� ������ � � �������� �� !�� ���� ���

Wv(v)
� %�� �� !�� ����� � !� �� �� ����

µ′
p = E {v(z)p} 	 %��� �� �"���� � � �������� 	 � &�� #�#!��� %���

z � lv
� 

z � lñ
� �� %��� ���� " �%� ������ �

!��� 	 %�� �� !� � &"+�� ��� !� �������� ��� �� �� ���� 	 � �� "����� �� ���� ��� ,��� ����
v(z)

�� ���� !� �� �����
!� ���"� �� � ������ �� ����� ��� !� �� ���� �� � 	 �� +�� ������ � ��,���� �� ������ ��  ��� �� !� ,��� ����
!� � ���� !� 5 � � ��� �� 	

v(z) =

∫ z

0

σv(t)√
lv

exp

(
−z − t

lv

)
Γv(t)dt =

σ0√
lv

∫ z

0

exp

[
αñ(t) +

t − z

lv

]
Γv(t)dt,

�� %����� ���!� � �� ���� ����� ��� 	 � �� �(�������� ��� �� ���� ��� ����
v0 = v(0)

����� 	 �� +�� �� ���� � ��
%�� ��� %�� � !� �"�"���� " 	 %���+� &�� �"���� � � �������� 	 ��  ��� � !"%��!�� !� �� �� ���� ��� ���� �� 
�"��������� # � �� ����� ! &��!��

p
!� �� �� ���� �� %��� 

z
�� ����� � &��%"�����

µ′
p = E {v(z)p} =

(
σ0√
lv

)p ∫ z

0

dt1 . . .

∫ z

0

dtp E

{
p∏

i=1

exp

[
αñ(ti) +

1

lv
(ti − z)

]
Γv(ti)

}
,

!� +� &�� %�� �""����� �� ���� ��� ��� �(����� �� � !� ���������
τi = z − ti

	

µ′
p =

(
σ0√
lv

)p ∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτp exp

(
− 1

lv

p∑

i=1

τi

)
E

{
exp

[
α

p∑

i=1

ñ(z − τi)

]
.

p∏

i=1

Γv(z − τi)

}
,

�
���

���  ��� �� � � �(�� �+���
Γv

� � &������� !��  �� �� ���� !� �� ���� ��� �� ������� �� !"������"� !� �� !��#
�� " 	 �� ����"�� ��� �� �� ,����� +� &��  ������ !�� ���� ���� �

σv
!� ��� ,����� !� �������� � ��� ����"+��� 	

��� � ������� ! &�������� %�"��� �� !��� � &"+�� ��� �
��� %����� " �� ,�� ����"��

E

{
exp

[
α

p∑

i=1

ñ(z − τi)

]
.

p∏

i=1

Γv(z − τi)

}
= E

{
exp

[
α

p∑

i=1

ñ(z − τi)

]}
E

{
p∏

i=1

Γv(z − τi)

}
.

�
���

��� ��+���� +�� !��� �� ��� %�� ������� �� �� � &� � %�� !� ����"�� ��� 	
α

�� ��� 	 !� ��� � +�� ��  �
,�� ����� ��� �� "�"� �� ���� � ��� �������� 	 ��� %��%��" "� � � �� �+��� !�

Γv
��� ��� �� ����� 	 
���� +��

��� � ���� � ! &��!�� ��%��� ��� ���� 	 � +�� ��� � ���� � ! &��!�� %��� ,�� �� ������� !�� %��!�� � !�
!�� ���� ���� !� � ���� +�� ��� ���%����� ��� �� "������ �
��� � I� ��%%���� �� ��� +��

E

{
2m+1∏

i=1

Γv(z − τi)

}
= 0

� 
E

{
2m∏

i=1

Γv(z − τi)

}
= 2m

∑

Pm

δ(τi1 − τi2) . . . δ(τi2m−1 − τi2m
),

��
Pm

��%�"��� � � &�������� !��
(2m)!/(2mm!)

%���� � ����
(i1, i2, . . . , i2m)

!�
(1, 2, . . . , 2m)

%��� ���#
+������ ��� %��!�� � !� !�� ���� ���� !� � ���� ��� ���� ���� �� !�� ��� � � )� !"����� ����� ���"!�� �� �� 
!� ��� %��%��" "� +�� ��� ����� � ��%���� ��� ���� 	 � +�� ��� � ���� � %���� � &"������ 

µ′
2m =

(
2σ2

0

lv

)m∑

Pm

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi

]
E

{
exp

[
α

2m∑

i=1

ñ(z − τi)

]}
m∏

j=1

δ(τi2j−1 − τi2j
).
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��� �� �� � � �	���$����� 
�	 � ���		�	

I � 	 !��� �(����� !�� �� "������
2m

#!�� ������������ !� ��  � ����� 	 ��� ����� �� � !�� !��' ,�� ����
�'%���� ���� ��� %��,�� �� �� ���" ��+��� !��� ��� ��������� ! &�� "��� ���

τi
� ��� ����"+��� 	 � &�� ���

! &��� % ���� � ��� +������+�� �%%�� ���� � � &��������
Pm

������ � &�� "����!� �������� � ���� ���  ��� ��
��� !��� �!�� �+��� 	 � �� %�� � &������(�� !� ����� ����� �� "������ !���� �� �� 

µ′
2m =

(2m)!

m!

(
σ2

0

lv

)m ∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi

]
E

{
exp

[
α

2m∑

i=1

ñ(z − τi)

]}
m∏

i=1

δ(τ2i−1 − τ2i).

� %������ 	 �� � ���%���" �� �� � ��� !�� ��!���� !��� � &����� �� !�� !�� ���� ���� !� � ���� 	 �� +�� ������ 
� %���!�� ����� %���� � ��� %�� �������� � &�!�� � " �

�� �� �� �)*, +���,/,�� ,� ��!--' � ,- �,
α

���� �� ����
µ′

2m

!��� �� ��� !� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� ����"�"� 	 �� ,�� !��� �������� �� ,�� ���

E

{
exp

[
α

2m∑

i=1

ñ(z − τi)

]}
=

∞∑

k=0

αk

k!
E





[
2m∑

i=1

ñ(z − τi)

]k


 =

∞∑

k=0

αk

k!

∑

Ck,m

E





k∏

j=1

ñ(z − τij
)





�� !"����%%�� � &�'%���� ����� �� �"��� ������ 	 !� ,�-�� � ,���� �%%���* �� !�� %��!�� � !� ����"�� ��� !� ��
!���� " ������ (� �+�� 	 !�� �� %�� ��%"��� %������ �������� ��� %��%��" "� 	 �� � ������ �� � "�� %���"!���
+�� ����� � ����"� K��+� &� ���� ���� %��� �������� ��� � ���� � !� �� �� ���� � I� �� � ! &�������� +�� ��  �
"��� ��� % ��� � ! &��� ��� ��� ��� � !�� ����"�� ���� !���� "#�� ���� 	 %���+�� ��  ��� � ! &��!�� �"��

(k = 0)������%��! K�� ���� �� ��� ���� ����"�� ��� � �� !��� ���� "���� " !��� � &"+�� ��� %�"�"!�� � � ����� ��
!"����%%�� �� ,��� �� !� ��

k�
� � %�������� !� �� ����� !��

ñ(z − τi)
� � &��������

Ck,m
�� ����� ����� !��

k
#�%���

(i1, . . . , ik)
%��� !���

(1, . . . , 2m)
� �� ������ !� ����� 

µ′
2m

�� �"!�� !��� � ����� !�� �� "������
!� �� ,����

Ik,m =
∑

Ck,m

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi

]
E





k∏

j=1

ñ(z − τij
)





m∏

i=1

δ(τ2i−1 − τ2i).
�

��

���� �������� ��� !�������� 	 �� !�� !��� � &�� "������ ��' ����"�� ���� !� �(��% !� !���� " ������ (� �+�� ��
!��"��� � %��� � !� �� ����� !� ���"� � �� %�� �� !� �� ���� ��� ,������� !� � &"+�� ��� !� �������� �"������ 
� &"���� ��� !�

ñ
	 �� "��� �

E





k∏

j=1

ñ(z − τij
)



 =

(
σñ√
lñ

)k ∫ z−τi1

0

dt1 . . .

∫ z−τik

0

dtk exp




k∑

j=1

tj + τij
− z

lñ


E





k∏

j=1

Γñ(tj)



 ,

�


�

� &�'%���� ����� %����� " �� �' ��� � !� � &��%"����� %���+� &���� � &� %�� !� ����� ��� ��"� ���� � )� ���  !���
��  ("���� !� �������� ��� � ������� !� %��!�� � !�

Γñ
	 !�� �� �����* ��� %��%��" "� 	 %���+� &����� ��� ���

� "��� +�� ������ !�
Γv

	 � ������

E





2r+1∏

j=1

Γñ(tj)



 = 0

� 
E





2r∏

j=1

Γñ(tj)



 = 2r

∑

Pr

δ(tj1 − tj2) . . . δ(tj2r−1 − tj2r
).

�

��

)� � &����� +�� %���  �� � ������ ��%���� !�
k
	 ��� �� "������ Ik,m

��� ������ � ������ ��� �� ������ ������#
%��!�� ��' ������� %����� !�

k
� I� � !"K � �����+�" +�� ��  ��� � ! &��!�� �"�� I0,m

!����� �� ��� ����
����"�� ��� 	 %���+�� � &�� �� ����  ���� %�"��� ����+��

α
�� ��� � I� � !"K � " ���� ��� �'%������� ������� ��

�� �(�%� �� 5 � � �	 � ��� �� ��!���� ��� �� ������ %��� !�� ������� !� �����!� " !� ��� ��� � � &�� "����� I0,m�� ,�� ����� ��
m

�� "������ !������ �!�� �+��� 	 �� +� � %��� � ! &"�����

I0,m =

[∫ z

0

dτ1

∫ z

0

dτ2 exp

(
−τ1 + τ2

lv

)
δ(τ1 − τ2)

]m

=

(
lv
2

)m �� �"��� � � � ��������
(z � lv).

��1 I<; ?<H>895 875? 653 5�>95332<;3 $���% 5= $���% B8;3 65 ?83 >89=2?16259
α = 0

E



���� ���� �� � ��� ��� ����2��� ���� ���� �� 2�5 ������ ���

J %�� �� !� �� 	 �� %���� �� ���% � !�� ����"�� ���� �� �� ��� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� ��%��+�� +��
���  ����� ! &��!��

k = 2r
%��� "���" �� ��� %�� ���� 2 4 +3,+3� �� �� �� �� ��� !� �������� ��� �'%��������

������%��!�� �� 	 �� +�� %���� %�� �� ������ !�� �� "������ �� ���� �� 	 �� ����� �� ���"��� ��� %��%��" "� �

��
!�

Γñ
!��� � &�'%������� �


� 	

E





2r∏

j=1

ñ(z − τij
)



 =

(2r)!

r!

(
σ2

ñ

lñ

)r ∫ z−τi1

0

dt1 . . .

∫ z−τi2r

0

dt2r exp




2r∑

j=1

tj + τij
− z

lñ




r∏

j=1

δ(t2j−1 − t2j).

I� � �"� ����" ��� �� ,�� +�� � &�� "����!� �� �������� ���� � &��� ! &��� % ���� � ��� !�
Pr

� %��� ����� ,�� 
��� �(����� �� � !� ���������

uj = z − tj
%���

j = 1, 2, . . . , 2r
� ,�� ����" ��� �� "������ �� ������%�� ���

��������� %�"��� �� !��� �� � "�� !�� ���� ��� !� � ���� 	 �� �� ��� 

E





2r∏

j=1

ñ(z − τij
)



 =

(2r)!

r!

(
σ2

ñ

lñ

)r r∏

j=1

W(2j − 1, 2j; z),

�� �� ��!�����  ��%������� �� �� �� � ��� ���!���"� W(a, b; z)
	 % ��� � &������(�� ! &��� "+�� ���  ��%

������ � !�  � ,��� ��� ��%�"��� � � &�� "����� !����� �� ���� ����+� &�� � ���� �" �� ������%�� �� !�� ��#
������� ! &��� � "�� !�� ���� ��� !� � ���� 	

W(a, b; z) =

∫ z

τia

dua

∫ z

τib

dub exp

[
τia

− ua + τib
− ub

lñ

]
δ(ua − ub).

!����#�� �� �� "���� �� �'%���� �� �� 	 � �� ��� � � �� �"��� � � � ��������
(s � lñ)

%���! �� ,��� � ! &�� ,�� ���
�'%���� ��� !"% ��!�� !� �� �"%��� ��� |τia

− τib
| 	 ���%���� �� � ���� � !� �� ,��� ��� ! &�� � ����"�� ��� !�

�(��% !� !���� " ������ (� �+��� � ��� ����"+��� 	 !��� �� �"��� � � � �������� 	 ��� ,��� ���� !� ����"�� ���
! &��!�� %��� !� �� !���� " ������ (� �+�� ��� 

E





2r∏

j=1

ñ(z − τij
)



 =

(2r)!

r!

(
σ2

ñ

2

)r

exp


− 1

lñ

r∑

j=1

|τi2j−1 − τi2j
|


,

�� +�� % ��� � ! &�'%���� �� ��� �� "������ I2r,m
�� ���"��� ��  � ,��� � !��� � &�'%������� �

�� 	 � ,����� 

��� "+�� ��� �%%������� ���%�� 	 %���+�� �� ,����� �� ������� +�� !�� ,�� ���� �'%���� ���� 	

I2r,m =
(2r)!

r!

(
σ2

ñ

2

)r ∑

C2r,m

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp


− 1

lv

2m∑

i=1

τi −
1

lñ

r∑

j=1

|τi2j−1 − τi2j
|




m∏

i=1

δ(τ2i−1 − τ2i).

�� �� � � !�) �,��- �1�,- � (!��)0 �' +,-
���� � &������( �� !� %�",�� ��� +�� �� ,���� +� &�����!�� ��� �� � ���� !��� ��� ������� +�� ��� ������ 	 ����
������ "����� ��� ����� � %���� !� �� �� ���� ���� �� ,��� �

µ′
2m =

(2m)!

m!

(
σ2

0

lv

)m ∞∑

r=0

α2r

(2r)!
I2r,m =

(2m)!

m!

(
σ2

0

lv

)m ∞∑

r=0

α2r

r!

(
σ2

ñ

2

)r

Kr,m,
�

4�

�� � &�� � �� ��!�� ��� ������ ! &�� "������ Kr,m
!"����� %��

Kr,m =
∑

C2r,m

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp


− 1

lv

2m∑

i=1

τi −
1

lñ

r∑

j=1

|τi2j−1 − τi2j
|




m∏

i=1

δ(τ2i−1 − τ2i).
�

 �

!���� !� %��� (�� 	 �� ��� ���� ��� ������%��!�� �
r = 0

�� ����� !� ��� ���� ����"�� ��� �� �� �� !���� "
� �� �� ���� � )� � &��� !��� !� !" ��� ���� ��� ��� ���� ���� !�� ��!��� ������ � � � ��� ���� !� ���� ������

� �5 412 ; I53= >83 ><19 ;<13 319>95;B95 A 5= 32J;2�5 415 6 I@?K5665 ?898?=@923=2415 B5 B@?9<2338;?5 53=
lñ

E



��� �� �� � � �	���$����� 
�	 � ���		�	

!��� �� ����� � 	 �����!"���� �� ,��� � !��  ��� �� Kr,m
� !(���� ! &��' �� ���%��" ! &��� ����� ! &�� "������

2m
#!�������������� 	 !�� �� %�� ������� " �� � &����� �� !� � &�'%���� ����� � !����#�� ,�� �� ������� ��  ��� �

%��,�� �� �� ���" ��+�� ��  �� �� ��� ���������
τi

	 ����� +� &��  ���� !"%��!�� !�
2r

��������� �(������
%��� � ���

2m
%�������� � �� ��� +�� �� �(��' �� ,�� ���� ��� ��� ��� 	 � &�� #�#!��� +� &�� %�� �(����� !��'

,��� �� � "�� �������� 	 �� +�� !����� ! &�������� ��"�� �� �� !�� +��
r > m

� � &�� �� %�� 	 ��� ���%��� !�
��������� �� ������� !��� ��� � "�� ������ ������� %�����  �� ����� ���� �� �� ������ !��� �� � "��
!�� ���� ��� !� � ���� 	 �� ���� !��� !��' !�� ���� ���� !��"��� �� � I� ��� !��� +�� 	 ������ �� �(��' !�
(i1, . . . , i2r)

!���
J1, 2mK2r 	 � &�� "����� ��� �%�� ������%��!�� � %����� " �� !� %��������  �%�� � ���� � ���'

���%���!�� �� %��� 	 %������ � &�'��%�� !� � &��!��
r = 1

� ��� ��!����
i1

� 
i2

	 �%%�������� !��� �� ������
������� !��� � &�'%������� �

 � 	 ��� � �(����� %��� �

2m
%�������� "� 	 �(�+�� %���� !����� ��� �� "�����

2 4 +3,+3 !��"��� � !��� �� ����� K1,m
� !(����� !� ��� �� "������ 	 ��% ��!�� 	 ������ ! &�� !��  ���� ���

������ � 	

K(1)
1,m =

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi

]
m∏

i=1

δ(τ2i−1 − τ2i)

K(2)
1,m =

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi −
1

lñ
|τi1 − τi2 |

]
δ(τi1 − τi2)

m∏

i=1
2i6=i1,i2

δ(τ2i−1 − τ2i)

K(3)
1,m =

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτ2m exp

[
− 1

lv

2m∑

i=1

τi −
1

lñ
|τi1 − τi2 |

]
δ(τi1 − τi′1

)δ(τi2 − τi′2
)

m∏

i=1
2i6=i1,i2,i′

1
,i′

2

δ(τ2i−1 − τ2i),

������ +��
i1 = i2

�%��� ��� ���� 	 +��
i1 6= i2

�%%�������� !��� �� � "�� !�� ���� ��� !� � ���� �!��'����
���� 	 �� ������ +��

i1 6= i2
�%%�������� !��� !�� !�� ���� ���� !� � ���� !��"��� �� � �������� ���� � ��

������ !� ��� �� "������ �� ����� ,�� �! ���' 	 � ��� �� �� ,�� ���� !�� ��� " ,��!���� ��� � �� %��� ���  �%�
! &�� "����� �� �� ,�� !���" %�� �� ��� ���� ����"�� ��� 	 � ��� !��' �� ��� �� ��� ���� ���%�� ���� �� ��'
������� ! &��� �� "����� !����� � ! &��� �� "����� +��!��%�� 	 ���+������ % ����� " �� �'% ���� "��� 	 !� ��� �
+� &�� �� %��-�� !��� �� �"��� � � � �������� 	 �� � ������ �� 

K(1)
1,m =

(
lv
2

)m

, K(2)
1,m =

(
lv
2

)m � K(3)
1,m =

2lñ
lv + 2lñ

(
lv
2

)m

.

���� � �� ������ !�  ���� K1,m
���%�� 	 �� ,�� �� ����� ��� �� ���% �� �� ������ ! &�� "������ !� �(�+��

 �%� � )� �� �' �� �
2m

!� %��� ��� 	 �� ���� � &��!���
i1 = i2

�(���� %��� �
(1, . . . , 2m)

� )� � � "������� 
2(2m−1) ����� !� !��'����  �%� � 

2(m−1)(2m−1)
 ����� !�  ��������  �%�� � �  � �� 	 �� � � !���

(2m)2
 ��� �� 	

����� �� �� !�� �
!� �'��%�� ��� �� +�� 	 ! &��� � ������ �"�"���� 	 Kr,m

�� �� ����� !�
(2m)2r  ��� �� ������� �(����

! &��  �%� ! &�� "����� %��� � �� ������
N

!"%��!�� 2 4 +3,+3 !�
r

� 
m

� ���� ��  �%�
n

!���" �� ��
1

� 
N(r, m)

	 �� !"������
D(r, m, n)

�� "������ !� ��  �%� 	 �� "�� K(n)
r,m

	 !� ��� � +��

Kr,m =

N(r,m)∑

n=1

D(r, m, n)K(n)
r,m avec

N(r,m)∑

n=1

D(r, m, n) = (2m)2r.

�� %��!�
D(r, m, n)

!� �(�+��  �%� ! &�� "����� K(n)
r,m

�� �� ������ !� ��� ��%�"��� �� � �%%�������� !���
Kr,m

� !� ��� �"����������� !�� %�������� ��
m

� ���� ���� � �� ���� 	 !� !���" �� %�� �
2r

	 � �� �����
� &�� ! &�� �� ��' �� !� !���"

2r
	 ! &�%��� �� ��� ���� � ��� ���� ����� "��� � %�"�"!����� 	

D(r, m, n) =

2r∑

p=0

apm
p �� ��� ���� ���� �

ap
!"%��!�� 2 4 +3,+3 !�

r, m
� 

n.

�� ��� +�� �� !"% ��!���� ���#�#��� !�
m

� &�� %�� �� ��� ���� � � &"��� ��� ���� ��  � ,��� � %������ ���� � !�
+� &�� ��%%���� ���%����� �� !���� +�� ��� ���� ���� � !"%��!�� !�

m
	 � &�� +�� %��� ��� ����� �������
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!� �� �� ��� 	 ��� �� "������ ! &��  �%� !���" � &�� %�� ���� ! &" �� 	 %�� �'��%�� %���
m < 2

� 
r = 1

	 �� � &�
� +�� !��'  �%�� ! &�� "������ %����� ��� � ��������� �� 	 ���� ������ � ������� ��� ���� ���� �

ap
%��� ���

������� !�
r
	
m

� 
n > 3

�
!��� " �� !� 	 �� ����� � �'%���� � !� ��� �� "������ � � &��!�� �� 	 ���� +�� �� %�"��� �� %�� !� !�� ��� "
�����% ����� 	 �� !"K � ����� %"����� 	 !� ��� � +� &��' ��!��� ��%"������ 	 �� ��� �% ���� ��� !�� �� "������
!�  �%�� % ��� ���%��'�� ������ ������ �� %�� �+�� �� �� ��!��� �� ����� � ����� �+�� � I� %�� �"�������
����+��� �� ������� !�� ��������� �� %���� 

τi = xilv
� 

z = xlv
� �� �""������ Kr,m

�����

Kr,m = lmv
∑

C2r,m

∫ x

0

dx1 . . .

∫ x

0

dx2m exp


−

2m∑

i=1

xi −
lv
lñ

r∑

j=1

|xi2j−1 − xi2j
|




m∏

i=1

δ(x2i−1 − x2i),

! &�� �� %��%�� ������� " !� �(����� !�� �� "������ K(n)
r,m

�
lmv

� �� �"��� " 	 ������ � &�'��%�� !� � &��!�� �� 	
�� "����� +� &����� ��� %��%�� ��������� �

(lv/2)m 	 �� ���� ���� !� %��%�� ������� " !"% ��!�� !� ��%%�� 
!�� ��������� !� ����"�� ���

lv/lñ
����� +�� !�� ������� !�

r
	
m

� 
n

� ��� �� � � 	

Kr,m =

N(r,m)∑

n=1

[
2r∑

p=0

apm
p

]
cn

(
lv
2

)m

=

2r∑

p=0

bpm
p

(
lv
2

)m

,

�� �(�+�� ���� ���� 
bp

!"%��! !��� !�� �� ����
r

� 
m

� !� ��%%�� !�� ��������� !� ����"�� ��� �

�� �� �� �,���� -�� +,- /�/,��- ,� � !-� �!��� !� � �,- * !�,--,-
I� �� !"!�� �� ,��� � !�� ����� � ! &��!�� %��� !� �� �� ���� ! &�%��� � &"+�� ��� �

4� 	

µ′
2m =

∞∑

r=0

α2r

r!

(
σ2

ñ

2

)r 2r∑

p=0

bpm
p (2m)!

m!

(
σ2

0

2

)m

.

�� ��%%���� +�� ��� � ���� � ��%����
µ′

2m+1

��� ���� 	 �� ,��� ��� ����� "��� �+��
Zv

!� �� !�� ���� ���
!�� �� ����� �� ����� !���"� %�� ��� ����� ������ +� &�� %�� ��  �� ���� �� ,��� ��

Zv(uv) =
∞∑

r=0

(ασñ)2r

2rr!

2r∑

p=0

bpSp

(
−u2

vσ
2
0

2

)
avec Sp(x) =

∑

m>0

xm

m!
mp = Qp(x)ex,

��
Qp

�� �� %������� ! &��!��
p
� �� ,��� ��� ����� "��� �+�� % �� !��� � &"����� ����� ��� �����������

���"���� !� ,��� ���� !� �� ,����

Fk(uv) =

(
uvσ0√

2

)2k

exp

(
−u2

vσ
2
0

2

)
puisque Zv(uv) =

∞∑

r=0

(ασñ)2r

2rr!

2r∑

p=0

bpQp

(
−u2

vσ
2
0

2

)
exp

(
−u2

vσ
2
0

2

)
.

���� 	 �� !�� ���� ��� !�� �� ����� �� ��� ����������� ���"���� !��  ����,��� "�� !� �������
F̂k

!�� ,��� ����
Fk

	 +� &�� %�� �������� %�� �"�������� 	 �� � ������ ��� �� "��� ��� %�� %�� ��� 	 ��� 

F̂0(v) =
1√

2πσ0

exp

(
− v2

2σ2
0

)
et F̂1(v) =

(
1

2
− v2

2σ2
0

)
F̂0(v)

%��� ��� !��' %��� ����  ��� �� 	

F̂k(v) =

(
2k − 3

2
− v2

2σ2
0

)
F̂k−1(v) −

(
k2 − 5

2
k +

3

2

)
F̂k−2(v)

%���
k > 2.

��� ����"+��� 	
F̂k

�� �� %��!�� !� �� ����������
F̂0 = W 0

v

!� ��� ��� #����"�" %�� �� %������� ! &��!��
k

��
(v/σ0)

2 	 � �� �� !"!�� +�� �� !�� ���� ��� !�� �� ����� �� 	 ���� 	 �� %��!�� !�
W 0

v

%�� ��� �"��� %����
/�; ?5 412 ?<;?59;5 68 	<9H 5 B5

Sp(x)
A <; 68 B@H<;=95 5; 32H>62�8;= >89

m
A >123 5; B@756<>>8;=

mp−1 = (m− 1 + 1)p−1356<; 68 	<9H165 B1 :2;�H5 E �; 5; B@B12= 86<93 415
Sp(x)

3 I5�>92H 5 ?<HH5
x

H16=2>62@ >89 1;5 ?<H:2;823<; 62;@8295 B53
Sk(x)

><19
k

?<H>923 5;=95
�

5=
p − 1

E 089 9@?1995;?5 5= >89=8;= B1 	82= 415
S0(x) = ex

A <; <:=25;= 68 	<9H 5 8;;<;?@5 E



��� �� �� � � �	���$����� � �����

��
v/σ0

	 !�� ��� ���� ���� �
dp

!"%��!�� !�
α

�� !��� !� � &�'%���� %��� ��% �+��
γ
� 	 !� �� !��% ������

!�� !���� "� ������ (� �+���
σñ

� !� ��%%�� !�� ��������� !� ����"�� ���
lv/lñ

	

Wv(v) =
1√

2πσ0

exp

(
− v2

2σ2
0

)∑

p>0

dp

(
v2

σ2
0

)p

.
�

��

I� ����� �� �� �� +�� �� ,���� �

�� �� ���� �� "� %�� �� ����� !� ������ ���� ���"��+��� !� �� !�� ���� ���
!�� �� ����� 	 � +� &�� �� ��� !"K � ���  ��� ����� �%%��'�� � ��� !� �����#�� �� �� �����!"��� +� &�� %� � 
������ !� ���� ���� �

dp
�

�� �� � !-� �!��� !� � � � !��,
�� �� �' � ����  �, �'� +' /)����, �,- /�/,��-
!���� �� � &� !� ���� !� ,���� �� ����� � !� �� !�� ���� ��� !�� !���� "� ������ (� �+��� � !� �� !�� ���� ���
!�� �� ����� 	 �� +��� � " +�� ���� �� "����� �"����� �� �� �� !���� " !� %�������� " K��� �

W (v, ñ)
	 !�� 

�� ���� �� ,�� !� �������� ��� �� "������ ��� �(����� !�� ������ ��� � ���� !" ��� ���� ��  � !�� ���� ���
K��� � 	 �� %�� �� %�����%� � ������ �� � "�� %�� �"!��� +�� %�"�"!����� 	 � &�� #�#!��� %�� �� !� ����� � !��
����� � � �' ��

E {vpñq} 	 �� !"!���� �� ,��� ��� ����� "��� �+�� ��!�������������
Z(uv, uñ)

!"���� %�� ��
����� ������

Z(uv, uñ) =
∑

p>0

∑

q>0

(iuv)
p

p!

(iuñ)q

q!
E {vpñq}

%��� ���� �� ���� �� !�� ���� ��� K��� �
W (v, ñ)

�����  ����,��� "� !� ������� !�
Z

� !�% ��!�� 	 �� � &��
�� �",��� � �� +�� � " " "��� %��� (�� 	 � �� %�� ��� ���� � � &"+�� ��� �
��� 	 ��� � ���� � � �' �� ��� 
%��%�� ������� ��' �� "������ ������ �� 	

∫ z

0

dτ1 . . .

∫ z

0

dτp

∫ z

0

dτ ′
1 . . .

∫ z

0

dτ ′
q E





p∏

i=1

exp

[
αñ(z − τi) −

τi

lv

]
Γv(z − τi)

q∏

j=1

exp

(
−

τ ′
j

lñ

)
Γñ(z − τ ′

j)
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exp

[
α

p∑

i=1

ñ(z − τi)

]
p∏

i=1

Γv(z − τi)

q∏

j=1

Γñ(z − τ ′
j)
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Γv
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ñ
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Γñ
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��� !�� ���� ��� K��� �

W
,�� ������ �� �����

W (v, ñ) = Wñ(ñ)Wv(v) =
1√

2πσñ

exp

(
− ñ2

2σ2
ñ

)
1√

2πσ0

exp

(
− v2

2σ2
0

)∑

p>0

dp

(
v2

σ2
0

)p

.
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α

	
σñ
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lv/lñ

	

W (v, ñ) =
1√

2πσñ

exp

(
− ñ2

2σ2
ñ

)
1√

2πσ0

exp

(
− v2

2σ2
0

)∑
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v2

σ2
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dp
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d1(ñ) =
e−2αñ

2

[
− lv

lñ
σ2

ñd′′0 +
lv
lñ

ñd′0 +
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#� !� �� !�� ���� ��� K��� �
W (v, ñ)

	 !�� �� ���� !� ���� ��%�!�� �� 	 � ��� ���� �%%��,��!��
� &" �!� 	 +� &���� " �� K�� ��"� %�� �� ������ ��� ���"��+�� !� �(��%� ����"�"� � �� !" ��� ��� ��� !� ���
���� ���� � !�� %������ �� ,���� ! &��� %�� ��� "��+��� �� 	 �� �� "������ �� %�"������ !�� !�� ���� ����
�����"�� � �� � ������ �� �" (�!� ! &�K�� �� �� !"��� � � �� ��� ��� %�"�"!�� � 	 � ! &�� �� %�� ��� �#
����� �+��� �� 	 �� �� ,��!�� ��� ��� "+�� ���� !��"��� ������ "��� �� �� �� �� �$ �
��� ,��� ��� ���� ���� � ������ 	 � ���� ���%�� �� �� ���%��� 	 �� %����� %�� �� ��� � ������� ��  � ,��� �
!� �� !�� ���� ��� K��� � !��� � &"+�� ��� !�  ����,�� �"�"�����"� �
�#� � � &�� "��� ��� !� ��  � !��� ���� 	 ��
����������� ���� ��� "+�� ���� �"������ ��� %�%��� ���� !�� � �����' 	 !�� ����� %��� �  �� !� !" ��� ����
��� %��� �� !� ���� "������ � 	 � �� � ������ !� ����� � ��!�� ��� 	 
�#� � �"��� ��� � ����� 	 ����� � )� �� 
! &�������� %������� +�� ��� ����"�� ���� ��� �� �� ��!�� �� �� �� ��� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� ����� ��
��� �� ���� ��� ��� %��� �� 	 ��� �� !�� ���� ��� !�� �� ����� 	 +� &�� ����� �� ������� �� �� %��� � ! &"� ������
�� ���

φ
	 � &"��� � !� �� !�� ���� ��� ���������� +�� %�"����� K��+� &����� � !�  ������ ����� �+�� � ��� "��+�� 	

�"����" �� ��������� ��� ���� � ��(��� " ������ 	 � &�� %��� � &��� �� %�� ��(��" �
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��  ������ %�"��� " !��� ��  �  (��� � %�� " 	 ! &��� ������� �"�"���� 	 ��� �� %��� ���� ������� ������ �� �
����� �� ��' %��%��" "� !�� �(��%� %(���+���  ��!�� ���������� ����� "����� �� � ����� �� ��� ������� ,���! 	
� %�� �� !� � &��,��� � ��� ��� ���� !��� ��� !���"�� ������� ��������� � ���(�� +�� ������#�� ��� �� �����
�� ��� ! &��� �(�*�� !� � � ���� ���%��'� 	 ������� !� ��� �%��� ��� � 	 �� �"���� ��� !� �� %������� �� %�� 
�� ,���� +�� %�� � %�� 	 �� %����� ��� " �% �� ��� ���� �%��� ��� �� ��� � ����� ! &�� �� ����� �� " " ����!"��
�� ����� !� ��  �  (��� 	 !� � ������ % ��� �� ����� �%%��,��!�� � ��� �� ���!�� ���� ����� � � &��%�� +��
��� �(��%� %(� ��+��� �"��� ��'+���� �� � &�� "����� %�"��� �� �� (�� !���" !� ���%��'� " 	 � +�� %��
����"+��� �� ��!"���� ��� !� ��� �(��%� 	 ����� +�� ���� ����� �� � ����� !�� ����������� 	 �� !����� ! &" ��
�'"�� ��� ��  � %��%��" " � I� � �� %�� ������� � ����" ����!����� ��� �� ��� !� � &����� �� � � �� �+�� !��
%�� ������ � � �(�� �+��� �
�� ���� !� ��  ������ � �� %��� �� K � �� �"���� ��� !� %��� ���� !� �� %��K �� ��� !�� !���"�� ��� �� ��%���
(����!� ���� � �" !� !��' !�� ������� ! &��%��� � ! &��� !�� ������ !� �� ���� 	 � %�� �� !� �(��%� �"���
!"���� ��� ���  ���� !��������� ! &��%��� � �� ��!"����� �� �(��% !� !���� " � �� �(��% !� �� ���� %�� !��
,��� ��� !�  �%� ��������� ,��� ��������� 	 � �� ���� ��� �� ��� ��� ������ ! &(�%� (���� ���%����� �����
� ��� �"������� ������������ 	 %��� � ���+������ �� �� ���!�� �� ����� ��� �% �+����� � ���� !� ��  ����� ���
������"� 	 �� ������ ��� %��%��" "� ! &(����"�"� " � ! &��� ��%�� !� � &"������ ��  ������� 	 �� � %� !" ��� �#
��� ����� �+��� �� �� ���%�� �� �� � � �� �+�� !�� ��� �� ! &�����������  ����� +�� � &�� ���� " �� "��"� 	 ��
��� ��	!� !� �� ���� � �� ��� �� 	!� ���� ����" � �� %�� ������� 	 ��� ���� ���� �� ����� %��� �  �� ��  ("����
!� �"%���� ��� ��� ���� ���� !��  �� �� ���� !� !���� " !� ������ !� �� �� ���� !��� �� � � �� �+�� !�� �����
������"�� � I� � ��� �� �� ����" �� �"��� � !"K � ����� " �������� � &"���� " !�� ��!���� �%�� ���' !� �� !���� "
� !� � &�� ���� " �� "��"� 	 !��� �� ��� � � !�� "�(�����  ���������� % � � �� !���� �� %��,��!��� !� ����� � I�
� "����� �� ��� �" +� &�� %����� "����� �� � "�� "���� " �� �� ��� ��!���� �%�� ���' !� �(��% !� �� ����
� ���' !�� !��'  �%�� !� ��� ��	!�� 	 � ���!� ��� +�� ���  �� �� ���� !� �(��% !� !���� " ��� �� ,������ �
!�  � "���� " 	 +�� ���� � �� �� �"�� � � ������� 	 � ����� � " "  �� "� ��� "��+��� �� 	 �� ���� ������ !��
������� ���� ��� (" �+��� � %�� �� !� �(��%� !� !���� " � !� �� ���� %���"!�� !�� %��%��" "� � � �� �+���
���� !" ��� ��"�� � I� � %� �� �"����� �� ����! � " %��� !��  �� �� ���� !� !���� " ���� ���� �� ,������ 	 � ��
� ��� ��+�" +�� �� ���� ����� ��� !�� ��� �� 	!�� �� ������ �� ������ !�  �� �� ���� %��� "���" ���� +��
� &"���� " !�� ��!���� �%�� ���' �� ��� � ��� �� !",�� �
�� !��' ���� %������� ��+��� �� � &�� �� "����" !��� ��  ������ �������� �� � � ���� !�� � ��� ���� ���%��'��
������"�� 	 �%��� %�� K �� ��� ��!������������� 	 %�� �� �� ��,"��� � �� !�� ��� ����� "��� �+��� ��� ���%��"��
!� ������ !� ,� �� �� � ��� �� �� � �� ������ ��� ������� ��� %�����%�� !� ���� !� � &�� ��,"���" ���
� !��� " " "��� 	 % ��� �  �� ! &�� ���� !�� ��� �� !� !�� ���� ��� !� ��������� � � �"�� %�� ��� ,��� ��� !�
 ����,�� �� � ��� �� ��� �"���� � 	 �� %����� ����� ������ !� !"%�� !�� �(��%� ��������� ,��� ���������
��%�"��� �� ��� � ��� ���� ���%��'�� !� � ����� �� ��� ������� � )� �� �%%��� +�� 	 %��� � ��� �� ��� %��� � #
 �� !� ����� "����� �� � ��� ��� !�� �� ���� � �� ,��� �� �� �"� � �� ��� �� !� ������ ��� 	 �� �% �� �� !�
%�������� 	 "��� � �� � ������ �� ��� ��� !�� ����"� !�� ��!���� !�� ����� ��� "� 	 "��� �������� ������"�� !�
�� ,��� ��� !� %��!� 	 ���� � ��� �� � " (�!� �� %��� ����� � �� %�� � !���� � !� !" ��� ��� ��� !�� %��%��" "�
� ��� ������� !�� !�� ���� ���� !� ��������� � %��� ����� �����+�" +�� ��� �� ���  �� "� ��  ������ %�� �� +��
!�� ��%�� �!�� !�� ���%���� �� !� ������� ! &��� �� ��� 	 �� � �� ��!�� ��� �������� � " (�!� %��� �  ���� 	
,��!"� ��� � &����� �� !�� ( �� �������� !�� ����"� �� � !� %(��� � �� ,���� !� ��� !�� ���� ���� !� %�������� "
 ��!�� �� %�"����� 	 !��� ��� �� ��� 	 !� � ��� ��� � �� ������ ! &�������� ��� %�� � "���" +�� ��� ���%���
�(��%� ��������� ,��� ��������� � ����"� %��� �� ��!"���� ��� !�� ������ ���"�������� �



��  �������� � !������ %������� ����!" �� ����� !� ��  �  (��� �������� �� ,���� ��� !�� ����� � ��"�������� 	
������"�� �� !���� ��� !� � ��� ���� ���%��'�� � �� ,� �� �� !���� " � �� �� ���� � ���� ��  � " �!� 	 ��
� &�� ,��!" ��� !�� � " (�!�� !�  ����,�� ��!�� �, � ��(�� �+�� ���!�� ��������� !"����%%"�� 	 � %�� �� !�
� ����� !�� ���"�� 
�#� 	 %�� ���� 	 ��� ��������� ���� � ��� ����������� � �� ��� ���� ��� �%%�� "� %�� ��
 ������ !�  (��� 	 !" ����"� !��� �� !������ �(�%� �� 	 � ������ " � �� ��!���� ��� ����"�� ��� �� �� �� !���� "
!� ��� ���"������� � �� �� ���� 	  �� �� !��' ��!"���"�� %�� !�� %�� ������ � � �(�� �+��� !� I ��� ���#
�(������� �� ���� !� �� ����� !� ���"� 	 � � �������� � &"+�� ��� !�  ����,�� �"�"�����"� � ��+����� �� "� 
� &��% "����� !� � &�� ���� " �� ��� �� !� ����� � �� �"���� ��� !� ��  � "+�� ��� �"����� � �� ������������ !�
�� !�� ���� ��� !� %�������� " K��� � !� ���%�� !� ��������� ��"� ����� ���� � �" %�� �� �� ���� � �� !���� "
������ (� �+�� 	 %������� +� &�� � ����!" �� �������� ��� !�� ���� ���� !� %�������� " !� �(����� !�� !��'
��������� ��!"%��!����� � !�  � �%%���(� � %��� �� ! &" ����� +�� �� !�� ���� ��� !�� �� ����� � &�� %��
���������� �� %�"����� !� ����"�� ���� 	  ����� +� &����� �� " " ��!"���"�� ��� � !� �"��� � ���� ���� � �
%����� +�� �� ,��� � !�� ����� % �� " �� �� ����� �� ��!��"� %�� ��%%�� �� ��� ���� ����"�� ��� 	 �� +��
%������ �� ���� ��� �"������ �������� !�� ��!� ��� !� ,��� � ��� !�� ����� !��� ��� ������ ���"�������� � ��
�"���� ��� ���"��+�� !� %������� �� �� ����� �
�� ���������� 	 �� �%%���* +�� �� %��� ���� !� � &��������� 	 +� &�� � �  �+�" ���  ���� ,��� � !��� ��  ������ � 
+�� � �"!" �� %������ +���+���#��� !� ��� ����� � 	 �� ����� �� �� +�� �������� ��� ��� � !� %��K �� ���
��� � &��%��� (����!� %��� ��� #%��� ���#�� ���� 	 ��� � ������ ������ �� ����� � �� &�� ����� ������ �� � +���
%��� ��� !��"��� � %�������� �� " "  ��� "� ��!"%��!����� ��� ��� !�� �� ��� � I� � &� 	 %�� �'��%�� 	
%�� !�  �� ������ �� %������� !�  ����,�� ��!�� �, 	 � � � "�� �� �� ��� ! &"%������� �% �+�� ����+� &�� � " "
+��� ��� !� �� %��K �� ��� !�� �(��%�  ��!�� ���������� � �"��%��+��� �� 	 ��  ��� �� �� !�  ����,�� !��� ��
!��� ���� %�� �� � ����� !�� �(��%� !��"��� � !�� ��������� ,��� ��������� � +�� � &�� %�� ! &"+������� ��
!�� ������  ���� 	 �� +�� ��� � � �� %�� "� !� ��!� �� � � &�������� 	 �� ��!"���� ��� !�� �(��%� !� !���� " � !�
�� ���� %�� !�� ��������� ,��� ��������� � &�� %�� ��� %�� � �!"��� 	 " �� !���"�� ��� !��"������ ������"�� 	
��  ��� �� ! &����"� �� � !� %(��� 	 �� �� ��  �%� !� �(��%� ��� (" �+��� � !�� �(��%� %��� �"���� �� �����
!� ������ ���� (�!��!���� �+��� � ��� �� ��� ��� �+��� 	 ��%��� �� K�� ��"�� 	 � &�%%����� � ��� ���� +� &���
����� ���������� � �� ��� � ������ � ������% !�  ������ � ,���� ���
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