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λ
$& 3+%"--'. '-1 +& $,+.G13'

d
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/4. *' *"-2 $'. /�1'. '1 &1,*,.+-1 *+ 34�'( ,"- $'. 3+%"-. *&. ,-'&( 3 *+ .&36+/' $' *+ . '3 "-1 ) '3. ,.$ -'-3'2,.13'3 $'. )3'. ,'3. 34.&*1+1. ./,'-1,E0&'. -"1+A *'. 1 /".. ' *+ $4/"&/'31' $' *+ 3+$,"."&3/' I%2-&.
T >!'% �� ���1 5=B^? C F -+&13'. ."&3/'. ,.)"31+-1'. 6&3'-1 '-.&,1' "A .'3/4'. 3 * -+,$' $ -,-1'3643".G13'. 3
$'&( 4 *4. '-1. 1 )&,. ,$'-1,E4'. 3 $'. 2+*+( ,'. "& 3 $'. 3'.1'. $' .&)'3-"/� C � /'11' 4)"0&' 1 *+ .1+A ,*,14 $'./0+H-'. $' 34/')1,"- -' )'3. '11+,1 /')'-$+-1 24-43+*'. '-1 )+. $' 3'. "-1'3 +&( $,.13,A&1,"-. .)+1,+*'.$' A3,**+-/' $'. ."&3/'. 1 /' 0&, '.1 104"3,0&'. '-1 6+,.+A *' 1 /".. ' "- *' /'33+ $+-. *+ .& ,1' C ,'. "A .'3/+21'&3. . "$4 *,.+,'-1 +*"3. /'. ."&3/'. )+3 $'. $,.13,A&1,"-. .%.413,0&'. 1 '- $4$&,.+-1 *+ *+32'&3 +-2&*+,3' $'* -"AS '1 3 &- -,/'+& $' A3,**+-/' $"--4 3 )+31,3 $'. /+3,+1,"-. $ -+. )*,1&$' $'. 63+-2'. $ -,-1'3643'-/' +/'/* -'.)+/'. '-1 $'. +-1'--'. 1 .+-. &1,*,.'3 * -,- 6"3. +1,"- $' )0+.' C
� �� �X �� � ) $ "#$# !'(\ "$# "$ � ""' &�( ) *
,+ . +-,G3' $"-1 *'. .,2-+&( ."-1 /"334 *4. + 4/"*&4 +& /"&3. $& 1'. ). C T&( $4A&1. $' * -,-1'3643".413,'3+$," 1 *+ 1'/0- ,0&' $' /"334 *+1,"- 41+,1 &-' .,. )*' /") ,' $& )04-".G-' $ -,-1'3643'-/'. $4S 3 A ,'- /"--& '-")1,0&' 1 )&,.0&' *'. .,2-+&( 41+,'-1 .,. )*'. '-1 +$$,1,"--4. )& ,. 13+-.. ,. 3 &- $41'/1'&3 0&+$3+1,0&' 1 *'.,2-+* E-+* 41+-1 $"-/ $' *+ 6"3. '

u2
1 +u2

2 +2u1u2
1 "#

u1
'1

u2
."-1 *'. .,2-+&( '- ."31,' $'. +-1'--'. C ,'.

/+3,+1,"-. $' 2+,- $'. +.)*,E/+1'&3. )*+/4. +& -,/'+& $' /'**'.2/, 1 0&, 3')34.'-1'-1 )+3 +,**'&3. $'. ."&3/'.$' A 3&,1 )"1'-1,'**'. '-1 ,. )"31+-1'. 1 )"&/+,'-1 +*"3. /". )*G1'. '-1 -"%'3 * -,- 6"3. +1,"- /"-1'-&' $+-. *'1'3. ' /3",.4 C ,+ . ,.' '- $&/3' 1 3 )+31,3 $'. +--4'. 5=M8 1 $' *+ 1'/0-,0&' $& % & �'� '( )�*& )+, 1 /"-.,.1+-1 3$4)0+.'3 342&*,G3'. '-1 * -&- $'. $'&( .,2-+&( $'
π

+/+-1 $' * -+$$,1,"--'3 3 * -+&13' .,2-+* 1 )&,. 3 )3'-$3'*+ $,L43'-/' '-13' *'. .,2-+&(
(u1 − u2)

2 '1
(u1 + u2)

2 "A1'-&. 1 -' *+,..+-1 .&A .,.1'3 0&' *' 1'3. ' /3",.4 1+ )'3. ,. $' . -+L 3+-/0 ,3 $' /' )3"A *G. ' 1 /+3 *'. A3&,1. $'. +.)*,E/+1'&3. ."-1 -"- /"334 *4. C K- $4E-,1,/' 1"- '.1 )+..4 $ -,-1'3643".G13'. +$$,1,6. 3 $'. ,-1'3643".G13'. .&*1,)*,/+1,6. C T&S"&3$ -0&, 1 *'. /"334 *+1'&3.) '3. '11+-1 $' 6+,3' *' )3"$&,1 $'. .,2-+&(
u1

'1
u2

."-1 '..'-1,'**'. '-1 -&.43,0&'. 1 3 * -'(/')1,"- $&
.4 *+-2' +/'/ *' .,2-+* $' * -"./,**+1'&3 *" /+* 1 $"-1 "- )+3*'3+ )*&. *",- C
� �� �X �Z -'#$�!. " /�*($**$# $( #0*(\1#$ " / ! $ "(!"$
,+ E- $'. +--4'. 5=M8 '1 *' $4A&1 $' *+ $4/'--,' .&,/+-1' "-1 /& *' $4/'*"))'. '-1 $' 34.'+&( $ -+-1'--'.$4$,4. 3 *+ $41'3. ,-+1,"- )34/,.' $'. )".,1,"-. +-2&*+,3'. $' 3+$,"."&3/'. 1 '- )+31,/&*,'3 * -,-1'3643".G13'$4/'*"))4 )+3 P ,**. 1 $"-1 *'. 4 *4. '-1. 41+,'-1 34)+31,. *' *"-2 $'. $'&( A3+. $ -&-' /3",( 1 '1 * -,-1'3643".G13'$' I+.A 3,$2' 1 /"-.1,1&4 $' 0&+13' +-1'--'. )*+/4'. +&( /",- . $ -&- 3'/1+-2*' 1 '1 0&, 6&1 -"1+.. '-1 &1,*,.4)"&3 41+A *,3 *' /+1+*"2&' 7I C
I -'.1 +& 1"&3-+-1 $'. +--4'. 5=a
6",. 1 $' /+31"23+)0,'3 $'. 3+$,"."&3/'. +/'/ &-' 23+-$' 34."*&1,"- >@%*' �� ���
� �� �X �� � /)*($ "[' " !'( ")$ � �4 �
, -"A1'-1,"- $' 34."*&1,"-. +-2&*+,3'. '-/"3' . ',**'&3'. + +*"3. 3'0&,. *' $4/'*"))'. '-1 $'. 1'/0-,0&'.$ -,-1'3643".413,' 3 13G. *"-2&' A+.' N_,3 RO 1 $"-1 *' )3,-/,) ' /"-.,.1' 3 .4)+3'3 *+ 34/')1,"- $'. .,2-+&($' *'&3 /"334 *+1,"- 5 "- '-3'2,.13' *'. .,2-+&( +& -,/'+& $' /0+0&' +-1'--' .&3 &- .%.1G. ' $' .+&/'2+3$'+$+)14 1 '1 *'. $"--4'. ."-1 /"334 *4'. &*143,'&3'. '-1 C 6 ,. )*' '- .", 1 /'11' .410"$' -4/'..,1' &- /'31+,--".A3' $' )3"&'..'. 1'/0-,0&'. 1 -"1+.. '-1 +& -,/'+& $' *+ A+-$' )+..+-1' &1,*,.+A *' 2 *'. )3'. ,'3.'..+,. 41+,'-1 *,. ,14. 3 7 <!: 1 '- 3+,."- $' *+ 6340&'-/' ,-1'3.4$,+,3' 13G. A+..' ,. )".4' )+3 *' .%.1G. '$ -'-3'2,.13'. '-1 2 '1 $' *+ )34/,.,"- $'. "./,**+1'&3. *" /+&( C K- /"-13')+31,' 1 '**' )'3. '1 $ -&1,*,.'3 $'.
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*,2-'. $' A+.' *"-2&'. $' ) *&.,'&3. . ,**,'3. $' < ,*".G13'. 1 )'3. '11+-1 $'. 34."*&1,"-. . ',**'&3'. 0&' *+
. ,**,.'/"-$' $ -+3/ C ,+ /".A ,-+,."- $' ) *&. $' $'&( ,-.13&. '-1. '- ,-1'3643".413,' _,3 R 1 3 )+31,3 $& . ,*,'&$'. +--4'. 5=a8 1 + )'3. ,. *+ /+31"23+)0,' $' ."&3/'. 4 *",2-4'. 1 '1 *+ $4/"&/'31' $' / ,1'..'. +))+3'.. '-1.&)3+*&. ,- ,0&'. $+-. *'. 0&+.+3. >b'+3."- �� ���1 5=� 5? C I -'.1 42+*'. '-1 23U/' +&( 1'/0-,0&'. _,3 R 0&'$'. )3"23G. '..'-1,'*. '- +.13".413,' '1 '- 24"$4.,' "-1 414 +//". )*,. C
� �� �� � *($**$# "�" ) �#( " * ! )] !$#
� �� �� �� � " ��+�( ) * " /!* # )+ *� & "�" ) �#( " * ! )]!$
�"&. +**"- . +A"3$'3 . +,-1'-+-1 *'. $,/'3.'. 41+) '. $' * -"A .'3/+1,"- 3+$,",-1'3643".413,0&' 1 $' 6+W"- 3 41+2
A *,3 *+ 3'*+1,"- 0&, '( ,.1' '-13' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' $+-. *' )*+- $& /,'* '1 *'. $"--4'. ,-.13&. '-1+*'.+//'..,A *'. 3 * -"A .'3/+1'&3 C
I"-.,$43"-. &- )04-".G-' )0%.,0&' '- &- )",-1

x0
$ -&-' ."&3/' +.13"-". ,0&' 1 $"--+-1 -+,..+-/' 3 &-/0+. ) 4 *'/13,0&' /+3,+A *'

E(x0, t)
C F' . +-,G3' 24-43+*' 1 *'. /+3,+1,"-. $' /' /0+. ) ."-1 +*4+1",3'. 1 3 *+

6",. '- 1'3. '. $ -+. )*,1&$' 1 $' )0+.' '1 $' )"*+3,.+1,"- C , -+))*,/+1,"- $'. 40&+1,"-. $' P +(#'** . "-13'+*"3. 0& -&-' "-$' 4 *'/13". +2-41,0&' .' )3")+2' $+-. * -'.)+/' 1 '1 )'&1 +,- ., Q13' "A .'3/4' 3 *+ )".,1,"-
x

)+3 &- ,- .13&. '-1 +))3")3,4 1 .",1 &-' +-1'--' $+-. *' $". +,-' $'. 3+$," 6340&'-/'. C ,+ )3")+2+1,"-$& /0+. ) 4 *'/13". +2-41,0&' . -,-1'3)3G1' 3 * -+,$' $& )3,-/,) ' $' !&%2'-.2�3'.-'* 1 0& -"- )'&1 34.&. '3+,-., >3"3- ` 2"*6 1 5=M=? 5 , -"-$' 4 *'/13". +2-41,0&' .' )3")+2' $' )3" /0' '- )3" /0' 1 /0+0&' 4 *4. '-1 $'.&36+/' N34'* "& / ,31&'*O +11',-1 )+3 &-' / ,A3+1,"- $& /0+. ) 4 *'/13". +2-41,0&' .' /". )"31+-1 /".. ' &-'."&3/' .'/"-$+,3' $ -"-$'*'11'. .)043,0&'. $"-1 * -+. )*,1&$' '.1 )3")"31,"--'**' 3 *+ 1+,**' $' * -4 *4. '-1 $'.&36+/' /"-.,$434 C ,+ / ,A3+1,"- $& /0+. ) 4 *'/13". +2-41,0&' '- &- )",-1 0&'*/"-0&' '.1 +*"3. *+ .".. '
/'/1"3,'**' 2 * -,-1'3643'-/' 2 $'. / ,A3+1,"-. )3"$&,1'. )+3 1"&1'. *'. ."&3/'. .'/"-$+,3'. C
,' /0+. ) 4 *'/13,0&'

E
+& /",.,-+2' $' * -+-1'--' '.1 42+*'. '-1 $4)'-$+-1 $& 1'. ). '1 $' *+ )".,1,"-/"-.,$434' C I')'-$+-1 1 *+ *,-4+3,14 $'. 40&+1,"-. $' P +(#'** +&1"3,.' 3 *' $4/3,3' /".. ' &-' .&)'3)".,1,"-$' /". )".+-1'. . "-"/03". +1,0&'. 1 3 * -+,$' $ -&-' 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 ,-/'3.' 1

E(x, t) =

∫
Eν(x) exp (2iπνt)dν,

'1 "- )'&1 +,-., .' /"-1'-1'3 $ -41&$,'3 *' /+. $ -&-' "-$' 4 *'/13". +2-41,0&' . "-"/03". +1,0&' 1 $' 6340&'-/'
ν
C F -+&13' )+31 1 "- )'&1 6+,3' * -0%)"10G.' .,. )*,E /+13,/' 0&' *' /0+. ) 4 *'/13,0&' )"..G$' &-' )"*+3,.+1,"-*,-4+,3' E(' 1 +$+)14' 3 *+ /0+H-' $' 34/')1,"- '- +/+* $' * -+-1'--' 1 $' ."31' 0& -"- )'&1 -' /"-.,$43'3 0&' *+23+-$'&3 ./+*+,3'

Eν

/"33'.)"-$+-1 3 *+ )3"S '/1,"- $& /'/1'&3
Eν

.&3 &- /'/1'&3 &-,1+,3' E(' /+3+/143,.+-1*+ )"*+3,.+1,"- $& /0+. ) C K-E- 1 *+ $,.1+-/' '-13' *+ ."&3/' '1 * -+-1'--' 41+-1 23+-$' $'/+-1 *+ 1+,**' $' /'11'$'3- ,G3' 1 ,* '.1 1"&1 3 6+,1 3+,."--+A *' $' .&))".'3 0&' * -"-$' +33,/+-1 +& -,/'+& $' * -"&/'31&3' $' * -+-1'--''.1 )*+-' 1 ., * -"- .&))".' )"&3 .,. )*,E'3 0& -,* - -% + )+. $' )'31&3A+1,"- $& 63"-1 $ -"-$' 4/'-1&'**'. '-1$&' +&( . ,*,'&( 13+/'3.4. )+3 *' 3+%"--'. '-1 1 '- )+31,/&*,'3 * -+1. ".)0G3' 1'33'.13' C
� �� �� �Z -'�$�( ) * "! # )+ *� &
I"-/3G1'. '-1 1 *' /0+. ) 4 *'/13,0&' ,-/,$'-1 .&3 &- 4 *4. '-1 $' .&36+/' $' * -+-1'--' % /34' &- /"&3+-1
/+3,+A *' 1 *'0&'* '.1 3 * -"3,2,-' $ -&- /0+. ) 4 *'/13,0&' +$$,1,"--'* C ,+ .&)'3)".,1,"- $'. $'&( /0+.). )'&1+*"3. . -,-1'3)341'3 /".. ' &-' 34�'(,"- $& /0+. ) 4 *'/13,0&' .&3 * -+-1'--' C T ,-., *'. )3")3,414. $'. +-1'--'.3+$,"+.13"-". ,0&'. )'&/'-1 )+36+,1'. '-1 .' /". )3'-$3' 3 )+31,3 $'. *",. $' * -")1,0&' '1 "- )'&1 42+*'. '-1
/",3 *'. +-1'--'. /".. ' $'. ,-.13&. '-1. . "$,E+-1 *+ )0+.' $& /0+. ) 4 *'/13,0&' ,-/,$'-1 $' . +-,G3' 3/"-/'-13'3 *'. 3+%"-. .&3 &- )",-1 6" /+* C K- )+31,/&*,'3 1 *'. +-1'--'. $' 1%) ' )+3+A"*" �$' $' 34/"*&1,"-."-1 104"3,0&'. '-1 .1,2. +1,0&'. *"3.0&' *+ ."&3/' '.1 3 * -,-E-,� C F ' .Q. ' 1 /".. ' '- ")1,0&' 1 *+ 1+,**'
E-,' $'. +-1'--'. .' 13+$&,1 )+3 &- )04-".G-' $' $,L 3+/1,"- +&1"&3 $' * -,. +2' 24".413,0&' $' *+ ."&3/' C
TE- $' /". )3'-$3' 0&'**' '.1 *+ 0&+-1,14 . '.&34' )+3 &-' +-1'--' 1 ,-143'.."-. -"&. $"-/ $ -+A"3$ +& /+.$ -&-' ."&3/' )"-/1&'**' . "-"/03". +1,0&' .,1&4' 3 * -,-E-, .&3 * -+(' $' )",-1+2' $' * -+-1'--' 1 /".. ' .&3 *+
E2&3' � �� C5 C 6/04. +1,0&'. '-1 1 * -+-1'--' .' /". )"31' /".. ' *+ /".A ,-+,."- $ -&- $,+)03+2. ' '1 $ -&-'*'-1,**' 6"3. +-1 * -,. +2' $' *+ ."&3/' .&3 *' )*+- 6"/+* C
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 ���� ��)�+ � ��+� )� �, � % �� �+ ���)�����'*�% �� �� � ��+� � ��+�� % ��+� ���)�� % ��% �+�)*� ��)���
� �+� � �� �), +� �� � )'�� �� �'� *�+*�+��� �� � ���� �� ��� �*���� �� , ��*& �� � �� ')����)�+ �'� � ��� �� ��� �+�
)��+�)��� � *�� �� �� �� � ��� ��)�+ �� � �)� �, � � ��+ � ! �� � � �)+" +) % �� �+� ��+�)� �� *�+���, �+�� �� ���)��� �

D- '.1 +*"3. $+-. *'. /"-$,1,"-. $' * -+))3"(,. +1,"- $' �3+&-0" 6'3 $& )04-".G-' $' $,L 3+/1,"- C 6 , * -"--"1'
E0

ν(r)
*' /0+. ) 4 *'/13,0&' $+-. &- )*+- )'3) '-$,/& *+,3' +&( 3+%"-. .,1&4 S&.1' '- +. "-1 $& .%.1G. '")1,0&' 1 '1 ., * -"- -"1'

gν(r)
*+ 6"-/1,"- $' 13+-.6'31 $' /' .%.1G. ' 1 $4E-,' )+3 *' 3+))"31 $& /0+.)

4 *'/13,0&' '- +/+* 3 /'*&, '- +. "-1 1 +*"3. *' /0+. ) 4 *'/13,0&'
Eν(q)

$+-. *' )*+- 6"/+* $' * -,-.13&. '-1 '.1$"--4 )+3 &-' 3'*+1,"- $' 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 1

Eν(q) =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

ν(r) exp (−2iπq.r)dr,
NaMO

"#
F

'.1 *+ $,.1+-/' 6" /+*' $' * -,-.13&. '-1 1
k = (2πν)/c

'1
q

3') G3' *+ )".,1,"- $ -&- )",-1 $+-. *' )*+-
6" /+* '- 1'3. '. $' 6340&'-/'. .)+1,+*'. 1 '1 ) '&1 Q13' 3'*,4 +&( +-2*'. $ -,-/*,-+,."-

θx

'1
θy

$' *+ $,3'/1,"-$' $,L 3+/1,"- .&3 * -+(' ")1,0&' 1
q = qxex + qyey =

ν

c
sin (θx)ex +

ν

c
sin (θy)ey.

b&,.0&' *+ ."&3/' '.1 )"-/1&'**' 1 . "-"/03". +1,0&' 1 '1 .,1&4' 3 * -,-E-, .&3 * -+(' ")1,0&' 1 *' /0+.)
E0

ν(r)$+-. *' ) *+- S&.1' '- +. "-1 $' * -"&/'31&3' '.1 4/ ,$'.. '-1 &-,6"3. ' 1 42+* 3 &-' /"-.1+-1'
E0

ν

1 $' ."31'
0&' * -40&+1,"- NaMO $'/ ,'-1

Eν(q) =
νeikF

icF
E0

ν

∫∫
gν(r) exp (−2iπq.r)dr = E0

ν ĝν(q).

,' 13+,1'. '-1 $& .,2-+* '- +/+* $' * -+-1'--' -4/'..,1' +*"3. &- /"&)*+2' +& -,/'+& $& )*+- 6" /+* 1 $' 6+W"-
3 6+,3' '-13'3 *' /0+. ) 4 *'/13,0&'

Eν

$+-. &- 2&,$' $ -"-$' . '-+-1 +& .4 *+-2'&3 C I' /"&)*+2' /". )*'('.' 6+,1 3 * -+,$' $ -&- /"3-'1 )'3. '11+-1 &-' +$+)1+1,"- $ -,. )4$+-/' '-13' * -'.)+/' *,A3' '1 *' 2&,$' 1 $' ."31'
0&' *'. ) '31'. $ -4-'32,' )+3 34�'( ,"- .",'-1 *,. ,14'. C F ' ) *&. 1 ,* 6+&1 -"1'3 0& -"- 34/&)G3' &-,0&'. '-1 *'/0+. ) +& /'-13' $& )*+- 6" /+* 1 $' ."31' 0&' *' .,2-+* "A1'-& )"&3 &-' ."&3/' .,1&4' $+-. *+ $,3'/1,"- $')",-1+2' '.1 .,. )*'. '-1

Uν(0) = E0
ν ĝν(0) = E0

νBν(0)
1 "# * -"- + ,-13"$&,1

Bν(q) = ĝν(−q)
1 0&, 3')34.'-1'*+ 34)"-.' ,. )&*.,"--'**' $' * -,-.13&. '-1 '- 1'3. '. $ -+.)*,1&$' $& /0+. ) 4 *'/13,0&' 1 "& �����, � ��*�% �)�+

% �����+ >#0". )."- �� ���1 5== 5? 1 3 -' )+. /"- 6"-$3' +/'/ *' % �(�� % �����+ "& *"A ' )3,. +,3'
Pν(q)

0&, '.1
42+* 3 |Bν(q)|2 C #%),0&'. '-1 1

Bν(q)
)34.'-1' &- ),/ /'-13+* ,. )"31+-1 )"&3

q = 0
'1 $'. ),/. .'/"-$+,3'.)".,1,6. '1 -42+1,6. 1 0& -"- )'&1 +114-&'3 '- . "$,E+-1 *+ 6"-/1,"- $' 13+-.. ,..,"- $ C ,+ *+32'&3 $& ),/ /'-13+* 1

%�erre f k� p&ogrpkl me tgpr el hsgqprs vqjm qkpl �glm qg owg'le u xh(oe ) �em okhhjxgrpklm mjh qg mjhtgoe plrehle �j okhler gjlp�egj �e q nelrhse �j hsoevrejh z



���� ���� � �� � ���	���
���
��� �� �	 ��� �������	�
 �� ���

"& *"A' )3,-/,)+* 1 $"--' *+ 34."*&1,"- +-2&*+,3' $' * -+-1'--' &-,0&' C K- 'L'1 1 ., * -"- /"-.,$G3' . +,-1'-+-1&-' ."&3/' 42+*'. '-1 . "-"/03". +1,0&' '1 )"-/1&'**' . +,. .,1&4' 0"3. $' * -+(' ")1,0&' 1 *+ $,.13,A&1,"- $&/0+. ) 4 *'/13,0&' +& -,/'+& $& )*+- 6" /+* '.1

Eν(q) =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

νeiφ0(r) exp (−2iπq.r)dr =
νeikF

icF

∫∫
gν(r)E0

ν exp [−2iπ(q − q0).r]dr,

"#
φ0(r) = 2πq0.r

'.1 *+ )0+.' $& /0+. ) 4 *'/13,0&' '-
r

+& -,/'+& $' * -"&/'31&3' 1 )+3 3+))"31 3 *+ )0+.'+& )",-1 /'-13+*
r = 0

1 *' /'/1'&3
q0

/"33'.)"-$+-1 1 $+-. *' )*+- $' �"&3,'3 1 3 *+ $,3'/1,"- $' *+ ."&3/')+3 3+))"31 3 *+ $,3'/1,"- $' )",-1+2' C T ,-., 1 $+-. *' /+. /"-.,$434 1
Eν(q) = E0

ν ĝν(q − q0)
1 /' 0&, 13+$&,1*' $4)*+/'. '-1 $' *+ 34)"-.' ,.)&*.,"--'**' $+-. *' )*+- 6" /+* 1 '1 *' .,2-+* 3'W& E-+*'. '-1 '- ."31,' '.1

Uν(q0) = E0
νBν(q0)

'1 / -'.1 $"-/ A ,'- *+ 1+,**' $& *"A' /'-13+* $'
Bν

0&, $"--' *+ 34."*&1,"- +-2&*+,3' $'* -,-.13&. '-1 C

� �� �� �� � * $ "# ) * "$ [ "']!$*�$
,' 13+,1'. '-1 $'. .,2-+&( '- ."31,' $'. +-1'--'. /". )3'-$ $' -".A3'&.'. 41+)'. 1 -"1+.. '-1 $ -+. )*,E2/+1,"- 1 $' 13+-.)"31 1 $' 3'1+3$ 1 $' E *13+2' '1 A ,'- .�3 $' /"334 *+1,"- C ,+ )*&)+31 $' /'. . +-,)&*+1,"-. $&.,2-+* ."-1 1'/0- ,0&'. '-1 $,J /,*'. +&( 6340&'-/'. $ -"3,2,-' 1 0&, ) '&/'-1 +11',-$3' ) *&.,'&3. /'-1+,-'. $'
9! : C R* '.1 $"-/ /*+..,0&' $ -+A+,..'3 *+ 6340&'-/'

ν
$& .,2-+* +.13"-". ,0&' 3 * -+,$' $ -&- "./,**+1'&3 *" /+*'1 $ -&- .4 *+-2'&3 1 $' *+ . +-,G3' .&,/+-1' C � *+ ."31,' $' * -+-1'--' 1 "- $,.)".' $ -&-' 1'-.,"- +*1'3-+1,/'

Uν(t)
1 $' 6340&'-/'

ν
'1 $"-1 * -+. )*,1&$' '.1 )3")"31,"--'**' +& /0+. ) 4 *'/13,0&' C I'11' 1'-.,"- '.1 '-.&,1'

.4 *+-24' +& .,2-+*
U0(t)

,..& $ -&- "./,**+1'&3 *" /+* N,DO 1

Uν(t) = αE0
ν cos (2πνt + φ) et U0(t) = A cos (2πν0t + φ0).

I' .4 *+-2' .' 6+,1 '- +))*,0&+-1 *+ .&)'3)".,1,"- $'. $'&( 1'-.,"-. 3 &- $,)� *' -"-2 *,-4+,3' N$' 1%)' $,"$'O$"-1 *+ /+3+/143,.1,0&' /"&3+-121'-.,"- '.1 '()3,. +A *' ."&. 6"3. ' $ -&-' .43,' 1 $ -"# >9&,**"1'+& 1 7888?

I =
∑

p>0

ap(Uν + U0)
p =

∑

i,j>0

bijU
i
νU j

0 =
∑

i,j>0

bij(αE0
ν )iAj [cos (2πνt + φ)]i[cos (2πν0t + φ0)]

j .

,+ 3'*+1,"- 6"-$+. '-1+*'
2 cos (a) cos (b) = cos (a + b) + cos (a − b)

. "-13' 0&' * -,-1'-.,14 +&( A"3-'. $&$,)� *' )"..G$' &- .)'/13' $,./3'1 1 "# .'&*'. ."-1 )34.'-1'. *'. 6340&'-/'. $' *+ 6"3. ' |pν + qν0|
+/'/

p
'1

q'-1,'3. 3'*+1,6. C K- ."31,' $& .4 *+-2'&3 1 "- ,-.G3' &- E *13' $' 6340&'-/' /'-13+*'
νc

'1 $' A+-$' )+..+-1'
∆ν

)'3. '11+-1 $' .4 *'/1,"--'3 &- ,0&'. '-1 *+ /". )".+-1' $' 6340&'-/' |ν − ν0|
1 .",1

νc −
∆ν

2
6 |ν − ν0| 6 νc +

∆ν

2
.

,' .,2-+* '- ."31,' $& E *13' '.1 +*"3. 1 .&,/+-1 *'. )".,1,"-. 3'*+1,/'. $'
ν

'1 $'
ν0
1

I ∝ E0
νA cos [2π(ν − ν0)t + φ − φ0] si ν > ν0 ou I ∝ E0

νA cos [2π(ν0 − ν)t + φ0 − φ] si ν 6 ν0.

,+ 6340&'-/'
ν′ = |ν − ν0|

'.1 +))'*4' 6340&'-/' ,-1'3.4$,+,3' N)+ ���� ��)��� � �����+*�O C K- /"-/*&.,"- 1*' E *13' *+,..' )+..'3 *'. /". )".+-1'. $& .,2-+* 3+$,"+.13"-". ,0&' $"-1 *'. 6340&'-/'. .' 13"&/'-1 $+-.$'&( A+-$'. $' )+31 '1 $ -+&13' $' *+ 6340&'-/' $' * -"./,**+1'&3 *" /+* 1 +))'*4'. �%% �� � )�� � �+� N�63 O '1
��(�� � )�� � �+� N,63 O 1 3'.)'/1,/'. '-1 1 /".. ' ,-$,0&4 .&3 *+ E2&3' � �� C7 C @'. +30&"-. 0&' *+ )0+.' 3
t = 0

'.1 $,L43'-1' $+-. /0+0&' /+. C 6+-. +&13' E *13+2' "& ,- 6"3. +1,"- /". )*4. '-1+,3' .&3 *' .) '/13' $'*+ ."&3/' 1 ,* '.1 $"-/ � % �)��) ,. )"..,A *' $' $41'3. ,-'3 3 0&'**' A+-$' $' 6340&'-/' +))+31,'-1 &- .,2-+*)+31,/&*,'3 '- ."31,' $& 34/')1'&3 1 '1 "- + +L+,3' 3 &-' 34/')1,"- $' 1%)' � �� �� � )�� � �+� NF 63 O C I'31+,-.34/')1'&3. 1 /') '-$+-1 1 )'3. '11'-1 $' .&))3,. '3 * -&-' $'. $'&( A+-$'. 1 .",1 )+3/' 0& -,*. "-1 &-' 34)"-.'13G. $4)'-$+-1' $' *+ 6340&'-/' 1 .",1 )+3/' 0& -&- E *13' + 414 )*+/4 '- +. "-1 $' *+ /0+H-' $' 34/')1,"- 1+&0&'* /+. "- )+3*' $' 34/')1,"- � )+, �� � )�� � �+� N663 O C
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∆ν ∆ν ∆ν

νc νν0

���� 	 �
�� 	

G

	
� � � �� C7 
 � �% ��'�+���)�+ '*& �� ��)��� �� �� *�+���')�+ �� � �����+*�� ��' ����  �+��' �� � �����+*�'
� '���� ��' ���� �� ���� '�+� ��% ��'�+���' �+ �)���'
 ��  �+�� % �''�+�� �� ��*�% ���� �+ ���)� % ��)+ �

� �� �� � /)*($ "[' " !1( "$ % "$!. ' &'!$*(#
� �� �� �� �$# [ "� *+$# " /)*($ "[' "$ *�$
6&))"."-. . +,-1'-+-1 0&' *+ ."&3/' )"-/1&'**' . "-"/03". +1,0&' '.1 "A .'3/4' .,.&*1+-4. '-1 )+3 $'&(+-1'--'. ,$'-1,0&'. 6"3. +-1 * -,-1'3643".G13' *' )*&. .,. )*' 0& -"- )&,..' ,. +2,-'3 1 $+-. *+ $,3'/1,"- $&
/'/1'&3 &-,1+,3'

σ0
C D- .&))".' 1"&S"&3. 0&' *+ $,.1+-/' 3 *+0&'**' .' 13"&/' *+ ."&3/' )'3. '1 $' /"-.,$43'3

0&' * -"-$' 4 *'/13". +2-41,0&' ,-/,$'-1' '.1 ) *+-' C

cτ
g

b

�
�

��
σ0

�lrelle � �lrelle �

	
� � � �� C7 
 � �% ��'�+���)�+ �� � ���), )+ � �� ������ , ��� ���)��� τg

�

D- /",1 .&3 *+ E2&3' � �� C7 0&' * -"-$' +33,/+-1 .&3 * -+-1'--' 51 A ,'- 0& -41+-1 *+ .Q. ' 0&' /'**' +33,/+-1.&3 * -+-1'--' 7 1 '.1 3'W&' +/'/ &- 3'1+3$ 24".413,0&'
τg

$"--4 )+3 *+ 3'*+1,"-
cτg = b.σ0

1 "#
b

$4.,2-'*' /'/1'&3 $' *,2-' $' A+.' 3'*,+-1 *'. $'&( +-1'--'. C K- 6+,.+-1 * -0%)"10G.' 0&' *'. $'&( 34/')1'&3. ."-1
42+*'. '-1 .13,/1'. '-1 ,$'-1,0&'. 1 '1 '- -42*,2'+-1 1"&1'. *'. ."&3/'. $' A3&,1 1 *'. .,2-+&( ,..&. $'. $'&(+-1'--'. ."-1�
u1 = U cos [2πν(t − τg)]

'1
u2 = U cos (2πνt),

� �l kj� qpe vkjh q nplmrglr qg okl�ehmpkl �e thsijeloe s�kijse gj �emmjm z



���� ���� � �� � ���	���
���
��� �� �	 ��� �������	�
 �� ���

"# * -+. )*,1&$'
U

$'. $'&( .,2-+&( '.1 )3")"31,"--'**' 3 /'**' $& /0+.) 4 *'/13,0&' 3'W& +& -,/'+& $'.+-1'--'. C ,'. $'&( .,2-+&( ."-1 +*"3. /".A ,-4. $+-. &- /"334 *+1'&3 /"-.1,1&4 $ -&- .&*1,)*,/+1'&3 '1 $ -&-,-1423+1'&3 1 $' ."31' 0&' *' .,2-+* '- ."31,'
us

'.1 &-' . "%'--' $& )3"$&,1
u1u2

.&3 &- 1'.).
τi

1

us = 2µU2 〈cos [2πν(t − τg)] cos (2πνt)〉
τi

= µU2 cos (2πντg),
Na^O

"#
µ

'.1 &- 6+/1'&3 $' )3")"31,"--+*,14 $4)'-$+-1 $& /"334 *+1'&3 C I'11' 40&+1,"- .&))".' 0&' *' $4 *+,24".413,0&'
τg

-' /+3,' )+. .&3 *+ $&34' $' * -,-1423+1,"- 1 /' 0&, '.1 ,-'(+/1 '- 1"&1' 3,2&'&3 C K- 6+,1 1 *'1'. ). /+3+/143,.1,0&' $' /+3,+1,"- $'
τg

'.1 /'*& , $' *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' 1 '1 '.1 $"-/ 23+-$ $'/+-1 *'. 1'. )./+3+/143,.1,0&'.
τi

$ -,-1423+1,"- $'. .,2-+&( 1 0&, ."-1 )*&1�1 $' * -"3$3' $' *+ . ,-&1' C T ,-., 1 *' .,2-+* $' ."31,'$4)'-$ *'-1'. '-1 $& 1'. ). .'*"-
us(t) = µU2 cos [2πντg(t)]

1 '1 )34.'-1' $"-/ $'. /+3,+1,"-. .,-&."�$+*'.'(+/1'. '-1 +-+*"2&'. +&( 63+-2'. $ -,-1'3643'-/' /"--&'. '- ")1,0&' 1 +/'/ &-' +. )*,1&$' )3")"31,"--'**' 3* -,-1'-.,14 $& /0+. ) $' 3+%"--'. '-1 ,-/,$'-1 C R* 6+&1 -"1'3 0&' /' 34.&*1+1 - -'.1 /+*+A *' 0&' ., *+ 34)"-.'$'. +-1'--'. +& .,2-+* '.1 ,-/+3,+-1' $+-. *' 1'.). 1 .",1 )+3/' 0& -'**'. ."-1 ,."13") '. 1 .",1 )+3/' 0& -'**'..&,/'-1 *+ ."&3/' $+-. ."- . "&/'. '-1 .&3 *+ .)0G3' /4 *'.1' C

T-1'--' 5 T-1'--' 7

T. )*,E/+1'&3 T. )*,E/+1'&3
P4 *+-2'&3 P4 *+-2'&3D ./,**+1'&3 *" /+* b0+.' .0,61'3

, ,2-' 3 3'1+3$
P &*1,)*,'&3
R-1423+1'&3

? ?

?

?

?

?

?

-

� - -

�

?

?

I"334 *+1'&3

	
� � � �� CB 
 � *& �� � ')�% �)" � �� �� *& ��+� �� ��*�% �)�+ �� �� *�������)�+ ��' '),+��� ����' �� +)���� ��
���� �+��++�' � �+ '���)�
 �� '),+�� ��'� ���+� �'� �+��, )'��� % ��� �+ ���)��� �+� � ����)��� �

� �� �� �Z ��# " /!*$ # !"�$ '($*"!$ $( * * ! * �\" !�( )] !$
,' /+. $ -&-' ."&3/' )"-/1&'**' '1 . "-"/03". +1,0&' '.1 0+&1'. '-1 ,$4+*,.4 C F' . +-,G3' ) *&. 34+*,.1' 1 "-$",1 /"-.,$43'3 0&' *+ ."&3/' "A .'3/4' '.1 41'-$&' '1 0& -'**' 4. '1 $+-. &- $". +,-' $' 6340&'-/'

∆ν
1'- . -+&1"3,.+-1 1"&1'6",. 3 .&))".'3 0&' ."- 4. ,..,"- '.1 .)+1,+*'. '-1 '1 1'.)"3'**'. '-1 ,-/"043'-1' C

I"-.,$43"-. 0&' *'. $'&( +-1'--'. )",-1'-1 $+-. *+ $,3'/1,"-
σ0

$& �/'-13'� $' *+ ."&3/' C I".. ' "- * -+
/& 1 *' .,2-+*

Uν(σ)
3'W& )+3 /0+0&' +-1'--' '- )3"/'-+-/' $ -&- +-2*' ."*,$'

dΩ
+&1"&3 $ -&-' $,3'/1,"-

σ
'1 $+-. &- ,-1'3/+**' $' 6340&'-/'

dν
+&1"&3 $ -&-' 6340&'-/' /'-13+*'

ν
'.1 )3")"31,"--'* +& )3"$&,1�

Eν(σ)Bν(σ)
1 '1 *' .,2-+* '- ."31,' $& /"334 *+1'&3 1 /"33'.)"-$+-1 3 * -40&+1,"- Na^O 1 '.1

d2us = CPν(σ)Iν(σ) cos

(
2πν

b.σ

c

)
dΩdν

+/'/
Iν(σ)dνdΩ = Z|Eν(σ)|2, NaaO

*' /"'J /,'-1 $' )3")"31,"--+*,14
Z
1 0". "2G-' 3 &-' ,. )4$+-/' )+3 &-,14 $' .&36+/' 1 $4)'-$ $'. /+3+/1423,.1,0&'. $' *+ /0+H-' $' 34/')1,"- C ,+ 0&+-1,14

Iν(σ)
$4.,2-' * -,-1'-.,14 .)4/,E0&' N/",3 *' /0+) ,13' �� ���O

��krklm ij nkl owglxe ijeqije vej qg lkrgrpkl u vjpmije qem ijglrprsm oklmp�shsem mklr sohprem pop el tklorpkl �e qg � pheorpkl
σ
er lkl vqjm �em okkh�kllsem

q0

�glm qe vqgl �e �kjhpeh u oe ijp emr sijp�gqelr z
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4. ,.' )+3 *+ ."&3/' 3 *+ 6340&'-/'
ν

'1 $+-. *+ $,3'/1,"-
σ
C �"1"-. 0&' * -40&+1,"- NaaO .&))".' 0&' *'.+-1'--'. ."-1 ,$'-1,0&'. C K- ,-1423+-1 .&3 *' /0+.) $' /&' 1 "- + $"-/

dus = dν

∫
Pν(σ)Iν(σ) cos

(
2πν

b.σ

c

)
dΩ = dν

∫
Pν(σ)Iν(σ) cos (2πp.σ)dΩ

+/'/
p =

ν

c
b =

b

λ
.

6+/0+-1 0&' *' )",-1+2' $'. +-1'--'. .' 6+,1 $+-. *+ $,3'/1,"- �. "%'--'�
σ0

1 "- ,-13"$&,1 *' /'/1'&3
s = σ − σ0

1 0&, '.1 "310"2"-+* 3
σ0

)&,.0& -"- .&))".' *'. /'/1'&3.
σ0

'1
σ

&-,1+,3'. C K- 'L'1 1
1 = σ.σ ≈ σ0.σ0 + 2σ0.s = 1 + 2σ0.s

$ -"#
σ0.s ≈ 0

+& )3'. ,'3 "3$3' ., |s| � 1
1 / -'.1232$,3' ., "- . -,-143'..' 3 &-' ."&3/' +..': )'1,1' C D- )'&1 +*"3. 4/3,3'� *+34)"-.' $' * -,-1'3643".G13' ."&. *+ 6"3. '

dus = cos (2πp.σ0)dν

∫
Pν(s)Iν(s) cos (2πp.s)dΩ − sin (2πp.σ0)dν

∫
Pν(s)Iν (s) sin (2πp.s)dΩ.

K- ,-13"$&,.+-1 *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'('
V0

$4E-,' )+3

V0(p) =

∫
Pν(s)Iν(s)e−2iπp.sdΩ,

"- +
dus = dν|V0| cos (2πντg − φν),

Na�O
"# |V0|

'1
φν

."-1 3'.) '/1,/'. '-1 * -+. )*,1&$' '1 *+ )0+.' $' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'(' C
K- ,-1423+-1 .&3 *+ A+-$' )+..+-1'

∆ν
+&1"&3 $' *+ 6340&'-/' /'-13+*'

ν0
1 '1 '- 6+,.+-1 ,/, * -0%)"10G.'.,. )*,E/+13,/' 0&' *' *"A' )3,. +,3' '1 * -,-1'-.,14 .)4/,E0&' -' $4)'-$'-1 )+. $' *+ 6340&'-/' 1 "- +

us =

∫
dν|V0| cos (2πντg − φν) = |V0|∆ν cos (2πν0τg − φν)

sin (π∆ντg)

π∆ντg

.
Na=O

,' 6+/1'&3 $ -+114-&+1,"- $' *+ 6"3. ' .,-&. /+3$,-+* +))+3+,..+-1 $+-. /'11' 40&+1,"- � /"33'.)"-$ +&
A3"& ,**+2' $'. 63+-2'. $ -,-1'3643'-/' )"&3 &-' ."&3/' )34.'-1+-1 &- .) '/13' 41'-$& 1 /0+0&' *"-2&'&3 $ -"-$'+))"31+-1 ."- )3")3' .%.1G. ' $' 63+-2'. +/'/ &- ,-1'363+-2' $,L43'-1 C D- )'&1 42+*'. '-1 ,-1'3)341'3 /'11'+114-&+1,"- 1 0&, +&2. '-1' 3+),$'. '-1 +/'/ *' $4 *+, 24".413,0&' 1 /".. ' *' 34.&*1+1 $' *+ �$4.%-/03"-,.+21,"-� $'. 13+,-. $ -"-$' +33,/+-1 .&3 *'. +-1'--'. 5 '1 7 C I'1 'L'1 )'&1 $"-/ Q13' $4/+.1+1'&3 ., * -"- ."&0+,1'.&,/3' &-' ."&3/' )'-$+-1 ."- 13+-.,1 1 '1 ,* /"-/ ,'-1 $' /". )'-.'3 *' 3'1+3$

τg

$' . +-,G3' 3 3'.%-/03"-,.'3*'. 13+,-. $ -"-$' C
� �� �� �� 4 & ��+$ "$# [ "�*+$#
D- ,-13"$&,1 $"-/ 1 .&3 *' /0'. ,- $& .,2-+* ,..& $' * -+-1'--' '- +/+-/' 1 &-' *,2-' 3 3'1+3$ 0&, )'&1 Q13'/"-.1,1&4' .",1 $' /UA *'. $' $,L43'-1'. *"-2&'&3. 0&, ."-1 /"--'/14. 3 1"&3 $' 3� *' +& .%.1G. ' $' 6+W"-+$+)14' 3 * -4/"*&1,"- $'

τg

1 .",1 $' 3'1+3$+1'&3. 4 *'/13"- ,0&'. *"3.0&' *' .,2-+* '.1 $4S 3 -&.43,.4 C D- + $"-/&- 3'1+3$
τd

,-13"$&,1 $+-. *+ /0+H-' $' 34/')1,"- '- +/+* $& .4 *+-2'&3 $' * -+-1'--' 7 C K- /"-.,$43+-1*' ./04. + $' *+ E2&3' � �� CB '1 '- .' )*+W+-1 $+-. *' /+. $ -&-' /"-/'3.,"- $' 6340&'-/' � 63 1 *'. .,2-+&(,..&. $'. +-1'--'. 5 '1 7 )34.'-1'-1 $'. )0+.'.
φ1

'1
φ2

'- '-134' $& /"334 *+1'&3 1 +/'/
φ1 = −2πντg − θ1'1

φ2 = −2πν′τd − θ2
1 "#

θ1
'1

θ2
."-1 *'. $4)0+.+2'. ,-13"$&,1. 1 .&3 *'. .,2-+&( 5 '1 7 3'.) '/1,/'. '-1 1 )+3* -"./,**+1'&3 *" /+* C ,+ 6"3. ' ,-1423+*' $' * -40&+1,"- Na=O . -4/3,1 +*"3.

us =

∫
dν|V0| cos (φ2 − φ1 − φν) =

∫
dν|V0| cos (2πν∆τ + 2πν0τd − θ2 + θ1 − φν).

F ' . +-,G3' 24-43+*' 1 /'11' 6"3. ' ,. )*,0&' 0&' * -+.)*,1&$' $' *+ 34)"-.' $& /"334 *+1'&3 '.1 42+*'. '-1
. "$&*4' 1 /".. ' +& � �� C� C� 1 )+3 &-' 6"-/1,"- $4)'-$+-1 /'11' 6",. $' * -'33'&3

∆τ = τg − τd

+))'*4' �����
� �kjm hsmeh�e �e he�s&lph qe qk� e vhpf gphe

Pν

er q nplrelmprs mv sop&ije
Iν

el qem heoelrhglr mjh qg � pheorpkl
σ0

z
��e tgpr ije qe tgorejh � ngrrsljgrpkl mkpr pop jl mpljm ogh� plgq emr qps gj� w�vkrw�mem � njlptkhf prs el thsijeloe �e qg hsv klme

�em hsoevrejhm er �j mveorhe �e vjpmmgloe �e qg mkjhoe u f gpm qe hsmjqrgr xslshgq emr ij npq gvvghg'r jl �hkjpqqgxe �em thglxemvkjh �em �gl�em vgmmglrem kj �em �sqgpm xskf srhpijem rhkv xhgl�m z



���� ���� � �� � ���	���
���
��� �� �	 ��� �������	�
 �� ���

���*� )+, ����� 1 0&, '- )3+1,0&' '.1 A ,'- ,- 643,'&3' +& 3'1+3$ 24".413,0&'
τg

1 /' 0&, ) '3. '1 1 '- +S&.1+-1342&*,G3'. '-1 *' 3'1+3$
τd

1 $' )34.'3/'3 *' /"-13+.1' $'. 63+-2'. C
I')'-$+-1 1 *+ )34.'-/' $& 1'3. '

2πν0τd

)3"/"0&' 42+*'. '-1 &-' . "$&*+1,"- $'. 63+-2'. 3 &-' / ,1'..' &-)'& 13") 3+),$' )"&3 *+ -&.43,.+1,"- $& .,2-+* C D- ,-13"$&,1 $"-/ &- $4/+*+2' $' )0+.' N% & �'� '& )� �O
φ0)'3. '11+-1 $' /". )'-.'3 /' 1'3. ' 1 '1 +,-., $' A *"0&'3 *'. 63+-2'. C K- 104"3,' 1 /' A *" /+2' '. ) Q/0' $G. *"3.$' . '.&3'3 .,.&*1+-4. '-1 * -+. )*,1&$' '1 *+ )0+.' $' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 C D- +.4 *,"3' $"-/ '-/"3'*' .%.1G. ' '- &1,*,.+-1 &- .'/"-$ /"334 *+1'&3 0&, $4)0+.' * -&- $'. $'&( .,2-+&( $'

π/2
+/+-1 /"334 *+1,"- C

D- . '.&3' +,-., .,.&*1+-4. '-1 *'. )+31,'. 34'**' '1 ,. +2,-+,3' $' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'(' C ,'.%.1G. ' +,-., $4/3,1 '.1 +))'*4 /"334 *+1'&3 /". )*'(' 1 )"&3 $'. 3+,."-. 4/ ,$'-1'. C
� �� �� �" �0#(1!$ "$ �  "" **'$#
�-' 6",. . '.&34' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'('

V0(p)
$"--4' )+3 * -40&+1,"- Na�O 1 ."- &1,*,.+1,"- )3+1,0&'3'0&,'31 *+ $4E-,1,"- $ -&- .%.1G. ' $' /""3$"--4'. +))3")3,4 $+-. *'0&'* 4/3,3' *' /'/1'&3

p
3')34.'-1+-1 1

3 &- 6+/1'&3 .&*1,)*,/+1,6 )3G. 1 *+ *,2-' $' A+.' '-13' *'. $'&( +-1'--'. C R* +))+3+H1 -+1&3'* 0&' * -&-' $'.'. /". )".+-1'. .",1 )3,.' )+3+**G *' 3 *+ $,3'/1,"- $' )",-1+2'
σ0

$' * -,-1'3643".G13' C D- ,-13"$&,1 $"-/&- .%.1G. '
(ex, ey, ez)

+/'/
ez = σ0

'1
(ex, ey)

$4E-,..+-1 &- .%.1G. ' $' /""3$"--4'. )'3) '-$,/&*+,3'
3 *+ $,3'/1,"- $' )",-1+2' +/'/ 1 /"-/'-1,"--'**'. '-1 1

ex

/'3. * -'.1 '1
ey

/'3. *' -"3$ C D- -"1'3+ +,-.,
p = uex +vey +wez

C �"1"-. 0&'
u
1
v

'1
w

$"--'-1 *'. /". )".+-1'. $' *+ *,2-' $' A+.' $+-. /' .%.1G. ' $'/""3$"--4'. 1 . '.&34'. '- *"-2&'&3. $ -"-$' C ,+ $,3'/1,"- 0&'*/"-0&'
σ
1 $+-. /' .%.1G. ' $' /""3$"--4'. 1. -4/3,1 +*"3.

σ = lex + mey + nez

1 +/'/
l2 + m2 + n2 = 1

C ,'. /""3$"--4'.
l

'1
m

/"33'.)"-$'-1 +&(/".,-&. $,3'/1'&3. $'
σ

$+-. *' .%.1G. '
(ex, ey)

C 3 ,'- '-1'-$& 1 *'. 6"-/1,"-.
Pν

'1
Iν

-' $4)'-$'-1 0&' $'/'. $'&( )+3+.G13'. 1 '1 &-' ,. +2' $+-. *' ) *+-
(l, m)

3')34.'-1' *+ )3" S '/1,"- $' *+ .)0G3' /4 *'.1' .&3 ."-)*+- 1+-2'-1 3 * -"3,2,-' $'. /""3$"--4'. 1 /".. ' *' . "-13' *+ E2&3' � �� CM C F +-. /'. /"-$,1,"-. 1 *' /'/1'&3
s = σ − σ0

. -4/3,1
lex + mey + (n − 1)ez

'1 *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 $'/ ,'-1

V0(u, v, w) =

∫∫
Pν(l, m)Iν(l, m)e−2iπ[ul+vm+w(n−1)] dldm√

1 − l2 − m2
,

+/'/ *+ /"-/'-1,"- 0&' * -,-1423+-$' '.1 -&**' )"&3
l2 +m2 > 1

C I'11' 40&+1,"- '.1 )3'.0&' &-' 13+-.6"3.4'$' �"&3,'3 1 . +,. )+. '(+/1'. '-1 C TE- $' )"&/",3 &1,*,.'3 *' )&,..+-1 6"3. +*,.. ' $' �"&3,'3 1 "- )'&1 6+,3'* -0%)"10G.' 0&' *' /0+. ) $"-1 "- /'&1 6+,3' * -,. +2' '.1 )'1,1 1 $' ."31' 0&'

n − 1 ≈ −1

2

(
l2 + m2

)
⇒ V0(u, v, w) ≈

∫∫
Pν(l, m)Iν(l, m)√

1 − l2 − m2
e−2iπ(ul+vm)eiπ(l2+m2)wdldm.

,' 1'3. ' $ -'33'&3 $' )0+.'
δφ = π

(
l2 + m2

)
w

)'&1 Q13' . +S"34 .,. )*'. '-1 '- 3'. +30&+-1 0&'

w < w��� ' b���

λ
' 1

θs

'1
l2 + m2 < θ2

f

$"-/
δφ <

πθ2
f

4θs

,

"#
θs

'1
θf

$4.,2-'-1 3'.) '/1,/'. '-1 *+ 1+,**' $& *"A ' .%-1041,.4 N/",3 )*&. A+.O '1 /'**' $& /0+. ) $' /&' 1/' 0&, ,. )*,0&' &-' . +S"3+1,"- $' /' $'3-,'3 .& ,/+-1 * -'33'&3 $' )0+.' . +( ,. +*' 0& -"- . -+&1"3,.' C
P "%'--+-1 *+ 3'$4E-,1,"- $& *"A ' )3,. +,3' $ -&-' +-1'--' .'*"- *+ 13+-.6"3. +1,"-

P ′
ν(l, m) =

Pν(l, m)√
1 − l2 − m2

"- +
V0(u, v, w) ≈ V ′

0(u, v) =

∫∫
P ′

ν(l, m)Iν(l, m)e−2iπ(ul+vm)dldm,

/' 0&, /"-.1,1&' &-' /43,1+A *' 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 A ,$,. '-.,"--'**' 3'*,+-1 *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/'$+-. *' /,'* 3 *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'('
V0(p)

"& )*&1�1 3 *+ )3" S '/1,"-
V ′

0(q)
$' /'11' $'3-,G3' .&3*' ) *+-

(u, v)
1 *' /'/1'&3

p = uex + vey + wez

.' )3"S '1+-1 '-
q = uex + vey

C b"&3 .,. )*,E'3 *'. 4/3,1&3'. 1"- -"1'3+ /')'-$+-1
Pν

)"&3
P ′

ν

'1
V0

)"&3
V ′

0

$+-. *+ .&,1' C
� �� �� �$ 4 " !)&&�+$# [ "']!$*( )$ & $( ($! � "$ &
,' )",-1

q
$' * -'.)+/'

(u, v)
3')34.'-1+-1 *+ *,2-' $' A+.' '-13' $'&( +-1'--'. 3 &- ,-.1+-1 $"--4 '1 )"&3&-' $,3'/1,"- $' )",-1+2' $"--4' 1 $4)'-$ 42+*'. '-1 $' *+ 6340&'-/' $ -"A .'3/+1,"-

ν
)&,.0& -"- + *+ 3'*+1,"-
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p = νb/c
C 6 , * -"- /"-.,$G3' +*"3. &-' ."&3/' "A .'3/4' $+-. &-' A+-$' $' 6340&'-/'

∆ν
+&1"&3 $'

ν0
1 1"&1'.*'. . '.&3'. ."-1 13+,14'. /".. ' ., '**'. 41+,'-1 'L'/1&4'. 3 /'11' 6340&'-/' /'-13+*' '1 *'. /+*'&3. $'

u
'1$'

v
+113,A&4'. ."-1 /'**'. /+*/&*4'. )"&3

ν0
C ,'. /3+,'. 6340&'-/'. .)+1,+*'.

uν

'1
vν

/"33'.)"-$+-1 3 *+
6340&'-/'

ν
."-1 +*"3. $"--4'. )+3

uν =
ν

ν0
u

'1
vν =

ν

ν0
v,

$"-/ *+ /"-13,A&1,"- $' *+ 6340&'-/'
ν
3 *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'(' '.1 $' *+ 6"3. '

V0(u, v) = V0

(ν0

ν
uν ,

ν0

ν
vν

) $"-1 *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 '.1 (
ν

ν0

)2

I

(
ν

ν0
l,

ν

ν0
m

)
,

)+3 +))*,/+1,"- $& 104"3G. ' $' .,. ,*,1&$' $'. 13+-.6"3.4'. $' �"&3,'3 >3 3+/'#'** 1 7888? C I0+0&' 6340&'-/'
ν

$+-. *+ A+-$' )+..+-1'
∆ν

.' 13+$&,1 $"-/ )+3 &-' ,. +2' $46"3.4' $' *+ /3+,' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1
0& -"- )'&1 34.&. '3 )+3 &- A 3"&,**+2' 3+$,+* N �+�()��& '� ���)+,O C
F -+&13' )+31 1 *+ . '.&3' $'. / ,.,A ,*,14. -' .' 6+,1 )+. $' . +-,G3' ,-.1+-1+-4' 1 '1 /0+0&' . '.&3' '.1 *' 34.&*1+1$ -&-' ,-1423+1,"- .&3 &- 1'. ).

τi

C b'-$+-1 *' 1'. ). $ -&-' ,-1423+1,"- 1 *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' . "$,E' *+ *,2-'$' A+.' )3"S '14'
q
1 /".. ' "- *' /'33+ 1 '1 *'. / ,.,A ,*,14. ,- .1+-1+-4'. ,-14234'. /"33'.)"-$'-1 $"-/ 3 $'.)",-1. $,L43'-1. $& )*+-

(u, v)
C R* '- 34.&*1' &- A 3"&,**+2' N�)� � �����, )+,O '1 &-' $,.1"31,"- $' * -,. +2' C R*

6+&1 $"-/ 13"&/'3 &- /". )3". ,. '-13' /'11' /"-13+,-1' '1 *+ -4/'..,14 $ -"A1'-,3 &- A"- 3+))"31 .,2-+* .&3
A3&,1 1 )"&3 *'0&'* "- $'/3+,1 /0",.,3 &- 1'. ). $ -,-1423+1,"- *"-2 C
� �� �� -'#$�!. " /�*($**$# $( )!�+$ ")$
� �� �� �� � # )( ) * "! �" Z &1!$
I".. ' "- * -+ /& 1 &- ,-1'3643".G13' 4 *4. '-1+,3' 1 /"-.1,1&4 $' $'&( +-1'--'. ,$'-1,0&'. 1 )'3. '1 3 /0+0&',-.1+-1 $' . '.&3'3 *+ /+*'&3 $' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /".)*'('

V0
'- &- )",-1

q
$ -&- '.)+/' 3 $'&($,. '-.,"-. 1 $,1 '.)+/'

(u, v)
"& )*+-

(u, v)
1 '- 34643'-/' +&( -"1+1,"-.

u
'1

v
0+A ,1&'**'. '-1 &1,*,.4'. )"&3*'. 6340&'-/'. .)+1,+*'. $+-. $'&( $,3'/1,"-. "310"2"-+*'.� 1

V0(q) =

∫∫
Pν(σ)Iν(σ)e−2iπq.σdσ =

∫∫
J(σ)e−2iπq.σdσ soit V0 = TF [J ] .

N�8O
,' )3" /'..&. $ -,. +2'3,' /"-.,.1' 3 ,-/'3.'3 /'11' 40&+1,"- 1 $' . +-,G3' 3 "A1'- ,3 1 3 )+31,3 $'. / ,.,A ,*,14. 1 *+$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/'

Iν

C �"1"-. 0&' ., *' *"A ' $ -+-1'--'
Pν

'.1 .&J .+.. '-1 A ,'- /"--& 1 "- )"&33+"&A *,'3 /'*& ,2/, $+-. &- )3'. ,'3 1'. ). '1 /"-.,$43'3 0&' * -,. +2' 3 "A1'- ,3 3 )+31,3 $'. / ,.,A ,*,14. '.1
J = PνIν

1 .+/0+-1 0& -&-' .,.)*' $,/ ,.,"- )+3 *' *"A ' ) '3. '113+ 1 '- E- $' 13+,1'. '-1 1 $' 3'13"&/'3 *+$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 34'**'
Iν

$' *+ ."&3/' C
,+ 3'*+1,"- $' 13+-.6"3. +1,"- $' �"&3,'3 N�8O '()3,. ' *' 6+,1 0& -3 1"&1 ,-.1+-1 1 &-' )+,3' $ -+-1'--'. ) '3. '1$' . '.&3'3 &-' /".)".+-1' $' �"&3,'3 )+31,/&*,G3' $' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' . "$,E4'

J
C �"1"-. 0&'/'11' $'3-,G3' 41+-1 34'**' 1 *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 '.1 0'3. ,1 ,'--' >3 3+/'#'** 1 7888? 1 .",1

V ∗
0 (q) = V0(−q)

"# * -41",*' $4.,2-' *+ /"-S&2+,."- /". )*'(' C
I0+0&' . '.&3' 6"&3- ,1 $"-/ '- 34+*,14 $'&( )",-1. $+-. * -'.)+/'

(u, v)
1 A ,'- 0&' /'. $'&( )",-1. -' .",'-1)+. ,-$4)'-$+-1. C , -&1,*,.+1,"- $ -&- 34.'+& $'

Na

+-1'--'. $",1 +*"3. )'3. '113' *+ . '.&3' .,.&*1+-4' $ -&--".A3' ,. )"31+-1 $' /". )".+-1'. $' �"&3,'3 1 '-/ ,3"- $' * -"3$3' $'
Na(Na−1)/2

1 +&( 6340&'-/'. .)+1,+*'.
q

/"33'.)"-$+-1 +&( )3"S '/1,"-. $'. $,L43'-1'. *,2-'. $' A+.' .&3 &- )*+- )'3) '-$,/& *+,3' 3 *+ $,3'/1,"-$' )",-1+2' N/",3 *+ E2&3' � �� CMO C F -+&13' )+31 1 *+ 3"1+1,"- $' *+ #'33' .' 13+$&,1 )+3 &- $4)*+/'. '-1 $&)",-1 3')34.'-1+1,6 $ -&-' *,2-' $' A+.' $"--4' $+-. *' )*+-
(u, v)

1 .'*"- &- /0'. ,- 0& -"- $4/3,3+ $+-. *'/0+),13' .&,/+-1 1 '1 $"-1 "- /",1 &- '('. )*' .&3 *+ E2&3' � �� C^ C D- $,.)".' $"-/ '- E- $ -"A .'3/+1,"- $ -&-'-.'.A *' $' )",-1.
qk

"# '.1 . '.&34' *+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14 /". )*'(' C , -,-/". )*41&$' $' * -,- 6"3. +1,"-.&3 /'11' $'3-,G3' 3')34.'-1' *+ $,J /&*14 . +S '&3' $' * -,. +2'3,' '- ,-1'3643".413,' C
�def ghijklm ij nkl �smpxlehg pop qg rhglmtkhf grpkl �e �kjhpeh mkjm qg tkhf e � njl kv shgrejh �� u qg rhglmtkhf grpkl hsop�vhkije srglr lkrse ��

−1
z
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m

l

v

u

q

	
� � � �� CM 
 ��'��� �' �� *�����++ ��' ��+' �� % ��+ �� *)�� �� , ��*& �� �� ��+' �� % ��+ �� ����)�� �� ���)��� �

u
�f �rhem	

v

�
��
��
��
�

	
� � � �� C^ 
 	��������� (u, v)
� ��+ )+���� ���� ���� � ���� ���� �+�' ')��� � �+� ���)���� �� 
 �

◦
+���
 ���'

� ��+� � '�����)�+ � ��+� '���*� � 
 �
◦

�� ��*�)+�)'�+ 
 % �+��+� �
 & ����'�

TE- $' 6"3. +*,.'3 /'11' ,$4' 1 "- ,-13"$&,1 &-' 6"-/1,"- $ -4/0+-1,**"--+2'
S
1 -"- -&**' &-,0&'. '-1 +&()",-1. 'L'/1,/'. '-1 . '.&34. C ,+ 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14

V
$"-1 "- $,.)".' 34'**'. '-1 '.1 +*"3.

V (q) = S(q)V0(q)
+/'/

S(q) =
∑

k

δ(q − qk).
N� 5O

,' .&))"31 $'
S

'.1 /"-.1,1&4 $'. )",-1. . '.&34. '1 '.1 /"&3+.. '-1 +))'*4 /"&/'31&3'
(u, v)

1 A ,'- 0&'/' 1'3. ' .",1 42+*'. '-1 )+36",. &1,*,.4 )"&3 $4.,2-'3 *+ 6"-/1,"-
S

'**'2. Q. ' C b+3 +,**'&3. 1 '- 34+*,14 1 *'.
. '.&3'. $'. / ,.,A ,*,14. ."-1 '-1+/04'. $' A3&,1 1 $' ."31' 0&'

V = SV ′
0

1 "#
V ′

0

3')34.'-1' *+ 6"-/1,"- $'
/ ,.,A ,*,14 /". )*'(' /"33". )&' )+3 *' A3& ,1 C D- % 3'/ ,'-$3+ ) *&. A+. C TE- $ -"A1'-,3 &-' ,. +2' 1 *+ )3'. ,G3')"..,A ,*,14 /"-.,.1' 3 )3'-$3' A3&1+*'. '-1 *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 ,-/'3.' $'

V
1

IB(σ) =

∫∫
V (q)e2iπq.σdq soit IB =

#�−1 [V ] .
N�7O

, -,. +2'
IB

1 $,1' ,. +2' .+*' 1 '.1 &-' 3')34.'-1+1,"- $' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 0&, 1 A ,'- 0& -,- /"33'/1' 13')34.'-1' 24-43+*'. '-1 *+ )3'. ,G3' 41+)' $& )3" /'..&. $ -,. +2'3,' C ,+ 3'*+1,"- '-13' * -,. +2' .+*' '1 *+
/43,1+A *' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' '.1 +*"3. $"--4' )+3 &-' 40&+1,"- $' /"-/"*&1,"- 1
IB = B ∗ J avec B =

#�−1 [S] ,

"# * -"- + -42*,24 *+ )34.'-/' $' A3&,1 C ,+ 6"-/1,"-
B
1 +))'*4' *"A' .+*' "& *"A ' .%-1041,.4 1 3')34.'-1' *+34)"-.' ,. )&*.,"--'**' $' * -,-.13&. '-1 1 '1 "- /",1 $"-/ 0&' 1 . Q. ' '- * -+A .'-/' $' A3&,1 1 * -"A1'-1,"- $' *+
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$,.13,A&1,"- 34'**' $' A3,**+-/' -4/'..,1' &-' $4/"-/"*&1,"- $"-1 *+ ."*&1,"- - -'.1 )+. &-,0&' C 6&))"."-.'- 'L'1 0& -"- .' $"--' &-' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/'
Z

."*&1,"- $' * -40&+1,"- 0". "2G-'
B ∗ Z = 0

1 /' 0&,'.1 )"..,A *' 5 "- )'&1 .,. )*'. '-1 )3'-$3' *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 ,-/'3.' $ -&-' 6"-/1,"- $4E-,' .&3 *')*+-
(u, v)

1 0'3. ,1 ,'--' 1 $"-1 *' .&))"31 .",1 $,.S",-1 $' /'*& , $'
S
C F+-. /'. /"-$,1,"-. 1 ,* '.1 ,. )"..,A *'$' $,.1,-2&'3 *+ $,.13,A&1,"-

J + Z
$'

J
3 )+31,3 $'. $"--4'. C , -'( ,.1'-/' $' /'. $,.13,A&1,"-. ,-/ ,.,A *'.'.) Q/0' *' ) *&. ."&/'-1 $' /"-.,$43'3 *+ ."*&1,"- )3,-/,)+*' $' * -40&+1,"- $' /"-/"*&1,"- 2 )"&3 *+0&'**'

V0
'.1 )3,.' -&**' '- $'0"3. $'. )",-1. . '.&34. 2 /".. ' &-' ."*&1,"- 34+*,.1' $& )3"A *G. ' )".4 C K- 'L'1 1/'11' ."*&1,"- '.1 ."&/'-1 -"-2)0%.,0&' 1 )34.'-1+-1 )+3 '('. )*' $'. /+*'&3. -42+1,/'. C

I -'.1 * -"AS '1 $'. .&*1,)*'. .410"$'. $,1'. $' $4/"-/"*&1,"- 0&' $ -"A1'-,3 &-' ."*&1,"- 34+*,.1' '- 3'. )*,.2.+-1 *'. 13"&. $& )*+-
(u, v)

C D- /"-.13& ,1 +,- ., $'. . "$G *'. $' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1 0& -"- +))'**',. +2'. )3")3'. 1 3 )+31,3 $'. $"--4'. '1 $ -0%)"10G.'. � % �)��) .&3 * -"AS '1 "A .'3/4 C
� �� �� �Z ��$�(�( ) * "$ � )"# � !. " **'$#
F +-. * -'()3'..,"- $' *+ 6"-/1,"- $ -4/0+-1,**"--+2'

S
$' * -40&+1,"- N� 5O 1 ,* +))+3+H1 0&' 1"&1'. *'. . '.&3'.."-1 13+,14'. $' *+ .Q. ' 6+W"- '1 0& -"- *'&3 +//"3$' &-' ,. )"31+-/' ,$'-1,0&' C D 3 1 ,* '.1 A ,'- 4/ ,$'-1

0&' *+ 34+*,14 '.1 $,L43'-1' 1 /+3 /'31+,-'. . '.&3'. ) '&/'-1 Q13' )*&. A 3&,14'. 0&' $ -+&13'. 1 )+3 '('. )*' C
F -+&13' )+31 1 ,* ) '&1 . -+/43'3 ,-143'..+-1 $' . "$,E'3 *'. /+*'&3. $' *+ 6"-/1,"- $ -4/0+-1,**"--+2' $' . +-,G3'
3 +114-&'3 *'. +31'6+/1. '1 3 "A1'-,3 &- *"A ' .%-1041,.4 )*&. )3" /0' $ -&- *"A ' �)3")3'� C D- ,-13"$&,1 +,-.,&-' 6"-/1,"- $' )",$.

W
1'**' 0&'

W (q) =
∑

k

FkTkDkδ(q − qk) = F (q)T (q)D(q)S(q)

"# *'. /"'J /,'-1.
Fk

1
Tk

'1
Dk

/"33'.)"-$'-1 3 $,/'3. 'L'1. C ,'.
Fk

13+$&,.'-1 *+ E+A ,*,14 $'. . '.&3'. 11'**' 0& -'-/ ,.+24' )34/4$'.. '-1 1 '1 "- -' )'&1 $"-/ )+. *'. . "$,E'3 C ,+ 6"-/1,"-
T
1 $,1' $' ��% ��)+, 1)'3. '1 $' $,. ,-&'3 * -,. )"31+-/' +//"3$4' +&( . '.&3'. 3 0+&1' 6340&'-/' .)+1,+*' 1 +E- $' .&))3,. '3 *'.*"A '. )+3+.,1'. 3 )'1,1' 4/0'**' C ,+ 6"-/1,"- $' $'-.,14

D
)'3. '1 0&+-1 3 '**' $' /". )'-.'3 1 '- )+31,' 1* -,-/". )*41&$' $' *+ /"&/'31&3'

(u, v)
'- )3'-+-1 /".. ' /+*'&3 '- &- )",-1 * -,-/'3.' $' *+ $'-.,14 *" /+*' $')",-1. $' . '.&3'� C D- $,.)".' +*"3. $ -&-' 6"-/1,"- $' / ,.,A ,*,14

Vw = WV0
1 '1 $ -&-' ,. +2' .+*' $4)'-$+-1

4/ ,$'.. '-1 $& ./04. + $' )",$. +))*,0&4
Iw = Bw ∗ J avec Bw =

#�−1 [W ] .

R* -' 6+&1 /') '-$+-1 )+. "&A *,'3 0&' * -,. +2'
Iw

- -'.1 )+. 1 $' . +-,G3' 24-43+*' 1 &-' ."*&1,"- +//')1+A *'$& )3"A *G. ' $' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1 /+3 * -,-�&'-/' $'. )",$. .&3 * -+.) '/1 $' * -,. +2' .+*' '.1 1"&1'3'*+1,/' 1 '1 "- -' )'&1 .' )+..'3 $' * -41+)' $' $4/"-/"*&1,"- C
� �� �� �� �$ � �������

, -"A1'-1,"- $' * -,. +2' .+*' 3 )+31,3 $'. $"--4'. -4/'..,1' 1 "- * -+ /& 1 &-' 13+-.6"3. +1,"- $' �"&3,'3 C �&.423,0&'. '-1 1 *' /+*/&* $' /'11' 13+-.6"3.4' )'&1 .' 6+,3' $' $'&( 6+W"-. C D- )'&1 'L'/1&'3 &-' 13+-.6"3. +1,"-
�$,3'/1'� '- /+*/&*+-1 1 )"&3 /0+0&' $,3'/1,"- $ -"A .'3/+1,"-

σ
$4.,34' 1 *+ 0&+-1,14

IB(σ) =
1

N

N∑

k=1

V (qk)e2iπqk.σ.

,' /"�1 -&.43,0&' $' /'11' .410"$' 1 )"&3 "A1'-,3 &-' ,. +2'
M ×M

1 '.1 $' * -"3$3' $'
M4 1 '1 ) '&1 $"-/. -+/43'3 '(13Q. '. '-1 *"&3$ C b *&. 3+) ,$' 1 * -&1,*,.+1,"- $' *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 3+),$' N��# O 3'0&,'31

0&' *'. $"--4'. .",'-1 )*+/4'. .&3 &-' 23,**' 342&*,G3' C D 3 1 A ,'- '-1'-$& 1 /' - -'.1 )+. *' /+. $'. $"--4'.$ -"3,2,-' 1 '1 ,* /"-/ ,'-1 $' )3" /4$'3 3 &-' ,-1'3)"*+1,"- /"..&-4. '-1 +))'*4' , �)��)+, C ,' /"�1 -&.43,0&'
��erre kvrpkl emr gvv eqse �	
� �
� ��
�� �
	� u rgl� pm ije qe owkp�

D = 1
oklmrprje qe 	���
�� ��
�� �
	� z �e owkp� �e q njlekj q ngjrhe kvrpkl emr emmelrpeqqef elr � pors vgh q nk�y eorpt �e melmp� pqprs �e q nplmrhjf elr ) vqjm kj fkplm xhgl�e qpxle �e �gme z

�krklm ij npq e� pmre �em �ghpglrem u reqqem ije qe 
����� � �
�� �
	� kj elokhe qe ����
 �	
� �
� ��
�� �
	� z
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$ -&-' 1'**' ,-1'3)"*+1,"- .& ,/ ,' $ -&-' ��# '.1 *&, $' * -"3$3' $'
M2 log M

1 /' 0&, S&.1,E' +. )*'. '-1 0& -"-/0",.,..' /'11' ")1,"- )*&1�1 0&' *+ 13+-.6"3. +1,"- $,3'/1' V� C
R* . -+2,1 $"-/ $' .' $"--'3 &-' 23,**' 342&*,G3' $+-. *' )*+-

(u, v)
'1 $ -+..,2-'3 $'. /+*'&3. 3 /0+0&' -$&$$' /'11' 23,**' '- 6"-/1,"- $'. / ,.,A ,*,14. "A .'3/4'. $+-. ."- /",.,-+2' C b *&.,'&3. .410"$'. ."-1 )"..,A *'.)"&3 )+3/'-,3 3 /' 34.&*1+1 >#0". )."- ` 3 3+/'#'** 1 5=aB? 1 . +,. ,* +))+3+H1 0&' *'. 1'/0- ,0&'. /"-.,.1+-1 3/"-/"*&'3 *'. $"--4'. $+-. * -'.)+/'

(u, v)
."-1 *'. )*&. &1,*,.4'. 1 '- )+31,/&*,'3 )+3/' 0& -'**'. -' .' *,. ,1'-1)+. 3 &-' .,. )*' ,-1'3)"*+1,"- 1 . +,. 0& -'**'. ,. )*,0&'-1 42+*'. '-1 &-' . "%'--' )'3. '11+-1 $' *,. ,1'3

0&'*0&' )'& *'. 'L'1. $' . '.&3'. +A '33+-1'. C R* '.1 )+3 +,**'&3. )"..,A *' $' /"33,2'3 *'. 'L'1. $' /'11'/"-/"*&1,"- .&3 * -,. +2' E-+*' 1 /' 0&, '.1 &- +/+-1+2' /'31+,- C
6 ,

G
'.1 *' -"%+& $' /"-/"*&1,"- &1,*,.4 1 *+ 6"-/1,"- $"-1 "- )3'-$ *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 '.1 4/ ,$'.. '-1

V g
w = G∗Vw

'1 "- )'&1 3'*,'3 * -,. +2' .+*'
Ig
w

'1 *' *"A ' .+*'
Bg

w

1 /"33'.)"-$+-1 3
V g

w

1 +&( 0&+-1,14. +-+*"2&'.+/+-1 , �)��)+, 1

Ig
w = TF−1 [G ∗ Vw ] = ĜIw et Bg

w = TF−1 [G ∗ W ] = ĜBw

+/'/
Ĝ = TF−1 [G] .

3 ,'- '-1'-$& 1
V g

w

-' 3')34.'-1' 0& -&-' 41+) ' ,-1'3.4$,+,3' 1 )&,.0& -,* . -+2,1 $ -&-' 6"-/1,"- *,..' 1 0& -,* 6+&1
. +,-1'-+-1 4/0+-1,**"--'3 .&3 *+ 23,**' C I' )3" /4$4 '.1 40&,/+*'-1 3 *+ .&*1,)*,/+1,"- )+3 &- )',2-' $'
F ,3+/ 3 $'&( $,. '-.,"-. 1 -"14 ,/,

R
'1 $4E-, )+3

R (u, v) =
1

∆u∆v

∑

i,j

δ
( u

∆u
− i,

v

∆v
− j
) "# *+ .".. +1,"- )"31' .&3

(i, j) ∈ ZZ
2.

F ' . +-,G3' 4/ ,$'-1' 1
∆u

'1
∆v

$4.,2-'-1 *'. 1+,**'. $'. /'**& *'. $' *+ 23,**' $+-. /0+/&-' $'. $,3'/1,"-. C
T ,-., * -4/0+-1,**"--+2' $' *+ 6"-/1,"-

V g
w

6"&3-,1 &-' $,.13,A&1,"- $' / ,.,A ,*,14.
Vs = RV g

w

C , -,. +2' .+*'
Is3'/"-.13&,1' 3 )+31,3 $' /'. / ,.,A ,*,14. '.1 +*"3. $"--4' )+3 &-' /"-/"*&1,"- 1

Is = TF−1 [Vs] = R̂ ∗ Ig
w

+/'/
R̂ = TF−1 [R] .

,+ 6"-/1,"-
R̂

'.1 42+*'. '-1 &- )',2-' $' F ,3+/ 1 $"-1 *+ ) 43,"$,/,14 1 $+-. /0+0&' $,3'/1,"- 1 '.1 42+*' 3* -,-/'3.' $' *+ )43,"$,/,14 $'
R
C I'11' /"-/"*&1,"- + )"&3 'L'1 $' 34)*,0&'3 * -,. +2' .+*'

Ig
w

$+-. * -'.)+/'34'* 1 '1 ,* '.1 $"-/ )"..,A *' 0& -&- 3')*,'. '-1 N��)�')+,O .' )3"$&,.' 1 ., *' .&))"31 $' * -,. +2' .+*' '.1 )*&.
23+-$ 0&' *+ ) 43,"$,/,14 $'

R̂
C , -+114-&+1,"- $&' +& *"A' $' * -+-1'--' )'3. '1 $ -+..&3'3 1 '- )3'. ,G3'+))3"(,. +1,"- 1 0&' /' .&))"31 '.1 E-, 1 . +,. ,* - -'.1 )+. '(/*& 0&' $'. ."&3/'. A3,**+-1'. $+-. &- *"A '.'/"-$+,3' .",'-1 3')*,4'. $+-. * -,. +2'

Is

C F' )*&. 1 *' A3&,1 - -'.1 )+. *,. ,14 $+-. * -'.)+/' 34'* '1 .&A ,1 $"-/&- 3') *,'. '-1 0&, +&2. '-1' ."- -,/'+& +&( A"3$. $' *+ /+31' C @'. +30&"-. 0&' ., * -+*,+.,-2 '.1 -42*,2'+A *' 1"- )34.'3/' * -40&+1,"- $' /"-/"*&1,"- ."&. *+ 6"3. ' VV
Is

Ĝ
=

Ig
w

Ĝ
= Iw = Bw ∗ J.

,'. 6"-/1,"-. $' , �)��)+,
G

/0",.,'. 0+A ,1&'**'. '-1 1'-1'-1 $' .+1,.6+,3' $'. /"-$,1,"-. 0&'*0&' )'& /"-13+2$,/1",3'. 1 3 .+/",3 Q13' -"- -&**'. &-,0&'. '-1 .&3 &-' )'1,1' 342,"- 1"&1 '- *,. ,1+-1 * -+*,+.,-2 '1 .+-. 13")3+*'-1,3 *+ / ,1'..' $' /+*/&* C ,' /0",( *' )*& . .,. )*' V� '.1 $' )3'-$3' &-' 6"-/1,"- 3'/1+-2*' 1 / -'.1232$,3'$ -+..,2-'3 /0+0&' / ,.,A ,*,14 +& -$&$ $' *+ 23,**' *' )*&. )3" /0' C P +,. '- $4E-,1,/' 1 *' /0",( *' )*&. +))3")3,434)"-$+-1 +&( /"-13+,-1'. $' .&))"31 '1 $ -+*,+.,-2 *,. ,14. '.1 /'*&, $'. 6"-/1,"-. .)043" �$+*'. 1 0& -"- -')'&1 '()3,. '3 +-+*%1,0&'. '-1 1 . +,. $"-1 *'. /+*'&3. ."-1 1+A&*4'. 1 /' 0&, )'3. '1 $' )3" /4$'3 +& , �)��)+,$' . +-,G3' -&.43,0&' C
� �� �� �" �$ �" Z &1!$ "! Z"!)(
D- + A ,'- )3,. .",- $' -"1'3 )*&. 0+&1 0&' *'. / ,.,A ,*,14. "A .'3/4'. ."-1 /"33". )&'. )+3 * -'( ,.1'-/' $'
A3&,1 C I'*&,2/, ) '&12Q13' $' $'&( 1%)'. )3,-/,)+&( 1 +$$,1,6 "& .&*1,)*,/+1,6 C 6 , "- -"1'

εa

*' A3&,1 +$$,1,6 '1
c��e l nemr vqjm � hgpf elr qe ogm u oev el�glr u vkjh qem v erprem pf gxem oklmrhjprem ) vghrph � njl lkf�he hs�jpr �e �kllsem z

� ngjrhe vghr u qg f srwk�e � pheore g q ng�glrgxe �e v ehf errhe �e oklmrhjphe q npf gxe mgqe el refvm hseq u gj tjh er ) femjhe ije
�e lkj�eqqem � pmp� pqprsm mklr � pmv klp� qem zcc�g � p� pmpkl vgh bG

�e q npf gxe mgqe
Is

k�relje 
	 � 	� me lkffe okhheorpkl �e �

��
	� zc�� pel ij npq mkpr qe vphe el rehf em � n��
��
	� zzz
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εm

*' A3&,1 .&*1,)*,/+1,6 1 "- + 1 ./04. +1,0&'. '-1 1
V ′

0 = εmV0 + εa

C #"&1'. *'. ")43+1,"-. 'L'/1&4'. 41+-1*,-4+,3'. 1 *' A3& ,1 +$$,1,6 + )"&3 'L'1 $ -+S"&1'3 &-' .13&/1&3' $' A3&,1 .&3 * -,. +2' E-+*' 1 1+-$,. 0&' *' A 3&,1
.&*1,) *,/+1,6 .' 13+$&,1 )+3 &-' /"-/"*&1,"- $+-. * -'.)+/' ,. +2' C
K- /' 0&, /"-/'3-' * -"3,2,-' $& A3&,1 1 "- )'&1 '..'-1,'**'. '-1 '- $,.1,-2&'3 $'&( ."&3/'. C ,'. 34/')1'&3. 11"&1 $ -+A"3$ 1 0&, ) '&/'-1 /"**'/1'3 $'. )0"1"-. 3+$," )3"/'-+-1 $' *'&3 '-/ ,3"--'. '-1 ,..4$,+1 '1 -"-$' *+ ."&3/' +.13"-". ,0&' C R* 6+&1 $"-/ *'. )3"142'3 )+3 $'. 4/3+-. +))3")3,4. 1 0& -"- $",1 3'63",$,3 )"&3
. ,- ,. ,.'3 *'&3 4. ,..,"- 10'3. ,0&' )3")3' 1 .+-. 0&", *' 3'.G$' 3,.0&'3+,1 $ -Q13' ) ,3' 0&' *' . +* C ,' 3'63",2$,..'. '-1 '.1 $ -+,**'&3. 'L'/1&4 '- )*"-2'+-1 /0+0&' 34/')1'&3 $+-. &- /3%".1+1 $"-1 *+ 1'. )43+1&3' '.1$' * -"3$3' $' *+ 0&,-:+,-' $' � '*/ ,-. 1 $' 6+W"- 3 34$&,3' *'&3 A3& ,1 ,-13,-.G0&' 1 .+-. 0& -,* .",1 )"..,A *' $'* -4 *,. ,-'3 '-1,G3'. '-1 C
F -+&13' )+31 1 *'. �b"&3'- . ,- ,. ,.'3 *'. 'L'1. 1 "- )'&1 )+3 '('. )*' "A .'3/'3 342&*,G3'. '-1 &- /+*,A 3+1'&3 1 '- +*1'3-+-/' +/'/ *+."&3/' 3 *+0&'**' "- . -,-143'..' C ,' /+*,A 3+1'&3 $",1 +/",3 &-' )".,1,"- /"--&' $+-. *' /,'* 1 /' 0&, 6"&3-,1 &-'34643'-/' $' )0+.' C ,'. �&/1&+1,"-. $& 3'1+3$ ."-1 /+*,A34'. � % �'���)��) '- ,-1'3)"*+-1 *'. . '.&3'. 6+,1'..&3 *' /+*,A3+1'&3 1 )&,. ."&.13+,1'. $'. . '.&3'. $' )0+.' .&3 *+ ."&3/' C T *1'3-+1,/'. '-1 1 "- )'&1 . '.&3'3$,3'/1'. '-1 1 )+3 '('. )*' 3 * -+,$' $' 3+$,".G13'. 1 *+ 0&+-1,14 $' /+)'&3 $ -'+& )34.'-1' .&3 *+ *,2-' $' / ,.4'+& -,/'+& $' /0+0&' +-1'--' 1 '1 '- $4$&,3' *' 3'1+3$ $' )0+.' /"33'.)"-$+-1 C D- 3')+3*'3+ A3,G/'. '-1 $'/' )3"A *G. ' +& �� C� C� C
� �� �� �$ �� "'� *  &!( ) *
I".. ' "- * -+ /& 1 *'. ,. +2'. .+*'. "A1'-&'. +&( $,L43'-1'. 41+) '. $& 13+,1'. '-1 $'. $"--4'. $4/3,1'. )*&.0+&1 ) '&/'-1 1"&S"&3. .' . '113' ."&. *+ 6"3. ' $ -&-' /"-/"*&1,"- $' *+ /43,1+A *' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/'
. "$,E4' )+3 &- *"A' .%-1041,.4 C I') '-$+-1 1 *' )3"A *G. ' $'. $,.13,A&1,"-. ,-/ ,.,A *'. $'. '&3' 1 '1 *+ 3'. +30&'
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Iν Pν × Iν Bw ∗ (Pν × Iν) Ĝ × [Bw ∗ (Pν × Iν)]

�k� e vhpf gphe �owglrpqqkllgxe plokfvqer � hp�� plx
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V0 P̂ν ∗ V0 W × (P̂ν ∗ V0) G ∗ [W × (P̂ν ∗ V0)]
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(u, v)
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E *13+2' ,-.13&. '-1+* 1 $ -+&1+-1 )*& . ,. )"31+-1' 0&' *' -".A3' $ -+-1'--'. 1 '1 $"-/ $' /"334 *+1,"-. 1 '.1 4 *'/4 C

c�l le oklmp�shehg ije �em glrellem pqqjf plsem jlptkhf sf elr u �e mkhre ije qejh qk� e mehg mjvv kms mjp�he e�goref elr jletklorpkl � n� ph� z
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D- -"1'3+
Dx

*+ $,.1+-/' )+3/"&3&' +& ."* /'3. *' .&$ 1 '1
Dy

*+ $,.1+-/' +& ."* /'3. * -'.1 1 /". )14'. 3 )+31,3$& A+3%/'-13'
O

$'. )".,1,"-. $'. +-1'--'. 1 /".. ' *' ./04. +1,.' *+ E2&3' �� CM N+ O C I' ."-1 *'. )".,1,"-.
*&'. $+-. *' E/0,'3 $' /"-E2&3+1,"- C � )+31,3 $ -'**'. 1 "- )'&1 /+*/&*'3 *'. /""3$"--4'. $'. $,L43'-1'.+-1'--'. $+-. *' 3') G3' "310"-"3.4

(Ox′y′z′)
3')34.'-14 .&3 *+ E2&3' �� CM NA O '1 $4E-, $' *+ . +-,G3'.&,/+-1' 5 *' )*+-

(Ox′, Oy′)
'.1 *' )*+- 1+-2'-1 3 *+ #'33' '-

O
'1 *'. $,3'/1,"-.

Ox′
'1

Oy′
)",-1'-1

3'.)'/1,/'. '-1 /'3. *' .&$ '1 /'3. * -'.1 C � 1+-1 $"--4'. *'. /"&31'. $,.1+-/'. +& ."* . ,.'. '- S '& 1 *+ /"&3A&3'$' *+ #'33' '.1 -42*,2'+A *' '1 "- )'&1 '- 6+,1 4/3,3'
x′ = Dx

1
y′ = Dy

'1
z′ = 0

C �&.43,0&'. '-1 1 * -'33'&3
3'*+1,/' /".. ,.' '- 6+,.+-1 /'11' +))3"( ,. +1,"- '.1 ,- 643,'&3' 3

10−7 C
��g �gqejh mrko�se �glm qe &owpeh emr jl �glm qe vhef peh ogm u �shk �glm q ngjrhe z



���� ���� �� � 
 ��� ���� �	���
���
��� ��	� ��� ���	��	��� ���

,' 3') G3'
(Ox′y′z′)

'.1 42+*'. '-1 3')34.'-14 .&3 *+ E2&3' �� CM N/O 1 "# * -"- )'&1 *' /". )+3'3 +& 3')G3'
(Oxyz)

0& -"- &1,*,.'3+ $+-. *+ .& ,1' C , -+('
Oy

'.1 /"- 6"-$& +/'/
Oy′

1 1+-$,. 0&'
Ox

'1
Oz

."-1 $4$&,1.3'.)'/1,/'. '-1 $'
Ox′

'1
Oz′

)+3 3"1+1,"- +&1"&3 $' *+ $,3'/1,"-
Oy

1 $' 1'**' ."31' 0&'
Oz

.",1 )+3+**G *'
3 * -+(' $' 3"1+1,"- $' *+ #'33' C ,'. )".,1,"- . $'. +-1'--'. $+-. *' 3') G3'

(Oxyz)
."-1 ."&.13+,1'. $'&( 3

$'&( )"&3 "A1'-,3 *'. /""3$"--4'. $'. $,L43'-1'. *,2-'. $' A+.' C � * -+,$' $' *+ $4/*,-+,."-
δ

'1 $' * -+-2*'0"3+,3'
h

$' *+ ."&3/' 1 "- )+..' +*"3. $+-. * -'.)+/'
(u, v, w)

)+3 +))*,/+1,"- $' *+ 13+-.6"3. +1,"- *,-4+,3'.&,/+-1' >#0". )."- �� ���1 5== 5? 1



u
v
w



 =




sin h cosh 0

− sin δ cosh sin δ sin h cos δ
cos δ cosh − cos δ sinh sin δ








x
y
z



 .
N�7O

,+ $4/*,-+,."- $' *+ ."&3/' '.1 ,-/0+-24' +& /"&3. $' *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' 1 . +,. ,* - -'- /+ )+. $' .Q. ' $'* -+-2*' 0"3+,3' 1 $' ."31' 0&' *' )",-1 3')34.'-1+-1 &-' *,2-' $' A+.' $"--4' .' $4)*+/' $+-. *' ) *+-
(u, v)

1/".. ' "- * -+ $4S 3 3'. +30&4 .&3 *+ E2&3' � �� C^ C ,+ $&34' 1"1+*' $' * -"A .'3/+1,"- '1 *' 1'. ). $ -,-1423+1,"-
τi.4)+3+-1 $'&( . '.&3'. .&//'..,/'. /". )*G1'-1 *' S '& $'. )+3+.G13'. ) '3. '11+-1 $' /"-.13&,3' *+ /"&/'31&3'+.." /,4' 3 /'11' "A .'3/+1,"- .,.&*4' C ,+ E2&3' �� C^ . "-13' *' 34.&*1+1 $& /+*/&* $' .,( /"&/'31&3'.

(u, v)'('. )*+,3'. 1 /"-.13&,1'. 3 )+31,3 $' 13",. $'. /"-E2&3+1,"-. $' *+ E2&3' �� CB C D- 3'. +30&' -"1+.. '-1 *'
. +-0&' $' . '.&3'. +&( )*&. ) '1,1'. *,2-'. $' A+.' C
�� �� �� �$ � �������

,'. /"&/'31&3'.
(u, v)

+,-., "A1'-&'. /"33'.)"-$'-1 +&( 6340&'-/'. .)+1,+*'. $' *+ ."&3/' 0&, .'3"-1 '62
6'/1,/'. '-1 . '.&34'. )+3 * -,- .13&. '-1 +& /"&3. $' * -"A .'3/+1,"- C D 3 1 *'. /0+.). . "$G *'. 0&' -"&. +**"-.,-13"$&,3' '- '-134' $& .,.&*+1'&3 .'3"-1 4/0+-1,**"--4. .&3 &-' 23,**' 342&*,G3' "310"-"3.4' 1 '1 )"&3 *'.3+,."-. 0& -"- + $4S 3 4/"0&4'. +& /0+),13' � �� 1 ,* '.1 3'/".. +-$4 $' -' 13+/+,**'3 0& -+/'/ $'. 1+A *'+&(342&*,'3. $' $"--4'. 1 $' 6+W"- 3 )"&/",3 &1,*,.'3 *'. +*2"3,10. '. $' 13+-.6"3. +1,"- $' �"&3,'3 3+),$' 1 /' 0&,.' S&.1,E' 1 '- 1'3. '. $' 1'. ). $' /+*/&* 1 $G. 0&' *+ 1+,**' $'. ,. +2'. '1 *' -".A3' $' / ,.,A ,*,14. +&2. '-1'-1 C
F +-. *' /+. $ -T,PT 1 *' .'& * 6+,1 $' $,.)".'3 $' 78 5^ *,2-'. $' A+.' .,.&*1+-4. '-1 ,. )".' $' )+..'3 )+3&-' 41+)' $' , �)��)+, C
,' /0",( *' ) *&. .,. )*' )"&3 *+ 6"-/1,"- $' , �)��)+,

G
/"-.,.1' 1 "- * -+ $,1 +& /0+),13' � �� 1 3 )3'-$3'&-' 6"-/1,"- -&**' '- $'0"3. $ -&- )'1,1 3'/1+-2*' $' 1+,**'

(δu, δv)
/'-134 .&3 * -"3,2,-' $& )*+-

(u, v)
'1)3'-+-1 &-' /+*'&3 /"-.1+-1' -"- -&**' 3 * -,-143,'&3 $' /' 3'/1+-2*' C I -'.1 /' /0",( 0&, + 414 6+,1 )"&3 *'.,.&*+1'&3 C FG. *"3. 1 ,* .' )".' *+ 0&'.1,"- $' .+/",3 0&'**' 1+,**' $' .&))"31 /0",.,3 )"&3 /'11' 6"-/1,"- $'

, �)��)+, C b
(u, v)

+%+-1 414 3'. )*,. +31,E/,'**'. '-1)+3 *+ /"-/"*&1,"- C T&13'. '-1 $,1 1 ., *+ 6"-/1,"- $' , �)��)+, + &- .&))"31 13") 23+-$ 1 "- /+ /".A ,-'3$'. / ,.,A ,*,14. 3'*+1,/'. '-1 4 *" ,2-4'. *'. &-'. $'. +&13'. '1 $"-/ � % �)��) ,-$4)'-$+-1'. 1 '1 +,-., 6+&..'3 *+3')34.'-1+1,"- $' *+ A3,**+-/' C K- 'L'1 1 *"3.0& -"- /"33G *' $'. .,2-+&( ,..&. $' $'&( +-1'--'. $' $,+.G13'
d

&-,6"3.4. '-1 ,**&. ,-4'. 1 *'. /". )".+-1'. $' �"&3,'3 . '.&34'. ."-1 . "%'--4'. .&3 &- $,.0&' $' 3+%"-
d
C b *&. )34/,.4. '-1 1 *' )",$. 0&, '.1 +L'/14 3 &-' / ,.,A ,*,14 $4)'-$ *,-4+,3'. '-1 $' *+ $,.1+-/' +& /'-13'$& $,.0&' 1 $' ."31' 0&' *+ 1+,**' $' * -,-1'3/+**' $ -4/0+-1,**"--+2' 'L'/1,6 '.1 $' * -"3$3' $'

d
C ,' /3,1G3' $'

�%0&,.1 ,. )".' +*"3. $' . '.&3'3 *'. / ,.,A ,*,14. +/'/ &-' 34."*&1,"- $+-. * -'.)+/'
(u, v)

. ',**'&3' 0&'
d/2

C
K- )3+1,0&' 1 )"&3 &1,*,.'3 *'. +*2"3,10. '. $' $4/"-/"*&1,"- 1 "- .' )*+/' ."&/'-1 3

d/3
"& . ,'&( C

I'/, '.1 3 3'*,'3 +& )3"A *G. ' $' * -��)�')+, 1 )&,.0&' ., * -,-1'3/+**' $ -4/0+-1,**"--+2' '.1 13") 23+-$ 1 *'.$,L43'-1'. 34)*,0&'. $' * -,. +2' /"-1 .' 3'/"&/3,3 C D 3 1 *' /0+. ) $' /&' '.1 ,-/'3.'. '-1 )3")"31,"--'* +&$,+.G13'
d

$ -&-' +-1'--' &-,0&' 1 $"-/ *+ 1+,**' �")1,. +*'� $'. /'**& *'. $+-. * -'.)+/' $",1 Q13' $' * -"3$3' $'
d
1 '1 )*&1�1 ,- 643,'&3 3 /'11' /+*'&3 )"&3 *,. ,1'3 * -��)�')+, C D- + /0",., $' )3'-$3' ,/,

δu = δv = d/2
C ,+

E2&3' �� Ca . "-13' *'. 34.&*1+1. "A1'-&. )"&3 *'. $'&( /"&/'31&3'. /"33'.)"-$+-1 3 *+ )3'. ,G3' *,2-' $'*+ E2&3' �� C^ C F+-. *' /+. $' /'11' /"-E2&3+1,"- /". )+/1' 1 * -4/0+-1,**"--+2' '.1 )3'.0&' )+36+,1 .&3 &-'23+-$' ) *+2' $' 6340&'-/'. .)+1,+*'. .Q. ' .+-. &1,*,.'3 *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' )"&3 'L'/1&'3 &-' .%-10G.'$ -"&/'31&3' C
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� � �� C^ 
 �� ��% ��' �� *���������' (u, v)
*��*� ���' % �� �� ')�� ������ � � �+' ���' ��' *�'
 �� '���*� �'� �

�+� ��*�)+ �)'�+
δ = −23◦

� �� *���++� �� , ��*& � ��+��� �+� � '�����)�+ )+'��+��+�� �� *�� �� �� ���)�� �+�
� '�����)�+ � ��+� ����� �� ��� � )+� ��' � ��' ���)' �), +�' *����'% �+��+� � ���)' *�+" ,����)�+' �)� ���+��' ��
�� " ,��� �� CB 
 � '���)�
 �� & �� � �+  �'
 ��' *�+" ,����)�+' � 
 � �� � � � ��+, �� & ���)�� )+ )�)�� �'� *& �)') �, ��
�

h0 = −5◦
� �+ +��� ��' �*& �� ��' ���' �)� ���+��' �+��� *�' ���)' *�+" ,����)�+'�
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� � �� Ca 
 	���������' (u, v)
���*& �+�)� ��++��' '�� �+� , �)� �� ���& �+��� ��� � � ' ��, )� ��' *���������'

)� ��'����' '�� �� % ��� )��� �), +� �� �� " ,��� �� C^ � �� ��)� �� ��' *�� �� ��' ��+' ��' ���� �)��*�)�+'
u

��
v
�'�

�, ��� �� ����+ � ��+� �+��++��

�� �� �" � )! !&�( ) * "$#  Z#$ " �( ) *#
P +,-1'-+-1 0& -"- $,.)".' $' /"&/'31&3'.

(u, v)
'1 $' *'&3. /'3.,"-. 344/0+-1,**"--4'. 1 ,* . -+2,1 $' )+..'3 3*+ .,.&*+1,"- $'. "A .'3/+1,"-. C ,'. $,.13,A&1,"-. $' A3,**+-/' . "$G *'. ,-13"$&,1'. '- '-134' $& .,.&*+1'&3.'3"-1 $'. /0+. ). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. 1 1'*. 0& -"- *'. + $4E-,. +& /0+),13' � ��C 6 , * -"- $'/+,1 3'.) '/1'3 *+

.410"$' $' .,.&*+1,"- 3 *+ *'113' 1 ,* 6+&$3+,1 1 )"&3 /0+0&' /'/1'&3 $ -"-$'
k
. '.&34 1 .' $"--'3 &-' / ,.,A ,*,14'(+/1' $"-1 * -+. )*,1&$' .'3+,1 $41'3. ,-4' .'*"- &-' *" , $' )&,..+-/' $4)'-$+-1 $& . "$&*' $'

k
1 '1 $"-1 *+)0+.' .'3+,1 /0",.,' +*4+1",3'. '-1 $+-. &-' $,.13,A&1,"- &-,6"3. ' '-13' 8 '1

2π
1 )&,. 344/0+-1,**"--'3 /'.

/ ,.,A ,*,14. .&3 *+ .Q. ' 23,**' "310"-"3.4' C ,' )3"A *G. ' $' /'11' .410"$' 1 / -'.1 0& -+..': )+3+$"(+*'. '-1 1'**' 3'-$ . ",-. A ,'- /". )1' $'. )0+.'. $'. /". )".+-1'. $' �"&3,'3 0&, ."-1 *'. . ,'&( . '.&34'. C K- 'L'1 1 *+
/+*'&3 +..,2-4' 3 &-' /'**& *' $"--4' '.1 42+*' 3 *+ . "%'--' V� $'. / ,.,A ,*,14. 1".A+-1 $+-. /'11' /'**& *' 1 0&,."-1 $'. -".A3'. /". )*'('. $"-1 *'. )0+.'. ."-1 /". )*G1'. '-1 $4/"334 *4'. '1 *'. +. )*,1&$'. .'-.,A *'. '-1,$'-1,0&'. C K- .".. ' 1 *+ /+*'&3 344/0+-1,**"--4' .'3+ &- /".)*'(' $"-1 * -+.)*,1&$' .'3+ '- . "%'--' 42+*'+& 3+))"31 $' * -+. )*,1&$' $ -&-' .'&*' / ,.,A ,*,14 3 *+ 3+/,-' /+334' $& -".A3' $' / ,.,A ,*,14. 1".A+-1 $+-./'11' /'**& *' VV C K- 3'/+-/0' 1 "- -' .+&3+,1 $"--'3 *+ )0+.' $' /'11' / ,.,A ,*,14 344/0+-1,**"--4' C F -&- +&13'/�14 1 ., * -"- .' $"--' /'. / ,.,A ,*,14. �A 3&1'.� 1 '1 ., * -"- ."&0+,1' +/",3 &-' ,. +2' $' *+ $,.13,A&1,"- $'
A3,**+-/' . "$G *' 1 "- '.1 /"- 63"-14 +& .Q. ' )3"A *G. ' $' 1'. ). $' /+*/& * 0&' /'*&, . '-1,"--4 )*&. 0+&1 1'1 $"-/ "A *,24 $' 344/0+-1,**"--'3 C
,+ ."*&1,"- $' /' )3"AG. ' 1 / -'.1 )3"A+A *'. '-1 $' *' /"-1"&3-'3 C b&,.0&' / -'.1 *' /+3+/1G3' +*4+1",3' $'.)0+.'. +& .',- $ -&-' .Q. ' /'**& *' $' * -'.)+/' $' �"&3,'3 0&, )".' )3"A *G. ' 1 .&))3,. "-.2 *' C I'*+ 3'/ ,'-1 3/"-.,$43'3 0&' *'. )0+.'. $'. / ,.,A ,*,14. 1".A+-1 $+-. *+ .Q. ' /'**& *' ."-1 1"&1'. ,$'-1,0&'. 1 '1 )3'--'-1&-' /+*'&3 +*4+1",3' 1 1"&S"&3. /0",.,' $+-. *+ .Q. ' $,.13,A&1,"- C K- .".. ' 1 /' 0& -"- 6+,1 *3 1 / -'.1 /"-.,$43'3
0&' *+ )0+.' '.1 )*&. *,..' $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 0&' -' *' .&22G3' *' . "$G *' . +104. +1,0&' 1 /' 0&, '.1)+36+,1'. '-1 3+,."--+A *' )0%.,0&'. '-1 C K- /' 0&, /"-/'3-' *'. +. )*,1&$'. 1 3,'- - -'. )Q/0' � % �)��) $'*'. /"-.13& ,3' /".. ' "- * -+ .&22434 )*& . 0+&1 +/+-1 $' *'. 344/0+-1,**"--'3 1 /') '-$+-1 ,* '.1 A'+&/"&))*&. .,. )*' $' .&))".'3 0&' * -+.)*,1&$' '.1 +&.., /"-.1+-1' .&3 &-' /'**& *' $"--4' 1 $' ."31' 0& -"- )'&1 .'$"--'3 *'. $,.13,A&1,"-. $' A3,**+-/' . "$G *' $,3'/1'. '-1 .&3 *+ 23,**' 342&*,G3' 1 /".. ' ."-1 /"-.13& ,1. *'./0+. ). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. $& /0+),13' � ��C F+-. /'11' +))3"( ,. +1,"- 1 *+ .,. )*' .&*1,) *,/+1,"- $' *+13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 $' * -,. +2' )+3 *+ /"&/'31&3' 344/0+-1,**"--4'

W
$"--' *'. /". )".+-1'. $' �"&3,'3$' * -,. +2' .+*' C ,+ -"1+1,"-

W
- -'.1 )+. ,--"/'-1' C K **' 6+,1 34643'-/' +& 6+,1 0&' *+ /"&/'31&3' )34.'-14'

c��l oklmp��he jle tklorpkl �e vkp�m jlptkhf e zcc�j nkl me hevhsmelre jle � pmp� pqprs rkf�glr �glm qg oeqqjqe oklmp�shse okffe jl vgm � njle f ghowe gqsgrkphe �glm
R

2
uowgije vgm srglr �e f �fe qklxjejh z �g �gqejh hssowglrpqqkllse emr sxgqe ) qg vkmprpkl &lgqe �j f ghowejh vgh hgvvkhr ) mklvkplr �e �svghr u � p� pmse vgh qe lkf�he �e vgm z
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� � �� C� 
 �� ��% ��' �� " ����, � )+���� ���� ���)��� � ��+� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� *��% ��� �� � �)� �, � ��
��% ��� �'� �+ *& ��%  ��(+)�+ � ��*�)�++�)�� � �)+�)*� '% �*����

β = 3
�� �� ��)� ��

1024 × 1024

 ��% ��'�+�� �

� ��� ���� � , ��*& �� ��' ')� �� ���' " ,���' ��+���+� ��' )� �, �' '���' � ��+��' ��+' �)���' *�' � �� % ��� )���
�), +� *����'% �+� �� *�' � ��+� � '�����)�+ �� ��% � '+�% '& ��
 �� '�*�+�� � �+� � '�����)�+ �� ����� ���
� )+� ��' � 	& ���� *� ��++� *����'% �+� � � ��+� ��' ���)' *�+" ,����)�+' ��' % ��' *��% �*��' ��+����' '�� ��
" ,��� �� CB � � �+' ���' ��' *�'
 �+ � � �)�)'� ��' % �)�' +������' � �� ��)� �� �� *& ��% �'� �� �� '�*�+��' � ���*
��+' *& ���� �)��*�)�+ �

.&3 *+ E2&3' �� Ca ,-/*&1 *'. )",$. -+1&3'*. +L'/14. +&( $"--4'. 1 )&,.0&' *+ /+*'&3 $' /0+0&' /'**& *' '.1
42+*' +& -".A3' $' / ,.,A ,*,14. 0& -'**' /"-1,'-1 C 6 , * -"- $4.,3' *'. /". )".+-1'. $' �"&3,'3 $' * -,. +2' .+*'$+-. *' /+. $'. )",$. &-,6"3. '. 1 ,* 6+&1 )3'-$3' /".. ' E *13' -"- )*&.

W
. +,. ."- .&))"31

W0
1 / -'.1232$,3'* -,. +2' /+*+-1 &- *3 "#

W
'.1 -"- -&**' '1 :43" )+31"&1 +,**'&3. C

R* '.1 &- $'3- ,'3 )",-1 3 +A"3$'3 +/+-1 $' . "-13'3 $'. '('. )*'. $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' $' .13&/1&3'./". )*'('. '1 $' )+..'3 3 * -+-+*%.' 0&+-1,1+1,/' C ,+ 1+,**' $'. ),('*. $+-. * -'.)+/'
(u, v)

'.1 E(4' +3A ,13+,3'2


1024 × 1024
C

,+ E2&3' �� C� . "-13' 1 )"&3 /'. 13",. )3'. ,G3'. /"-E2&3+1,"-. 1 * -'('. )*' $ -&- /0+.) A 3"#-,'- 63+/1,"-2-+,3' E *134 )+3 *' .,.&*+1'&3 1 $+-. *' /+$3' $ -&-' "A .'3/+1,"- ,-.1+-1+-4' '1 $ -&-' "A .'3/+1,"- $'
100. ,-&1'. 1 '- &1,*,.+-1 *'. )",$. -+1&3'*. C D- /",1 -"1+.. '-1 0&' *' 13"& /'-13+* $' *+ /"&/'31&3'

(u, v)
.&)2)3,. ' *'. )*&. 23+-$'. .13&/1&3'. 1 '1 0&' *+ 1+,**' /+3+/143,.1,0&' $'. .13&/1&3'. )34.'-1'. $+-. *'. ,. +2'..+*'. $,. ,-&' +/'/ * -41'-$&' $' *+ /"-E2&3+1,"- C F -+&13' )+31 1 "- 3'. +30&' )'& $' $,L43'-/'. '-13' *'

'+�% '& �� '1 * -"A .'3/+1,"- $' *"-2&' $&34' 1 /' 0&, /"33'.)"-$ +& 6+,1 0&' *+ /"&/'31&3' ,-.1+-1+-4' $'./"-E2&3+1,"-. /".)+/1'. '.1 $4S 3 )3+1,0&'. '-1 /". )*G1' 1 '1 0&' )+3 /"-.40&'-1 *+ .%-10G.' $ -"&/'31&3')+3 &1,*,.+1,"- $' *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' - -'.1 )+. 6"-$+. '-1+*'. '-1 -4/'..+,3' C
I'/, 41+-1 )".4 1 "- /+ . -,-143'..'3 . +,-1'-+-1 +&( $,+2-".1,/. $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' +,-., .,.&*4 '-&1,*,.+-1 *'. $,/'3. "&1,*. $' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. ,-13"$&,1. +& /0+),13' � C

�
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�� ��� �*( " "!�( ) *
,' .,.&*+1'&3 $4/3,1 +& /0+),13' ��
I".. ' "- * -+ $4S 3 +--"-/4 +& /0+),13' )34/4$'-1 1 *'. /0+. ). .%-1041,0&'. 0&' -"&. +**"-. �"A .'3/'3�+& 13+/'3. $& .,.&*+1'&3 ,-.13&. '-1+* .'3"-1 $'. A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. A ,$,. '-.,"--'*. C ,' 6+,1 0& -,*.) "..G$'-1 $' *+ .13&/1&3' 3 1"&1'. *'. 4/0'**'. /"-.1,1&' &-' )3")3,414 )+31,/&*,G3'. '-1 ,-143'..+-1' $+-.* -")1,0&' $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' 1 )&,.0&' /'*&,2/, '.1 '..'-1,'**'. '-1 $' -+1&3' .)+1,+*' C D- + $ -+,**'&3.$4S 3 )& /"-.1+1'3 / ,.&'**'. '-1 1 .&3 *+ E2&3' �� C� 1 *+ $423+$+1,"- /+&.4' )+3 *' .,.&*+1'&3 .&3 /' 1%) ' $'/0+. ) C F ' )*&. 1 '- /' 0&, /"-/'3-' *'. "&1,*. $' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. 1 *'. A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'.)34.'-1'-1 * -,-143Q1 $ -Q13' '-1,G3'. '-1 $41'3. ,-4. )+3 * -'()".+-1 $' *'&3 .)'/13' $' )&,..+-/' '1 )+3 *'&3/+31' $' )0+.'. C I".. ' *' *'/1'&3 . -'- +)'3/'/3+ 1 /' /0+),13' 13+,1'3+ '..'-1,'**'. '-1 $' *+ 0&'.1,"- $'* -,-$,/' .)'/13+* 1 *' )3"A *G. ' $'. )0+.'. 41+-1 +A"3$4 +& /0+),13' �� ��C
T ,-., 1 * -"AS '/1,6 $' /' /0+),13' /"-.,.1' 3 4/+*&'3 *' /". )"31'. '-1 1 / ,.232/ ,. $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' 1$'. $,L43'-1. "&1,*. ,-13"$&,1. $+-. *+ $'&( ,G. ' )+31,' 1 3 .+/",3 *' .)'/13' $' )&,..+-/' 1 *'. 6"-/1,"-. $'.13&/1&3' 1 *+

∆
2/+3,+-/' "& '-/"3' *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' 1 '1 3 $41'3. ,-'3 *'.0&'*. ."-1 *'. )*&. +)1'. 3

6"&3- ,3 $'. '.1,. +1,"-. E+A *'. $' * -,-$,/' .) '/13+* $'. $,.13,A&1,"-. $' A3,**+-/' . "$G *'. C b *&. )34/,.4. '-1 1"- '..+,'3+ $' .4)+3'3 *'. 'L'1. $' * -,-/". )*41&$' $' *+ /"&/'31&3'
(u, v)

$' /'&( ,-$&,1. )+3 *' *"A ' )3,. +,3' 1'1 "- ,-13"$&,3+ 42+*'. '-1 &- A 3&,1 0'&3,.1,0&' $' 6+W"- 3 1'.1'3 ) *&. +/+-1 *+ E+A ,*,14 $'. .410"$'. $'/+3+/143,.+1,"- /0",.,'. C
�� ��X �$# ! "1 &$# "$ " )#( ")Z!( ) * "$ Z")&&� *�$
I"-/'3-+-1 * -,. )*4. '-1+1,"- )3+1,0&' $' /'11' 41&$' 1 /".. ' "- * -+ $4S 3 '() *,0&4 +& /0+),13' )34/4$'-1 1"- .' *,. ,1'3+ +&( 13",. /"-E2&3+1,"-. *'. )*&. /".)+/1'. $' *+ E2&3' �� CB '1 "- &1,*,.'3+ 1 /".. ' /0+. ).
. "$G *'. 1 $'. A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. $' 1+,**'

1024 × 1024
1 $ -,-$,/' .)'/13+* /". )3,. '-13' 7 '1 B C b *&.)34/,.4. '-1 1 "- .' $"--' 75 /+*'&3. $' /'1 ,-$,/' 1 342&*,G3'. '-1 '.)+/4'. 1 '1 "- /"-.13&,1 75 A3"#-,'-.

63+/1,"--+,3'. 1 3')34.'-14. .&3 *+ E2&3' �� �C5 1 /"33'.)"-$+-1 /0+/&- 3 &- ,-$,/' .) '/13+* $,L43'-1 C �"1"-.
0&' *'. /+31'. $' )0+.' &1,*,.4'. )"&3 /0+/&- $' /'. /0+. ). ."-1 1"&1'. $,L43'-1'. 1 /' 0&, -' )".' )+. $')3"A *G. ' 1 /".. ' "- *' /'33+ $+-. *+ .&,1' $' /' /0+),13' C
b"&3 /0+/&- $' /'. /0+. ). 1 "- +))*,0&' '- )3'. ,'3 *,'& * -+114-&+1,"- $&' +& *"A ' $ -+-1'--' C F +-. *' /+.$ -&-' +-1'--' +%+-1 &-' "&/'31&3' $' $,+.G13'

d = 12
. ,**&. ,-4' &-,6"3.4. '-1 1 /' *"A ' '.1 &-' 6"-/1,"-$ -T ,3% $"-1 *+ *+32'&3 3 . ,20+&1'&3 '.1 $ -'-/ ,3"- 7a .'/"-$'. $ -+3/ 1 '- .' ) *+W+-1 3 &-' *"-2&'&3 $ -"-$'

λ = 1, 3
.. C ,' /0+. ) $' /&' 1 *& , 1 6+,1 &- )'& )*&. $' M5 .'/"-$'. $ -+3/ $+-. /0+0&' $,3'/1,"- 1 *+ 1+,**'$ -&- ),('* 41+-1 $' 8 18M .'/"-$' $ -+3/ C ,+ E2&3' �� �C7 . "-13' +,-., * -'('. )*' $& /0+.) /"33'.)"-$+-1

3
β = 3, 1

C ,' 6+,1 0&' * -"- +,1 /0",., /' /0+. ) )*&1�1 0& -&- +&13' - -+ )+. $' .,2-,E /+1,"- )+31,/&*,G3' C
,' *'/1'&3 $",1 A ,'- Q13' /"-./,'-1 0& -"- "A1,'-1 $'. 34.&*1+1. .'.A *+A *'. +/'/ *'. +&13'. /0+. ). $' *+
E2&3' �� �C5C
� )+31,3 $' /'. ,. +2'. )3")3'. +114-&4'. )+3 *' *"A' )3,. +,3' 1 "- /"-.13&,1 '- .&,1' .,( ,. +2'. .+*'. 1 /"33'.2)"-$+-1 +&( $'&( 6"-/1,"-. $' )",$. N-+1&3'* '1 &- ,6"3. 'O '1 +&( 13",. /"-E2&3+1,"-. *'. ) *&. /". )+/1'.



��� �� ��� � �
� ���� �
� �
 � �������� ��
 �
 ������
�


β = 2, 0 β = 2, 1 β = 2, 2 β = 2, 3 β = 2, 4

β = 2, 5 β = 2, 6 β = 2, 7 β = 2, 8 β = 2, 9

β = 3, 0 β = 3, 1 β = 3, 2 β = 3, 3 β = 3, 4

β = 3, 5 β = 3, 6 β = 3, 7 β = 3, 8 β = 3, 9

β = 4, 0

	
� � �� �C5 
 � �����' �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *� � �)�)'�' �+ �+���� �� ')�� ������ � � �)+�)*� '% �*���� ��
*& �*�+ �� *�' *& ��% ' �'� )+�)��� '�� *& ���� '��'�" ,���� ��' *����' �� % & �'� +� '�+� % �' *�+'�����' � ��+
������ � � ��� ����
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� � �� �C7 
 � ���+���)�+ % �� �� �� � % �)� �)��� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� � �)+�)*� '% �*����
β = 3, 1

�'�
��% ��'�+��� '�� �� " ,��� �� , ��*& �� � ���)��
 �+ % �� � ��)� �� �)'��) � �)�+ � ��+�� �% ��' �� ��)% �)*��)�+ % ��
�� �� � % �)� �)��
 *��� )�*) ���+� *���*���)'� % �� �+� ���, ��� � � )�& �� ���� �� 
 ��
 )+�)���� % �� �� *��*�� +�)�
'�� *& �*�+� ��' ���� " ,���' � ��' �� �' '�+� , �����' �+ '�*�+��' � ���* % �� ��%% ��� �� *�+��� �� % �)+��, ��
�� ��)� �� � ��+ % )� �� �'� �� �
�� � × �
�� ��

N� 1 K '1 FO $' *+ E2&3' �� CB C F +-. 1"&. *'. /+. 1 * -"A .'3/+1,"- .' 6+,1 '- . "$' '+�% '& ��1 / -'.1232$,3' .+-.&1,*,.'3 *+ 3"1+1,"- 1'33'.13' )"&3 3'. )*,3 *' )*+-
(u, v)

1 '1 '- .&))".+-1 0&' *' /'-13' $' )",-1+2' .' 13"&/'
3 *+ )".,1,"-

α = −5◦
'1

δ = −23◦
C D- + /& 13G. 0&+*,1+1,/'. '-1 1 3 *+ E- $& /0+),13' )34/4$'-1 1 0&'*+ .%-10G.' $ -"&/'31&3' )+3 /' A ,+,. - -+))"31+,1 )+. 23+-$ /0".' $' )*& . $+-. *' /+. $'. /"-E2&3+1,"-./". )+/1'. $ -T,PT C ,+ E2&3' �� �C7 )34.'-1' *'. ,. +2'. .+*'. "A1'-&'. $' /'11' . +-,G3' $+-. *' /+. $' *+$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' $4S 3 3')34.'-14' .&3 *+ E2&3' �� �C7 '1 /"33'.)"-$+-1 3

β = 3, 1
C ,'. 3'. +30&'.'..'-1,'**'. /"-/'3-+-1 /'11' E2&3' ."-1 *'. .Q. '. 0&' /'**'. 0& -"- + 6+,1'. 3 )3")". $' *+ E2&3' �� C� C

K- /' 0&, /"-/'3-' * -,-13"$&/1,"- $' A3&,1 $+-. *'. $"--4'. 1 "- '- $,./&1'3+ )*&. *",- 1 .+/0+-1 A ,'- '-1'-$&
0&' /'*&,2/, . "$,E'3+ *'. /+31'. .+*'. $' *+ E2&3' �� �C7 C F+-. 1"&1 /' 0&, .& ,1 1 "- -"1'3+

X
*'. . "$G *'. $'$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1 '1

Y
*'. ,. +2'. .+*'. '- ."31,' $& .,.&*+1'&3 C

�� ��� ��$�( "$ "$ �!)##� *�$
�� ��� �� ��$( �(($*"!
I".. ' "- * -+ $,1 1 * -&-' $'. )3")3,414. '..'-1,'**'. $'. /0+. ). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. ,-13"$&,1. '- '-134'$& .,.&*+1'&3 '.1 *' 6+,1 0&' *'&3 .) '/13' $' )&,..+-/' .&,1 &-' *", $' )&,..+-/' .&3 * -'-.'.A *' $'. 4/0'**'.
4/0+-1,**"--4'. $+-. * -,. +2' 1 '1 * -'()".+-1 $' /'11' *", '.1 $"-/ &-' /+3+/143,.1,0&' $' *+ $,.13,A&1,"- $'
A3,**+-/' 0&' * -"- /+ /0'3/0'3 3 3'13"&/'3 3 )+31,3 $'. ,. +2'. .+*'. C F +-. /' /"-1'(1' 1 ,* '.1 *"2,0&' $'/".. '-/'3 )+3 41&$,'3 * -'L'1 $& E *13+2' .&3 *' .)'/13' $' )&,..+-/' *&,2. Q. ' C
,' .) '/13' $' )&,..+-/' A3&1 1 / -'.1232$,3' -"- . "%'--4 +: ,.&1+*'. '-1 1 '.1 42+* 1 '- /0+0&' )",-1 $& )*+-
(u, v)

1 +& /+334 $& . "$&*' $' *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 $& /0+. ) C b+3 /"-.40&'-1 1 *' $,+2-".1,/ $& .)'/13'$' )&,..+-/' $",1 Q13' 4/+*&4 $+-. * -'.)+/' $'. / ,.,A ,*,14. )*&1�1 0&' $+-. * -'.)+/' ,. +2' C
,'. .) '/13'. $' )&,..+-/' $' * -,. +2' . "$G *' '1 $' * -,. +2' .+*' "A1'-&' $+-. &-' .,.&*+1,"- $"--4' 1 -"14.3'.)'/1,/'. '-1 PX

'1 PY

1 ."-1 +*"3.

PX = |V0|2
'1 PY = |W (P̂ν ∗ V0)]|2 = |W |2 × |P̂ν ∗ V0|2,

'- 3+))'*+-1 0&' /'11' 4/3,1&3' '.1 &-' /'3.,"- .,. )*,E4' $' /'**' $' *+ E2&3' �� C5 1 '- /' .'-. 0& -'**' .&))".'*' , �)��)+, $4S 3 ,- /*&. $+-. *'. ,. +2'. . "$G *'. 1 /' 0& -"- + $,./&14 +& /0+),13' )34/4$'-1 1 '1 0& -'**' ,2-"3'
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� � �� �C7 
 �� �, �' '���' � ��+��' �+ '���)� �� ')�� ������
 *����'% �+��+� �� � ����� �� �)'��) � �)�+ ��
 �)� ��+ *� *���*���)'� % �� �+ )+�)*�

β = 3, 1

 ��% ��'�+�� '�� �� " ,��� �� �C7 � 	& ���� *���++� *����'% �+� �

� ��+� ��' ���)' *�+" ,����)�+' � 
 � �� � 
 �� *& ���� �), +� � � ��+� ��' ���� � �+*�)�+' �� % �)�' � �� ��)� �� ��
�� � '�+�& ��)'� �� ���� �'� )+�)���� �+  �' � , ��*& � �� *& ���� '��'�" ,��� ��)� *)��� �+� � )') �� ��+' ��
*�' ��' *�+" ,����)�+' � �� �� �

*+ 34)*,/+1,"- $&' +& 344/0+-1,**"--+2' C D- + S&.1,E4 /'11' $'3-,G3' +))3"( ,. +1,"- +& /0+),13' )34/4$'-1 '-$,.+-1 0&' * -+114-&+1,"- )+3 *' *"A' )3,. +,3' )'3. '11+,1 � % �)��) $ -4/ ,1'3 0&' * -��)�')+, -' .' 6+..' .'-1,3 V C
T&( )",-1. $& )*+-

(u, v)
'L'/1,/'. '-1 . '.&34. 1 / -'.1232$,3' "# *+ /"&/'31&3'

W
'.1 -"- -&**' 1 *' 3+))"31$& .) '/13' $' )&,..+-/' PY

+& /+334 $& . "$&*' $' /'**'2/, $"--' &-' )3'. ,G3' '.1,. +1,"- $& .) '/13' $')&,..+-/' $' * -,. +2' . "$G *' C �"1"-. 0&' $+-. *' /+. "# * -"- &1,*,.' &-' 6"-/1,"- $' )",$. &-,6"3. ' 1 /'11''.1,. +1,"- '.1 $,3'/1'. '-1 6"&3- ,' )+3 PY

C
R* .&A .,.1' *' )3"A *G. ' )".4 )+3 *' *"A ' )3,. +,3' 1 $"-1 * -'L'1 '.1 &-' /"-/"*&1,"- $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 C
,' -"%+& $' /'11' /"-/"*&1,"- '.1 &-' 6"-/1,"- 13,+-2*'� 3'*+1,/'. '-1 413",1' 1 '1 /' $ -+&1+-1 )*& . 0&' *'*"A ' )3,. +,3' /"&/3' &-' ) *&. 23+-$' )+31,' $& /0+. ) C � 1+-1 $"--4'. *'. /+*'&3. 0& -"- + )3,.'. ,/, 1 3.+/",3 &- /0+. ) $'

51, 2′′ × 51, 2′′
'1 &- *"A ' )3,. +,3' $"-1 *+ *+32'&3 3 . ,20+&1'&3 /+&1 '-/ ,3"- 7a� )"&3

λ = 1, 3
.. 1 *+ 1+,**' $& -"%+& $' /"-/"*&1,"- +))*,0&4 +&( /3+,'. / ,.,A ,*,14. '.1 $' * -"3$3' $' $'&( ),('*. C

b+3 /"-.40&'-1 1 * -+))3"(,. +1,"- /"-.,.1+-1 3 4/3,3' PY ' |W |2PX

'.1 +.)*'. '-1 S&.1,E4' 1 /' 0&, . "-13'
0& -"- $",1 )"&/",3 3'13"&/'3 $,3'/1'. '-1 *+ .1+1,.1,0&' $' * -,. +2' . "$G *' 3 )+31,3 $' /'**' $' * -,. +2' .+*' C
�� ��� �Z ���" �\$ *!!' ")] !$
,'. .,.&*+1,"-. 6+,1'. .&3 *'. /0+. ). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. $' *+ E2&3' �� �C5 )'3. '11'-1 $' /43,E'3 /'.,$4'. C K- /' 0&, /"-/'3-' * -,-�&'-/' $& *"A' )3,. +,3' 1 "- . "-13' 1 .&3 *+ E2&3' �� �CB 1 '1 1"&S"&3. $+-. *'/+.

β = 3, 1
1 *'. .)'/13'. $' )&,..+-/' $' * -,. +2' $' $4)+31 1 +,-., 0&' *' .)'/13' A3&1 '1 *' .)'/13' . "%'--4

c�e ij nkl v ejr hef errhe el ijemrpkl u vgh e�efvqe m npq e� pmre jle mkjhoe �glm q njl �em qk� em meokl�gphem �j qk� e � nglrelle z
�q emr gqkhm vkmmp� qe ije q nsf pmmpkl �e oerre mkjhoe mkpr hevqpse �glm qe qk� e vhpf gphe z

��hglmtkhf se �e �kjhpeh � njle tklorpkl � n� ph�z
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� � �� �CB 
 �� �� �� �� � % �)� �)�� '�� �� '% �*��� �� % � )''�+ *�� �� '% �*��� *����'% �+��+� � � �)� �, � )+)�)���
�'� ��% ��'�+�� % �� ��' ��'�+, �'
 �� )� '� )� �+� ��) �� % � )''�+*� � ���% �'�+� ��
� � ��' % �)+�' , �)' ��% ��'�+��+�
���+� � ��� �� '% �*��� �� % � )''�+ *�  �� � �� � �)� �, � ����+��� % �� �� �� � % �)� �)��
 �� �� ���)� *�+�)+� �+ �'�
�� ����++� �� )�� ����
 ��+� �+ ��+��� �� ��� �� '� )� �, ���� �+� �+� ��) �� % � )''�+ *�
 �� � �� � )+�)*� ��� ��
��) )+)�)��� ��)���'� �
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E2&3' C 6 , *'. .)'/13'. $' )&,..+-/' A3&1. $'. ,. +2'. .+*'. -' . -+*,2-'-1 )+. .&3 *+ $3",1' $& .) '/13' $'* -,. +2' ,-,1,+*' 1 / -'.1 0& -,* 6+&1 )3'-$3' '- /". )1' * -'L'1 $& *"A' C K- 'L'1 1 ., * -"- -' )3'-$ )+. '- /".)1'/'11' +114-&+1,"- '1 0& -"- 'L'/1&' .,.)*'. '-1 *' E *13+2' .)+1,+* 1 "- "A1,'-1 &- .)'/13' )+36+,1'. '-1 +*,2-4+/'/ /'*& , $ -"3,2,-' 1 /".. ' *' . "-13' *+ E2&3' C F +-. *' /+. �34+*,.1'� 1 *+ . "%'--' +: ,.&1+*' .&J 1 3 3'$"--'3&-' *", $' )&,..+-/' $' .Q. ' '()".+-1 0&' *' .) '/13' $' )&,..+-/' $' *+ $,.13,A&1,"- $' A 3,**+-/' . "$G *' C
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∆
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∆(2ρ) =
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2π

∫
PX(k)PG2,ρ

(k)dk
'- .' )*+W+-1 '- $,. '-.,"- 7

.
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β
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∆
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σ2
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∆
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∆
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ρ
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∆
2/+3,+-/' '.1 +*"3..,. )*'. '-1 )3")"31,"--'**' 3 * -,-1423+*' 1 .&3 1"&1 * -'.)+/' $' �"&3,'3 1 $& .)'/13' $' )&,..+-/' $' * -,. +2'+114-&4' C K- ,-1423+-1 $ -+A"3$ .&3 * -+-2*' 1 "- + $4S 3 /& 0&' *+ . "%'--' +: ,.&1+*' $' /' .) '/13' 3'$"--+,1*+ *" , $' )&,..+-/' $' *+ $,.13,A&1,"- $' A 3,**+-/' $' $4)+31 C D- . -+11'-$ $"-/ 3 /' 0&' *+

∆
2/+3,+-/' $'.,. +2'. +114-&4'. )+3 *' *"A ' )3,. +,3' .&,/' *' .Q. ' /". )"31'. '-1 0&' /'**' $'. ,. +2'. ,-,1,+*'. 1 1"&1 +&

. ",-. +&( 4/0'**'. .&J .+.. '-1 )'1,1'. C I -'.1 /' 0&' . "-13' 'L'/1,/'. '-1 *+ E2&3' �� �C� C K- 3+,."--+-1$+-. * -'.)+/' $,3'/1 1 "- )'&1 $,3' )*&. .,. )*'. '-1 0&' *'. 4/0'**'. -"1+A *'. '-1 )*&. )'1,1'. 0&' *' *"A' -'."-1 )+. +L'/14'. 1 )&,.0&' /' $'3-,'3 '.1 0&+.,2/"-.1+-1 C
,+

∆
2/+3,+-/' . '.&34' .&3 * -,. +2' +114-&4' )+3 *' *"A ' )3,. +,3' .&,1 'L'/,1/'. '-1 *+ .Q. ' *", $' )&,..+-/'

0&' *"3.0& -"- *+ /+*/&*' .&3 *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' . "$G *' 1 .+& 6 +&( 4/0'**'. .&)43,'&3'. 3 '-/ ,3"- 7� 1.",1 ^8 ),('*. "& '-/"3' ^� $' *+ 1+,**' $' *+ /+31' C ,' 6+,1 0&' *+
∆
2/+3,+-/' .",1 )*& . ) '1,1' $+-. *' /+.+114-&4 /"33'.)"-$ +& 6+,1 0&' *' .)'/13' $' )&,..+-/' '.1 *&, +&.., )*&. 6+,A *' C ,' /".)"31'. '-1 +&2$'*3$' * -4/0'**' *,. ,1' '.1 '- 3'/+-/0' $,J /,*' 3 '()*,0&'3 C

��krklm ije �glm oe ijp mjpr u o nemr q ngqxkhprwf e �� �� � �e ��elmow �� ���u ��� �� ijp emr jrpqpms vkjh ogqojqeh qg
∆
��ghpgloe z

�l vkjhhg me hevkhreh gj owgvprhe � vkjh vqjm �e vhsopmpklm z



��� �� ��� �
∆�

�����
�


H
m

H H

�kl&xjhgrpklm msvghsem �kl&xjhgrpklm okf� plsem

	
� � �� �Ca 
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∆
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∆
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I -'.1 /' 0& -"- "A .'3/' ,..4$,+1'. '-1 .&3 *+ E2&3' �� �C= 1 0&, . "-13' *+

∆
2/+3,+-/' . '.&34' .&3 *'. ,. +2'.

E *134'. )+3 * -,-1'3643".G13' $+-. *'. 13",. /"-E2&3+1,"-. /"-.,$434'. 1 .+-. +114-&+1,"- )34+*+A *' )+3 *' *"A ')3,. +,3' C ,+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' . "$G *' '.1 1"&S"&3. /'**' $ -,-$,/' .) '/13+*
β = 3, 1

1 . +,. *'. 34.&*1+1.."-1 .'.A *+A *'. )"&3 *'. +&13'. ,. +2'. ,-,1,+*'. C D- /",1 -"1+.. '-1 0&' *'. . '.&3'. 'L'/1&4'. .&3 *'.,. +2'. E *134'. ."-1 .%.14. +1,0&'. '-1 ,- 643,'&3'. 3 /'**'. )"31+-1 .&3 *' . "$G *' $' $4)+31 1 .+& 6 $+-. *' /+.$' *+ /"-E2&3+1,"- � '1 $' *+ 6"-/1,"- $' )",$. -+1&3'**' C F -+,**'&3. 1 /".. ' "- * -+/+,1 3'. +30&4 3 )3")".$& .)'/13' $' )&,..+-/' 1 *' /0",( $'. )",$. - -+ '- 6+,1 )+. $ -,-/,$'-/' .&3 *+
∆
2/+3,+-/' $+-. *' /+. $'./"-E2&3+1,"-. K '1 F C F -+&13' )+31 1 *'. /0&1'. "A .'3/4'. +&( )'1,1'. '1 +&( 23+-$'. 4/0'**'. /"33'.)"-$'-1+&( 3+%"-. *,. ,1'. $'. /"&/'31&3'. $+-. *' )*+-

(u, v)
C

D- )"&33+,1 0U1,/'. '-1 '- /"-/*&3' 1 $ -+)3G. *' /+. $'. )",$. &- ,6"3. '. 1 0&' .'&*' *+ /"-E2&3+1,"- *+ )*&./". )+/1' )"..G$' &-' /"&/'31&3' /". )*G1' .&3 &-' /'31+,-' )*+2' $' -".A3'. $ -"-$' 1 $& 6+,1 0&' *'. /+*'&3.$' *+
∆
2/+3,+-/' . '.&34'. '-13' *'. 4/0'**'.

ρ = 1, 8′′
'1

ρ = 3′′
3'$"--'-1 *'. /+*'&3. $' *+ /+31' ,-,1,+*' C

I -'.1 "&A *,'3 0& -&- 13"& $+-. *+ /"&/'31&3'
(u, v)

.' 6+,1 .'-1,3 .&3 &-' 23+-$' )*+2' $ -4/0'**'. 1 /".. '*' . "-13' *+ E2&3' �� �C58 1 0&, )34.'-1' *+
∆
2/+3,+-/' . '.&34' .&3 &-' ,. +2' E *134' )+3 &-' /"&/'31&3'/". )*G1' .+& 6 '- &- )",-1� 1 3+))"314' 3 *+

∆
2/+3,+-/' $' * -,. +2' $' $4)+31 C ,'. /+*'&3. +L'/14'. )+3 /'11',-/". )*41&$' -' ."-1 )+. )+36+,1'. '-1 *" /+*,.4'. 1 $& 6+,1 $' * -,-1423+1,"- .&3 * -'.)+/' $' �"&3,'3 '1 $' *+*+32'&3 E-,' $' *+ 6"-/1,"- E *13' C T ,- ., 1 *'. /"-E2&3+1,"-. K '1 F )'&/'-1 )+36+,1'. '-1 /". )"31'3 $'.)*+2'. $' -".A3'. $ -"-$' '-1,G3'. '-1 . '.&34'. 1 .+-. 0&' * -"- $,.)".' )"&3 +&1+-1 $ -&-' )*+2' $ -4/0'**'..&3 *+0&'**' *+

∆
2/+3,+-/' -' .'3+,1 )+. +L'/14' C

��e ogm �e &xjhe emr vjhef elr gog�sf pije z � glm qe ogm � njle k�meh�grpkl plrehtshkf srhpije hseqqe u m npq f glije jl vkplr
�e f emjhe u pq el f glije gj fkplm

2(Na − 1)
u k�

Na

emr qe lkf�he � nglrellem z
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� � �� �C� 
 �� �� �� �� � % �)� �)�� '�� ��
∆

����)�+ *�� ��' ��'�+, �' *����'% �+��+� ��� � �'���' � �)��' '��
�� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *� ��% ���� % ��

β = 3, 1

 ����+��� % �� �� �� � % �)� �)��� � �)��� �� *��% ���)'�+ 
 ��

∆
����)�+ *� � �'���� '�� � �)� �, � +�+ ����+��� �'� ��% ��'�+��� % �� �� ���)� % ��)+ 
 �� ��' �)���' *����'% �+��+�

� �+� ��) �� % � )''�+*� � �)+�)*� �
� �
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�����
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, -"A .'3/+1,"- $' *+ E2&3' �� �C= .'.A *' ,-$,0&'3 0&' * -4/"*&1,"- $' *+

∆
2/+3,+-/' $'. ,. +2'. E *134'. '-

6"-/1,"- $' * -4/0'**' -' 6"&3-,1 )+. $,3'/1'. '-1 * -,-$,/' .) '/13+* $' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' ,-,1,+*' C K-'L'1 1 3 )+31 )"&3 *+ /"-E2&3+1,"- � $+-. *' /+. $ -&-' 6"-/1,"- $' )",$. &-,6"3. ' 1 "- -' /",1 )+. /*+,3'. '-1$' /". )"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' C R* '.1 $"-/ ,. )"31+-1 $' .' $'. +-$'3 . -,* '.1 )"..,A *' 1 3 * -+,$' $'
. +-,)& *+1,"-. .,. )*'. $'. $"--4'. 1 $' 3'. "-1'3 3 /'1 ,-$,/' .) '/13+* 3 )+31,3 $' *+

∆
2/+3,+-/' . '.&34'.&3 &-' ,. +2' E *134' C b"&3 +A"3$'3 /' )3"A *G. ' 1 3'. +30&"-. 0&' /'**'2/, '.1 3'*,4' +& .)'/13' $' )&,..+-/')+3 * -40&+1,"- N58O 1 $"-1 *+ 6"3. ' $,./3G1' '.1

σ2
∆(2ρ) =

1

2π

(
9

8

)2∑

k

PX(k)|W |2(k)

[
J1(2πkρ)

πkρ
− J1(6πkρ)

3πkρ

]2
∆k2,

N�BO

'- '()*,/,1+-1 *' .)'/13' $' )&,..+-/' N55O $' *+ 6"-/1,"- E *13' 1 '1 "#
∆k

'.1 *+ 1+,**' $ -&- ),('* $+-.* -'.)+/' $' �"&3,'3 C D- 3+))'**' 0&' * -'L'1 $& *"A' )3,. +,3' - -'.1 )+. )3,. '- /".)1' ,/, 1 /' 0&, ) '3. '1$ -4/3,3' PY = PX |W |2 C T ,-., 1 '1 .+-. .&3)3,.' 1 *+ /"-13,A&1,"- $ -&- ),('*
k0

3 *+
∆
2/+3,+-/' 3 &-' 4/0'**'$"--4' '.1 '-1,G3'. '-1 $41'3. ,-4' )+3 *+ /+*'&3 $& .)'/13' $' )&,..+-/' PX

'- /' )",-1 C ,+ $46"3. +1,"-$'. /"&3A'. $' *+ E2&3' �� �C= 1 )+3 3+))"31 +& /+. .+-. E *13+2' 1 . -,-1'3)3G1' '- $,.+-1 0&' /'31+,-'. $'/'. /"-13,A&1,"-. ."-1 . +-0&+-1'. 1 41+-1 A ,'- '-1'-$& 0&' /'. $'3-,G3'. /"33'.)"-$'-1 +&( 13"&. $' *+/"&/'31&3'
(u, v)

C 6 , * -"- /'&1 3'13"&/'3 *' /". )"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' 1 ,* 6+&1 $"-/ -4/'..+,3'. '-1
6+,3' &-' 0%)"10G.' .&3 *+ /+*'&3 $& .) '/13' $' )&,..+-/' +&( )",-1. -"- . '.&34.� C
F +-. *' /+$3' $' -". .,.&*+1,"-. 1 ,* .&J 1 /') '-$+-1 $' .&))".'3 0&' *' /0+. ) "A .'3/4 '.1 ,."13") ' 1 +&.'-. "# *' .) '/13' $' )&,..+-/' -' $4)'-$ 0&' $& -".A3' $ -"-$'

k
'1 -"- $' *+ $,3'/1,"- $& /'/1'&3$ -"-$'

k
C I'11' 0%)"10G.' /+ -"&. )'3. '113' $' 3'13"&/'3 &- /".)"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' .&3 &-'/'31+,-' )*+2' $ -4/0'**'. 1 '- .' 6"-$+-1 .,. )*'. '-1 .&3 *'. / ,.,A ,*,14. C b"&3 .,. )*,E'3 1 "- .' )*+/' $+-.*' /+. $ -&-' 6"-/1,"- $' )",$. &-,6"3. ' 1 . +,. *' 3+,."--'. '-1 ) '&1 . -+))*,0&'3 1 ."&. 34.'3/' $' 0&'*0&'.

. "$,E/+1,"-. 1 +& /+. $'. )",$. -+1&3'*. C ,'. )",-1. -"- . '.&34. $+-. *' )*+-
(u, v)

)'&/'-1 Q13' /"-.,$434./".. ' +))+31'-+-1 3 &- +--'+& /+3+/143,.4 )+3 $'. 3+%"-. ,-143,'&3 '1 '(143,'&3 42+&( 3
k ± ∆k/2

C 6 ,* -"- -' .' )*+/' )+. 3 $'. 6340&'-/'. .)+1,+*'. 13") )'1,1'. "& 13") 23+-$'.� 1 /'1 +--'+& /"-1,'-1 +*"3. &--".A3'
p

-"- -&* $' ),('*. "# *'. / ,.,A ,*,14. "-1 414 . '.&34'. 1 '1 &- -".A3'
q

$' ),('*. "# '**'. -' * -"-1)+. 414 1 /".. ' *' ./04. +1,.' *+ E2&3' �� �C55C
, -0%)"10G.' $ -,."13"),' /"-.,.1' 3 .&))".'3 0&' *'. +. )*,1&$'. $'. /"'J /,'-1. $' �"&3,'3 +.." /,4. 3 /'.

p+q),('*. ."-1 1"&1'. ,$'-1,0&'. C ,'. )",$. 41+-1 &-,6"3. '. 1 /'*+ 3'/ ,'-1 3 .&))".'3 0&' *'. / ,.,A ,*,14. . '.&34'.
��e ijp le mjhvhel�hg vgm qe qeorejh tgf pqpeh �em vhk� q�fem qpsm ) qg �sokl�kqjrpkl z
��em thsijeloem mvgrpgqem qpf prem okhhemvkl�elr gj� emvgoef elrm f plpf gq er f g� pf gq elrhe �ej� glrellem z
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� � �� �C= 
 �� �� �� " ����, � '% ��)�� '�� � '�� ��
∆

����)�+ *�� �� " ,��� �� , ��*& � *����'% �+� � �+� � �+*�
�)�+ �� % �)�' +������ ��
 *�� �� �� ���)�� � �+� � �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� �� ��� *& ���� " ,���
 �+ % ��'�+��
��' � �'���' � �)��' '�� ��' )� �, �' " �����' % �� ��' ���)' *�+" ,����)�+' ��' % ��' *��% �*��'
 � ���'�+, �'� 
 �

�*��)�� �� � �*����'� � ��
∆

����)�+*� �''�*)�� � �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� )+ )�)���
 �� ) �'� ���! ���' *�� ��
*����'% �+��+� �

β = 3, 1

 �'� % ��'�+��� �+ ���)� % ��)+ �

'- /'. )",-1. ."-1 1"&1'. 42+*'. 1 /' 0&, $",1 )"&/",3 Q13' /43,E4 1"&1 +& . ",- . .&3 *'.
p
. '.&3'. $,.)"-,A *'. C

,+ /"-13,A&1,"- $' /'.
p

),('*. 3 *+
∆
2/+3,+-/' /+*/&*4' .&3 *'. ,. +2'. E *134'. '.1 /"--&' 1 )&,.0& -'**' '.1$"--4' )+3 *' A ,+,. $' * -40&+1,"- N�BO C R* .&J 1 $' *+ .&*1,)*,'3 )+3 *' 6+/1'&3 $' -"3. +*,.+1,"-

(p + q)/p
'1$ -+$$,1,"--'3 *'. /"-13,A&1,"-. $'. $,L43'-1. +--'+&( )"&3 /"-.13&,3' *+

∆
2/+3,+-/' +.." /,4' 3 &-' ,. +2'

E *134' )+3 &-' /"&/'31&3' /". )*G1' '-13' *'. $'&( 6340&'-/'. .)+1,+*'. *,. ,1'.� C I -'.1 /' 0&' . "-13' *+
E2&3' �� �C57 C D- /",1 0& -'- /". )+3+-1 *'. 3'/"-.13&/1,"-. "A1'-&'. )"&3 *'. $,L43'-1'. /"-E2&3+1,"-. 1"- )'&1 3'13"&/'3 1 .&3 &-' )*+2' -"- -42*,2'+A *' $ -4/0'**'. 1 * -4/"*&1,"- $' *+

∆
2/+3,+-/' $& . "$G *' $'$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1 '1 $"-/ * -,-$,/' .)'/13+*

β
$' /'11' $'3-,G3' C

����
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�
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� �� � �����
 ������ �
,'. ,. +2'. '- ."31,' $& .,.&*+1'&3 ."-1 +L'/14'. )+3 *'. $'&( 'L'1. $,./&14. )34/4$'.. '-1 C ,+ E2&3' �� �C57
. "-13' * -4/"*&1,"- +/'/ * -4/0'**' $' *+

∆
2/+3,+-/' /+*/&*4' .&3 *'. $,L43'-1'. ,. +2'. E *134'. C D- 3'. +30&'

0&' *'. /"&3A '. "-1 .'-.,A *'. '-1 *+ .Q. ' 6"3. ' 0&' .&3 *+ E2&3' �� �C= 1 . +,. 0& -'**'. ."-1 2*"A+*'. '-1$4/+*4'. /'3. *' A+. 1 /".. ' "- )'&1 *' /".)3'-$3' '- "A .'3/+-1 * -'L'1 $& *"A' )3,. +,3' .&3 *+ E2&3' �� �C� C
,+ 3'/"-.13&/1,"- $+-. *' /+. $'. )",$. &-,6"3. '. '.1 0&+-1 3 '**' )34.'-14' .&3 *+ E2&3' �� �C5B C D- % "A2.'3/' 42+*'. '-1 1 /".. ' .&3 *+ E2&3' �� �C57 1 *' /". )"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' ) '3. '11+-1 $' 3'. "-1'3
3 * -,-$,/' .)'/13+* $' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' ,-,1,+*' C
�� ��� �" � !$ &]!$# � ")( )]!$#
P +-,6'.1'. '-1 1 /'11' .410"$' $' $41'3. ,-+1,"- $' * -,-$,/' .) '/13+* '.1 . ",- . 'J /+/' 0&' /'**' 6"-$4'$,3'/1'. '-1 .&3 *' .) '/13' $' )&,..+-/' 1 )&,.0& -,* '.1 -4/'..+,3' $' 6+,3' &-' 0%)"10G.' .&3 /' $'3-,'3 )"&33'13"&/'3 *' /".)"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' $' *+

∆
2/+3,+-/' )'3. '11+-1 $' 3'. "-1'3 3

β
C , -,-143Q1 $'/'11' +))3" /0' 1 /". )+34' +& /+*/&* $& .) '/13' $' )&,..+-/' 1 34.,$' )"&3 *'. "A .'3/+1'&3. $+-. *' 6+,1 0& -'**'- -,.)".' )+. $' 13+-.6"3. +1,"- $' �"&3,'3 .&3 $'. /+31'. -"-2) 43,"$,0&'. C D 3 /' )3"A *G. ' -' .' )".' )+.$+-. -". .,.&*+1,"-. 1 )&,.0&' *'. . "$G *'. $' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' ."-1 )34/,.4. '-1 ) 43,"$,0&'. 1 '1 ,*-' .' )".' '- 6+,1 )+. $G. 0& -,* . -+2,1 $ -,-1'3643".413,' 1 41+-1 $"--4 0&' * -"- 13+/+,**' $,3'/1'. '-1 $+-.* -'.)+/' $' �"&3,'3 C D- +&3+,1 )*&1�1 1'-$+-/' 3 )'-.'3 0&' / -'.1 '- )+..+-1 $+-. * -'.)+/' 34'* 0& -"- .'0'&31' 3 $'. $,J /&*14. 1 *,4'. +& )3"A *G. ' $' *+ $4/"-/"*&1,"- C I -'.1 $ -+,**'&3. /' 3 0&", -"&. +/"-. 414

��l vhgrpije u okffe qem � p�shelrm vp�eqm gvvghrelglr ) jl gllegj �klls le mklr vgm rkjm ) qg f �fe � pmrgloe �e q nkhpxple uqem �gqejhm �j mveorhe �e vjpmmgloe mklr qsx�hef elr � p� shelrem � njl vp�eq ) q ngjrhe z �l g�eore gqkhm gj� vp�eqm lkl f emjhsmqg f k�elle �em �gqejhm f emjhsem z
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� � �� �C58 
 � �%% ��� ��'
∆

����)�+*�' � �'����' � ��+� % ��� '�� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *�
β = 3, 1

" �����
% �� �+� *��������� *��% ���� '��� �+ �+ % �)+ �
 �� � ��� ��� % ��� '�� � �)� �, � )+ )�)����

u

v

�kplrm lkl f emjhsm
�kplrm f emjhsm

	
� � �� �C55 
 � *& �� � �� % �)+*)% � �� �� � ��& ��� �� ��+��� ��)'��)�+ ��*�)�� ��+' �� ��� ��� � ��++���
*��% �)' �+��� ��' +��  ��' � ��+��

k − ∆k/2
��

k + ∆k/2
�'� '�% ��� �+ ��, )�+' % ��� ��'���� ��' �+ �)'% �'�

�� � �'���' �� �)') )�)�� ��+ +�)�� �� % ��� ��'���� ��' �+ + �� % �' � �)+� ��� ��)�+ ��+  ��+*� � � �+' �� *���� ��
� �& �% ��& �'� � �)'����% )�
 �� *�+��) � �)�+ �� � ��+'��  �� �� � ��++��� � ��

∆
����)�+ *� �� � �)� �, � +�+ ��, �����

�'� % ��% ���)�++�� �� � '� *�+��) � �)�+ � ��
∆

����)�+ *� �� � �)� �, � " �����
 �� � �*���� �� % ��% ���)�++��)�� ���+�
�� ��%% ��� �� � ��)�� ������ �� � ��++��� � � ��)�� ��' ��, )�+' +�)��'�

/"- 63"-14. $G. *"3. 0& -,* + 6+**& 3'.)*,3 *'. 13"&. $' *+ /"&/'31&3'
(u, v)

C R-/'3.'. '-1 1 ,* .&J 1 $' . "%'--'3+: ,.&1+*'. '-1 *'. / ,.,A ,*,14.V� )"&3 "A1'-,3 &-' '.1,. +1,"- E+A *' $' * -,-$,/' .) '/13+* 1 /".. ' * -+ . "-134 *+.'/1,"- �� �C� C� C D- )'&1 $"-/ '- /"-/*&3' 0&' 1 $+-. *' /+$3' $' * -,-1'3643".413,' 1 *+
∆
2/+3,+-/' - -+))"31'3,'- $' )*&. 0&' *'. / ,.,A ,*,14. 1 '- /' 0&, /"-/'3-' *+ $41'3. ,-+1,"- $'. )3")3,414. .13&/1&3'**'. $'. /0+. )."A .'3/4. C

�� ��� �$# [ *�( ) *# "$ #( "!�(!"$
�� ��� �� �*( " "!�( ) *
� 1+-1 $"--4 0&' *+ $4E-,1,"- $'. /0+.). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. 1 0&, -"&. .'3/'-1 ,/, $' . "$G *'. $'$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' 1 6+,1 ,-1'3/'- ,3 *+ 6"-/1,"- $' .13&/1&3' $ -"3$3' $'&( 1 ,* - -'.1 )+. $43+,."--+A *' $'/0'3/0'3 3 4/+*&'3 /'1 "&1,* $' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. $+-. *' /+$3' $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' C
I".. ' * -+ . "-134 * -41&$' $'. ,.)*4. '-1+1,"-. -&.43,0&'. $' /'. /0+. ). +& � ��C� C� 1 *'. 6"-/1,"-. $'.13&/1&3'. 23"..,G3'. $ -"3$3' $'&( N/",3 *' � C� C�O $"--'-1 A ,'- &- /". )"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' 1* -'()".+-1 41+-1 *42G3'. '-1 $,L43'-1 $' * -'()".+-1 $' !&3.1 +11'-$& N/",3 *'. E2&3'. � ��CM '1 � ��C^ O C
,+ 0&'.1,"- 0&, .' )".' A ,'- '-1'-$& ,/, '.1 $' .+/",3 /".. '-1 .' /".)"31'-1 *'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3'
c��vh�m g�kph � p� pms vgh qg tklorpkl �e vkp�m z
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 �� �*�+'���*�)�+� �� ��
∆

����)�+*� �� � �)� �, � )+ )�)��� % �� �� % ��*����� �� ��+��� ��)'��)�+
��*�)�� ��+' �� ��� ��� ��' �)� ���+��' *��� �' *����'% �+��+� ��� )� �, �' " �����' '% ��)���� �+� % �� � �)+'���� �+�
��+' ��' *�+" ,����)�+' � ���'�+, �'� 
 � �*��)�� �� � �*����'� � �� *��� � �+ ���)� % ��)+ ��+��� � ���� �� �)�+
�� ��

∆
����)�+*� �� � ����� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*��

23"..,G3'. 0&+-$ "- *'. +))*,0&' +&( ,. +2'. E *134'. )+3 * -,-1'3643".G13' 1 '1 ., * -"- )'&1 3'. "-1'3 3 * -'()".+-1$' !&3.1 )+3 /'11' /",' 1 0&,11' 3 $'/",3 /+*,A3'3 -&.43,0&'. '-1 *+ 3'*+1,"- '-13' /'*&,2/, '1 * -'()".+-1
. '.&34 1 /".. ' *' .&22G3' '- $4E-,1,/' *+ E2&3' � ��C^ C
I')'-$+-1 1 *' 1'. ). $' /+*/&* $' * -'.1,. +1,"- -&.43,0&' $'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' )"&3 * -'-.'.A *' $'.,. +2'. E *134'. '.1 +A ."*&. '-1 )3"0,A ,1 ,6 1 $& 6+,1 $' *+ 23+-$' 1+,**' $'. /0+. ). /"-.,$434. C b"&3 . -'- 1,3'3 1,* '.1 )"..,A *' $' /"-.,$43'3 $'. /'3.,"-. $'. ,. +2'. .+*'. 0&, .",'-1 )*&. . +-,)&*+A *'. 1 '1 0& -"- "A1,'-1 '-'L'/1&+-1 &- 344/0+-1,**"--+2' $'. /+31'. .&3 $'. 23,**'. )*&. ) '1,1'. 1 $' 1+,**'

256× 256
C ,+ E2&3' �� �C5M

. "-13' 0&' 1 /' 6+,.+-1 1 "- -' )'3$ )+. * -,- 6"3. +1,"- '..'-1,'**' 6"&3-,' )+3 *+ 6"-/1,"- $' .13&/1&3' $ -"3$3'$'&( C K- /"-.,$43+-1 *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' +.." /,4' 3 * -,-$,/' .)'/13+*
β = 3, 1

1 '1 '- /+*/&*+-1 *+
6"-/1,"- $' .13&/1&3' 23"..,G3' $ -"3$3' $'&( 1 $ -&-' )+31 .&3 * -,. +2' /". )*G1' '1 $ -+&13' )+31 .&3 .+ /'3.,"-344/0+-1,**"--4' 1 "- "A1,'-1 *' .Q. ' /".)"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' C K- 6+,1 1 1'-+-1 /". )1' $' *+ 1+,**'34'**' $'. ),('*. 1 "- /",1 0& -"- 3'13"&/' *'. .Q. '. /+*'&3. 1 /' 0&, - -'.1 )+. .&3)3'-+-1 1 41+-1 $"--4 0&' *'.
6"-/1,"-. $' .13&/1&3' 23"..,G3'. ."-1 S&.1'. '-1 /+*/&*4'. 3 /0+0&' 4/0'**' '- 344/0+-1,**"--+-1 *'. ,. +2'..&3 $'. 23,**'. $' )*&. '- ) *&. )'1,1'. C b+3 +,**'&3. 1 . Q. ' ., * -"- - -"A .'3/+,1 )+. /'11' ,$'-1,14 1 ,* -' .'3+,1)+. ,-.'-.4 $' /+*/&*'3 *'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' .&3 *'. /'3.,"-. . "$,E4'. $'. /+31'. .+*'. 1 3 /"-$,1,"-$' 2+3$'3 3 * -'.)3,1 0& -,* 6+&$3+,1 +*"3. -4/'..+,3'. '-1 /",3 *'. 34.&*1+1. "A1'-&. /".. ' &-' /+*,A3+1,"--&.43,0&' $' /'11' .410"$' 1 *'. '()".+-1. $' !&3.1 104"3,0&'. 41+-1 /"--&. )+3 /"-.13&/1,"- C
K- $4E-,1,/' 1 ,* '.1 $"-/ )+36+,1'. '-1 S&.1,E4 $' .' 6"-$'3 .&3 *'. /'3.,"-. 344/0+-1,**"--4'. $'. ,. +2'.,-,1,+*'. '1 $'. ,. +2'. .+*'. )"&3 41&$,'3 *'. )3")3,414. $'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' / ,.232/ ,. $& E *13+2',-1'3643".413,0&' C
�� ��� �Z �(!"$ *!!' ")]!$
b"&3 /0+/&-' $'. ,. +2'. E *134'. 1 /"33'.)"-$+-1 +&( 75 ,-$,/'. .)'/13+&( /"-.,$434. 1 +&( 13",. /"-E2&23+1,"-. '1 +&( $'&( 6"-/1,"-. $' )",$. 1 "- /"-.13&,1 *+ 6"-/1,"- $' .13&/1&3' 23"..,G3' $ -"3$3' $'&( 1 1'**'
0& -"- * -+ $4/3,1' +& � C� C� C � 1,13' $ -'('. )*' $'. 34.& *1+1. "A1'-&. 1 *+ E2&3' �� �C5^ . "-13' *' /+. $' *+$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' +.."/,4' 3

β = 3, 1
C D- 3'. +30&' -"1+.. '-1 0&' *'. /+*'&3. /+*/&*4'. '- /"-.,2$43+-1 *+ /"-E2&3+1,"- *+ ) *&. /". )+/1' ."-1 )*&. 4 *'/4'. $+-. *' /+. $'. )",$. -+1&3'*. 0&' $+-. *' /+.$'. )",$. &- ,6"3. '. 1 /' 0& -"- +/+,1 $4S 3 "A .'3/4 $+-. *' /+$3' $' * -41&$' $' *+

∆
2/+3,+-/' '1 $& .)'/13'$' )&,..+-/' C ,'. /"&3A'. +.." /,4'. +&( /"-E2&3+1,"-. K '1 F ."-1 1 '**'. 1 )3+1,0&'. '-1 ,-$4)'-$+-1'. $&/0",( $' *+ 6"-/1,"- $' )",$. 1 /".. ' "- * -+ '()*,0&4 )*&. 0+&1 C �&+-1 +& *"A ' )3,. +,3' 1 ."- 'L'1 '.1/*+,3'. '-1 $ -+A+,..'3 *'. /+*'&3. $'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' $ -"3$3' $'&( 1 /' 0&, . -,-1'3)3G1' 42+*'. '-1 3)+31,3 $' /' 0&, + $4S 3 414 $,1 1 '- -"1+-1 0&' /'**'.2/, ."-1 *,4'. *,-4+,3'. '-1 +&( 6"-/1,"-. $ -+&1" /"334 *+1,"-'1 $"-/ +&( .)'/13'. $' )&,..+-/' C
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� � �� �C57 
 �� ��' *��  )+ �' �� �� � % �)� �)�� �� �� " ����, � '% ��)�� '�� �� ∆
����)�+*�� �� " ,��� �� , ��*& �

*����'% �+� � �+� � �+*�)�+ �� % �)�' +������ ��
 *�� �� �� ���)�� � �+� � �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� �� ��' +����)�+'
'�+� ��' � �� �' ��� *�� ��' �� �� " ,��� �� �C= �

�� �C5^ /"33'.)"-$+-1 +& /+. $'.)",$. &-,6"3. '. '1 .+-. +114-&+1,"- )+3 *' *"A ' )3,. +,3' C , -+//'-1&+1,"- $' *+ )'-1' +&( )'1,1'. 4/0'**'.. -,-1'3)3G1' +,- ., /".. ' * -'L'1 $ -&-' /+..&3' $&' +& . +-0&' $ -,- 6"3. +1,"- .&3 /'. 4/0'**'. C 6 , * -"- ."&0+,1'"A1'-,3 &- '()".+-1 $' !&3.1 '()43,. '-1+*'. '-1 . +*234 /'. $,J /&*14. 1 ,* 6+&1 $"-/ 3'.13',-$3' *+ )*+2'$ -4/0'**'. .&3 *+0&'**' "- 6+,1 &- +S&.1'. '-1 $' *", $' )&,..+-/' 1 '- 6"-/1,"- $' *+ /"-E2&3+1,"- /"-.,$434' C
� 1+-1 $"--4 /' 0& -"- "A .'3/' .&3 *+ E2&3' �� �C5^ 1 ,* .'.A *' 3+,."--+A *' $' .' *,. ,1'3 +&( 4/0'**'. /". )3,.'.'-13' 8 1M� '1 7� )"&3 *+ /"-E2&3+1,"- � 1 '1 +&( 4/0'**'. ,- 643,'&3'. 3 5� '1 3 8 1M� 1 3'.) '/1,/'. '-1 1 )"&3 *'./"-E2&3+1,"-. K '1 F C I'11' .Q. ' E2&3' . "-13' $ -+,**'&3. *'. +S&.1'. '-1. "A1'-&. 1 +,-., 0&' *'. '()".+-1.$' !&3.1 0& -"- '- $4$&,1 C
K- )3"/4$+-1 $' /'11' 6+W"- )"&3 * -'-.'.A *' $'. ,. +2'. E *134'. )+3 * -,-1'3643".G13' 1 "- /"-.13&,1 1 .&3 *+
E2&3' �� �C5a 1 * -4/"*&1,"- $'. '()".+-1. $' !&3.1

Hm
. '.&34. 1 '- 6"-/1,"- $' * -'()".+-1 104"3,0&'

H
1*'0&'* '.1 3'*,4 3 * -,-$,/' .) '/13+* )+3

β = 2H + 2
'- $,. '-.,"- $'&( C D- 3'. +30&' -"1+.. '-1 0&' *'./"&3A'. +.." /,4'. +&( $,L43'-1. /+. $' E2&3' /"-.,$434. )34.'-1'-1 1"&1'. *' .Q. ' $46+&1 1 3 .+/",3 0&' *'.'()".+-1. ."-1 .%.14. +1,0&'. '-1 .&3'.1,.4. *"3.0&'
H

'.1 , ��''� � ��� ,- 643,'&3 3 8 1M '1 .%.14. +1,0&'. '-1."&.2'.1,.4. *"3.0&'
H

'.1 .&) 43,'&3 3 8 1M C ,' )3'. ,'3 'L'1 $",1 Q13' +113,A&4 3 *+ *,. ,1' $' 34."*&1,"- $'."A .'3/+1,"-. 1 0&, ,.)".' &-' 1+,**' . ,- ,. +*' $'. .13&/1&3'. "A .'3/+A *'. '1 $"-/ &-' *,. ,1' ,- 643,'&3' 3* -'()".+-1 $' !&3.1 C ,' .'/"-$ + $4S 3 414 "A .'3/4 .&3 *'. /0+. ). . "$G *'. 1 /".. ' "- )'&1 *' /",3 .&3 *+
E2&3' � ��C^ C F -+&13' )+31 1 ,* +))+3+H1 0&' )*&. &-' /"-E2&3+1,"- '.1 /". )+/1' 1 )*&. *'. /+*'&3. . '.&34'. $'* -'()".+-1 $' !&3.1 ."-1 ,. )"31+-1'. 1 /' 0& -"- )'&1 /". )3'-$3' '- $,.+-1 0&' /'. /"-E2&3+1,"-. . '.&3+-1
. ",-. A ,'- *'. ) '1,1'. 4/0'**'. 1 '**'. "-1 1'-$+-/' 3 6"&3- ,3 $'. ,. +2'. )*&. *,..'. '1 $"-/ $'. '()".+-1.$' !&3.1 )*& . 4 *'/4. C I'1 'L'1 '.1 �+23+-1 $+-. *' /+. $ -&-' 6"-/1,"- $' )",$. -+1&3'**' 1 0&, $"--' )*&.$ -,.)"31+-/' '-/"3' +&( '.)+/'. '-1. *'. ) *&. /"&31. C @4/,)3"0&'. '-1 1 *' )+..+2' 3 &-' 6"-/1,"- $' )",$.&- ,6"3. ' -' . "$,E' 0&' )'& *'. /"&3A '. +.." /,4'. +&( /"-E2&3+1,"-. . ",-. /". )+/1'. K '1 F C ,+ )3,.' '-/". )1' $' * -+114-&+1,"- )+3 *' *"A' )3,. +,3' -' .'.A *' '- 3'/+-/0' )+. . "$,E'3 2*"A+*'. '-1 *'. /"&3A '. 1
. +,. '**' *'. +L'/1' $' 6+W"- )*& . /0+"1,0&' 1 /' 0&, 3'-$ * -,-1'3)341+1,"- $,J /,*' C
�� ��� �� � *� &!# ) *#
� *+ /&' $' * -41&$' )34/4$'-1' 1 ,* .'.A *' )+3 /"-.40&'-1 0&' * -&1,*,.+1,"- $'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' 1 '-1+-1 0& -"&1,* $' $41'3. ,-+1,"- $,3'/1' $' * -,-$,/' .) '/13+* $ -&-' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' "A .'3/4' )+3 &-
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∆

����)�+*� �� � �)� �, � )+ )�)��� % �� �� % ��*����� �� ��+��� ��)'��)�+
��*�)�� ��+' �� ��� ��� ��' �)� ���+��' *��� �' *����'% �+��+� ��� )� �, �' ����+���' % �� �� �� � % �)� �)�� % � )'
" �����' '% ��)���� �+� % �� � �)+'���� �+� ��+' ��' *�+" ,����)�+' � ���'�+, �'� 
 � �*��)�� �� � �*����'� 
 �� �+
� �)�)'�+� �+� � �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� �� �� *��� � �+ ���)� % ��)+ ��+��� � ������ �)�+ �� ��

∆
����)�+*� ��

� ����� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *�
 �� ) �'� ���! ���' *��� ) �''�*)� �
β = 3, 1


 �� ��' �)���' ��% ��'�+��+� �+�
��) �� % � )''�+ *� � ���% �'�+� �
�
 *��� � *�� �� ����+��� �& ���)���� �+��

,-1'3643".G13' 1 .",1 ) '& E+A *' 1 41+-1 $"--4. *'. 4/+31. "A .'3/4. '-13' *'. '()".+-1. $' !&3.1 . '.&34. .&3*'. $,L43'-1'. ,. +2'. .+*'. '1 *'. /+*'&3. 104"3,0&'. C D- )'&1 /') '-$+-1 '-/ ,.+2'3 $ -&1,*,.'3 *'. /"&3A '.$' *+ E2&3' �� �C5a /".. ' +A+0&'. -&.43,0&'. 1 )"&3 $4$&,3' ,-$,3'/1'. '-1 * -,-$,/' .) '/13+* $'. /+31'."A .'3/4'. C R* 6+&1 /') '-$+-1 3'. +30&'3 0&' /'. /"&3A '. -' 3')34.'-1'-1 0& -&-' )'1,1' )+31,' $'. )+3+.G13'."A .'3/+1,"--'*. )"..,A *'. 1 -' .'3+,12/' 0&' )+3/' 0&' *'. /"-E2&3+1,"-. 34'**'. $'. ,-.13&. '-1. -' ."-1 �
% �)��) )+. /'**'. &1,*,.4'. ,/, 1 0&' *'. *"A'. $ -+-1'--' "-1 $'. 1+,**'. /+3,+A *'. .&,/+-1 *+ *"-2&'&3 $ -"-$' 1"& '-/"3' 0&' *'. 6"-/1,"-. $' )",$. ) '&/'-1 Q13' $,L43'-1'. C R* -' )+3+H1 $"-/ )+. )+31,/&*,G3'. '-1 &1,*'$' )"&3.&,/3' * -41&$' $+-. /'11' $,3'/1,"- C
�� ��� �� " )!$*# ) * [ "��(� &$
�� ��� �� �'�$## )(' " /!* "''�\�*( )&& **�+$ "$# )!�+$#
F +-. *+ $'&( ,G. ' )+31,' 1 "- + )+3*4 $& /"-/')1 $ -'-.'.A *' 63+/1+* '1 "- + 3'. +30&4 0&' *'. .13&/1&3'./". )*'('. "A .'3/4'. $+-. *' . ,*,'& ,-1'3.1'**+,3' )"&/+,'-1 Q13' 41&$,4'. )+3 /' A ,+,. 1 '- *'&3 +113,A&+-1 &-'$,. '-.,"- 63+/1+*' C D- + -"1+.. '-1 /& 1 +& � ��C� C� 1 0&' *'. ,." /"-1"&3. $'. /0+.). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'.)"..4$+,'-1 &-' $,. '-.,"-

D = n − H
"#

n
'.1 *+ $,. '-.,"- $' * -'.)+/' $+-. *'0&'* ,*. ."-1 $4E-,. C ,'/+*/&* $' /'11' $,. '-.,"- 63+/1+*' 1 $+-. *' /+. A ,$,. '-.,"--'* 1 )+3 *+ .410"$' ) 43,.G13'2.&36+/' $4/3,1'

42+*'. '-1 +& � ��C� C� 1 $",1 $"-/ � % �)��) )'3. '113' $' 3'. "-1'3 3 * -'()".+-1 $' !&3.1 '1 )+3 /"-.40&'-1
3 * -,-$,/' .) '/13+* $'. .13&/1&3'. "A .'3/4'. C I')'-$+-1 1 /".. ' / -41+,1 $4S 3 *' /+. 3 *+ .'/1,"- )34/4$'-1' 1*' /+*/&* $' *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' $ -&-' ,. +2'

1024 × 1024
'.1 A '+&/"&) 13") *"-2 VV )"&3 '-/ ,.+2'3 $' *'

6+,3' 1'* 0&'* .&3 * -'-.'.A *' $'. 57^ ,. +2'. .+*'. $"-1 "- $,.)".' C D- )'&1 /"-1"&3-'3 /'11' $,J /&*14 $' *+
.Q. ' 6+W"- 1 '- 344/0+-1,**"--+-1 *'. ,. +2'. .&3 $'. 23,**'. )*&. )'1,1'. 1 $' 1+,**'

128× 128
1 '1 '- &1,*,.+-1/'. /'3.,"-. �$423+$4'.� )"&3 /+*/& *'3 *'. $,. '-.,"-. 63+/1+*'. +&(0&'**'. "- . -,-143'..' C ,' 2+,- $' 1'. ).'.1 .,2-,E /+1,6 V� '1 3'-$ +,-., ) "..,A *' /'11' 41&$' C

R* 6+&1 -4+-. ",-. /43,E'3 +&)+3+/+-1 0& -"- -' )'3$ )+. $ -,- 6"3. +1,"- '- )3" /4$+-1 $' /'11' . +-,G3' C I -'.1/' 0&' . "-13' *+ E2&3' �� �C5� '- /".)+3+-1 *'. ) 43,.G13'. '1 *'. +,3'. $'. �-&+2'.� "A1'-&. )+3 .'&,**+2'.&3 *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' +.."/,4' 3 * -,-$,/' .)'/13+*
β = 3, 1

'1 .&3 *+ /'3.,"- 344/0+-1,**"--4' $'/'11' .Q. ' ,. +2' C D- /"-.1+1' 0&' *'. )",-1. /"33'.)"-$+-1 3 /'. $'&( /+. .& ,/'-1 /0+/&- &-' *", $'
cc�l� phkl ijgrkh�e wejhem mjh jl vkhrg� qe sijpv s � njl vhk oemmejh ) � �� � er �e ��� � k �e f sfkphe u el gorp�glr q nelmef� qe

�em kvrpklm �j ogqojq er g�eo oplijglre lp�egj� �e mejpqqgxe zc��glm qem f �fem okl� pr pklm ije vhsos�effelr u qe refvm �e ogqojq emr hgf els ) opli f pljrem z �erre � p�sheloe mjxx�he
� ngpqqejhm ije q ngqxkhprwf e emr vhk�g� qef elr qkpl � n�rhe kvrpf gq z
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� � �� �C5M 
 	��% ���)'�+ ��' � �+*�)�+' �� '���*���� , ��'')���' � ������ ���� *��*� ���' '�� �� ���')�+ ��), )�
+���

1024×1024
�*����'� �� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� �''�*)�� �

β = 3, 1
�� '�� �� ���')�+ ���*& �+�)� ��++ ��

256 × 256
�*��)�� �� *���� � �� � �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *��

)&,..+-/' 1 $"-1 *'. '()".+-1. 3'.) '/1,6. $"--'-1 $'. $,. '-.,"-. 63+/1+*'. .'-.,A *'. '-1 ,$'-1,0&'. C I' 0&,) '&1 .'.A *'3 )*& . 41"--+-1 3 )3'. ,G3' /&' 1 / -'.1 0&' *'. $'&( -&+2'. $' )",-1. -' ."-1 )+. +*,2-4. * -&-+/'/ * -+&13' 1 +*"3. 0& -"- . -+11'-$3+,1 3 /' 0&' /' .",1 *' /+. C I -'.1 "&A *,'3 0&' *+ )3")3,414 $'. ,." /"-1"&3.
63+/1+*. '.1 $ -+/",3 &- )43,.G13' 0&, +&2. '-1' �)*& . / ,1' 0&' )34/&� *"3.0& -"- .' )*+/' 3 &-' 34."*&1,"-)*&. E-' C , -'('. )*' $' * -H *' $' /"- �"/0 N/",3 *+ E2&3' � �C7O 1 $"-1 *' )43,.G13' 1'-$ /'3. * -,-E-, 1+-$,.
0&' * -+,3' 3'.1' E-,' 1 '.1 '- /'*+ 1%),0&' C R* - -'.1 $"-/ )+. .&3)3'-+-1 0& -3 &-' +,3' $"--4' 1 "- 13"&/'&- ) 43,.G13' '- . "%'--' )*&. 23+-$ )"&3 *+ /'3.,"-

1024 × 1024
0&' )"&3 *+ /'3.,"-

128 × 128
C I'11'3'. +30&' 41+-1 6+,1' 1 ,* /"-/ ,'-1 +/+-1 1"&1 $' -"1'3 0&' *+ )3")3,414 ."&0+,14' 1 3 .+/",3 *+ /"-.'3/+1,"- $'*+ $,. '-.,"- 63+/1+*' *"3. $& 344/0+-1,**"--+2' 1 '.1 A ,'- /43,E4' 1 /' 0&, ) '3. '1 $ -41&$,'3 -&.43,0&'. '-1* -'L'1 $& E *13+2' .&3 /'1 "&1,* $' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. C

�� ��� �Z �(!"$ *!!' ")]!$ #0#('!�( )]!$
D- /+*/&*' +,-., *'. $,. '-.,"-. 63+/1+*'.

D
$' * -'-.'.A *' $'. ,. +2'. .+*'. "A1'-&'. '- ."31,' $& .,.&*+1'&3 1'1 "- '- $4$&,1 $'. '()".+-1. $' !&3.1 '() 43,. '-1+&(

Hm = 2 − D
1 3 /". )+3'3 +&( /+*'&3. 104"3,0&'.$'. $,.13,A&1,"-. $' A3,**+-/' ,-,1,+*'. C ,'. 34.&*1+1. "A1'-&. ."-1 )34.'-14. .&3 *+ E2&3' �� �C5= 1 3'23"&) 4..&,/+-1 *+ )34.'-/' "& -"- $ -+114-&+1,"- )+3 *' *"A' )3,. +,3' '1 *+ 6"-/1,"- $' )",$. &1,*,.4' C

I' 0& -"- 3'. +30&' ,..4$,+1'. '-1 .&3 /'. E2&3'. 1 / -'.1 * -4/0'/ /". )*'1 $'. /"-E2&3+1,"-. *'. . ",-./". )+/1'. 1 K '1 F 1 0&+-$ "- .' )*+/' 3 $'. '()".+-1. $' !&3.1 104"3,0&'. 3'*+1,/'. '-1 4 *",2-4. $' :43" C
6 , * -"- '..+,' $' $41'3. ,-'3 /'1 '()".+-1 3 )+31,3 $' /'. /"-E2&3+1,"-. 1 "- "A1,'-$3+ .%.14. +1,0&'. '-1&-' /+*'&3 6+,A *' 1 . Q. ' ., * -'()".+-1 $' !&3.1 ,-,1,+* '.1 '- 6+,1 )3" /0' $' * -&-,14 C I'/, . -'()*,0&' )+3 *'13"& $+-. *+ /"&/'31&3'

(u, v)
0&' /'. /"-E2&3+1,"-. *+,..'-1 +& /",.,-+2' $' * -"3,2 ,-' $& )*+- $' �"&3,'3 C

, -,-.)'/1,"- / ,.&'**' $'. ,. +2'. "A1'-&'. $+-. /'. /"-$,1,"-. $' E *13+2' 1 /".. ' "- '- + )34.'-14 .&3 *+
E2&3' �� �
K- /' 0&, /"-/'3-' )*&. )+31,/&*,G3'. '-1 *+ /"-E2&3+1,"- � 1 0&, '.1 *+ )*&. /". )+/1' 1 "- "A .'3/' *' .Q. '2'-3' $' $46+&1 0&' )"&3 *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' ,-,1,+*' 1 3 .+/",3 &-' .&3'.1,. +1,"- $' * -'()".+-1 $'!&3.1 *"3.0&' /'*&,2/, 1'-$ /'3. :43" '1 1 ,-/'3.'. '-1 1 &-' ."&.2'.1,. +1,"- .%.14. +1,0&' 0&+-$ * -'()".+-1$' !&3.1 104"3,0&' 1'-$ /'3. &- C I'. 'L'1. "-1 $4S 3 414 $,./&14. )*&. 0+&1 1 '1 "- 3+))'**' 0& -,* 6+&1 %
/",3 3'.) '/1,/'. '-1 *+ . +-,6'.1+1,"- $' *+ E-,1&$' $'. 3+%"-. '(143,'&3 '1 ,-143,'&3 $' *+ /"&/'31&3'

(u, v)
C

K-E- 1 ,* .'.A *' 0&' * -+114-&+1,"- )+3 *' *"A' )3,. +,3' .' 13+$&,.' 1 /".. ' $+-. *' /+. $' * -&1,*,.+1,"- $'.
6"-/1,"-. $' .13&/1&3' 1 )+3 &- A3&,1 $,J /,*'. '-1 ,-1'3)341+A *' C
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0, 723

0, 585

0, 506

0, 771
0, 589

0, 537

0, 589

0, 575

0, 506

0, 651

0, 582
0, 547

	
� � �� �C5^ 
 ��+*�)�+' �� '���*���� , ��'')���' � ������ ���� *��*� ���' '�� ��' )� �, �' " �����' � ��+��' �
% ���)� �� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� ������

β = 3, 1
� �� % ��� )��� �), +� *����'% �+� �� *�' '�+' ����+���)�+

% �� �� �� � % �)� �)��
 �� '�*�+�� �� *�' �� *���� ����+���)�+ �'� % �)'� �+ *��% ��� ��' ���� *���++�' *����'�
% �+��+� ��� ���� � �+*�)�+' �� % �)�'
 *��� � )+�)���� �+ *� �� ) *�+*��+� ��' *�+" ,����)�+'
 ��' +����)�+'
'�+� )��+�)���' � *�� ��' �� �� " ,��� �� �C5B 
 � '���)� ��' ��'�+, �' % ��� �� *�+" ,����)�+ � 
 ��' *��)� % ���
�� *�+" ,����)�+ � �� ��' *����' % ��� �� *�+" ,����)�+ � � �� *��� � �+ ���)� % ��)+ ��% ��'�+�� �� � �+*�)�+ ��
'���*���� *��*� ��� '�� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *� )+ )�)���� ��' �)���' )+�)���+� ��' �! �'��� �+�' �� ��)' ��
% � )''�+*� ��*�)�' ��+' �� ��� ��� ��' ��% �'�+�' �� � ��'� *����'% �+��+�' '�+� )+�)���' �+ ��, ��� �

�� ��� �� � *� &!# ) *#

,+ $41'3. ,-+1,"- $' *+ )3")3,414 '..'-1,'**' $'. $,.13,A&1,"-. $' A 3,**+-/' . "$G *'. ,-13"$&,1'. '- '-134' $&.,.&*+1'&3 ,-1'3643".413,0&' 1 3 .+/",3 * -,-$,/' .)'/13+*
β

"& 1 $' . +-,G3' 40&,/+*'-1' 1 * -'()".+-1 $' !&3.1
H
1 -' .'.A *' )+. Q13' 6+/,*,14' )+3 * -&1,*,.+1,"- $' *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' 1 1'**' 0& -'. )*"%4' ,/, C K- 'L'1 1 $'

. +-,G3' '-/"3' )*&. �+23+-1' 0&' /' 0& -"- +/+,1 3'. +30&4 +& .&S '1 $'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' 23"..,G3'.$ -"3$3' $'&( 1 "- "A .'3/' $'. 4/+31. ,. )"31+-1. '-13' *'. /+*'&3. . '.&34'. '1 *'. /+*'&3. 104"3,0&'. 1 '1/' $ -+&1+-1 )*&. 0&' *+ /"-E2&3+1,"- ,- .13&. '-1+*' /"-.,$434' '.1 41'-$&' 1 /+3 *'. 23+-$'. .13&/1&3'.
4/'-1&'**'. '-1 )34.'-1'. $+-. *'. /+31'. ,-,1,+*'.V$ 1 ."-1 +*"3. /". )*G1'. '-1 E *134'. C K- /'*+ 1 *+ $,. '-.,"-
63+/1+*' +,-., /+*/& *4' '.1 .Q. ' . ",-. 'J /+/' '-/"3' 0&' *'. 6"-/1,"-. $' .13&/1&3' $' *+ .'/1,"- )34/4$'-1' 1/+3 /'. $'3- ,G3'. ) '3. '11+,'-1 &-' '.1,. +1,"- 1 . Q. ' 23"..,G3' 1 $' * -'()".+-1 $' !&3.1 0&'**' 0&' .",1 *+/"-E2&3+1,"- $& 34.'+& $ -+-1'--'. 1 /' 0&' -' .'.A *' )+. ) '3. '113' *+ 3'*+1,"- ) 43,.G13'2.&36+/' $+-. *'/+. $'. /"-E2&3+1,"-. *'. . ",-. /". )+/1'. 1 0&, $"--'-1 .%.14. +1,0&'. '-1 &-' /+*'&3 $'

Hm
,- 643,'&3' 3

8 17 '-/ ,3"- C R* +))+3+H1 $"-/ 42+*'. '-1 $,J /,*' $' )"&3.&,/3' * -41&$' $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' '- .'
6"-$+-1 .&3 *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' C

c% �rhjorjhem ijp mklr emmelrpeqqem ) qg �srehf plgrpkl �e qg � pf elmpkl thgorgqe u vjpmij neqqem tkjhlpmmelr qem �ljgxem� �e xhgl�vshpf �rhe er �e xhgl�e gphe z
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� � �� �C5a 
 � ���� �)�+ ��' ��% �'�+�' �� � ��'� Hm
� �'���' % �� ��' � �+*�)�+' �� '���*���� , ��'')���'

� ������ ���� 
 �+ � �+*�)�+ ��' ������' �& ���)���' � �� �)'% �')�)�+ ��' '��'�" ,���' �)+') ��� ��' '��  � ��'
� �)�)'�' '�+� ��' � �� �' ��� '�� �� " ,��� �� �C5^ �
�� ��� -$( !" #!" &$ #�$�( "$ "$ �!)##�*�$ � &$ ��# Z"!)('
�� ��� �� �*( " "!�( ) * "$ Z"!)(
K- $4E-,1,/' 1 *+ $41'3. ,-+1,"- *+ ) *&. 'J /+/' $' * -,-$,/' .)'/13+* $' *+ $,.13,A&1,"- $' A 3,**+-/' ,-,1,+*''.1 42+*'. '-1 *+ )*&. .,. )*' 1 )&,.0& -,* .&J 1 $ -'L'/1&'3 &- +S&.1'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' .&3 *+ . "%'--'+: ,.&1+*' $& .)'/13' $' )&,..+-/' $'. /+31'. .+*'. 1 0& -"- "A1,'-1 3 )+31,3 $& 3+))"31 $'. / ,.,A ,*,14. 3 *+
6"-/1,"- $' )",$. C F +-. *'. /"-$,1,"-. &1,*,.4'. ,/, 1 * -'L'1 $& *"A ' )3,. +,3' '.1 .&J .+.. '-1 *" /+*,.4 $+-.* -'.)+/' $' �"&3,'3 )"&3 -' )+. ) '31&3A '3 /'11' +))3" /0' 1 /".. ' "- * -+ . "-134 .&3 *+ E2&3' �� �CM C I'/,
41+-1 41+A *, 1 ,* /"-/ ,'-1 . +,-1'-+-1 $' .' ) '-/0'3 .&3 *+ E+A ,*,14 $' /'1 "&1,* / ,.232/ ,. $'. ) '31&3A+1,"-.
0& -"- )'&1 ,-13"$&,3' $+-. *+ /0+H-' $' E *13+2' C T&13'. '-1 $,1 1 ,* . -+2,1 '- )3+1,0&' $' $41'3. ,-'3 0&'*'.1 *' -,/'+& $' A 3&,1 . +( ,. +* ) '3. '11+-1 . +*234 1"&1 $' 3'. "-1'3 3 * -,-$,/' .)'/13+*

β
)+3 *' A ,+,. $&.)'/13' $' )&,..+-/' $'. /+31'. .+*'. C

,+ . "$4 *,.+1,"- 34+*,.1' $& A3&,1 +L'/1+-1 *'. $"--4'. ,-1'3643".413,0&'. .43,1'3+,1 0& -"- . -% +11+3$'*"-2&'. '-1 1 . +,. -"&. -"&. /"-1'-1'3"-. $ -'- $,./&1'3 /'31+,-. +.)'/1. 1 +/+-1 $' * -,-13"$&,3' $' 6+W"-'(13Q. '. '-1 .,. )*,E4' $+-. -". .,.&*+1,"-. C I".. ' "- * -+ $,1 +& � �� C� C� 1 *' A3&,1 .&3 *'. / ,.,A ,*,14. )'&1.' . "$4 *,.'3 )+3 &-' /"-13,A&1,"- .&*1,)*,/+1,/' '1 &-' /"-13,A&1,"- +$$,1,/' 1 '- 4/3,/+-1 0&' *'. / ,.,A ,*,14."A .'3/4'.
V ′

."-1 3'*,4'. +&( /3+,'. / ,.,A ,*,14.
V

)+3
V ′ = εmV + εa

C 3 ,'- '-1'-$& 1 /'*+ -' .&J 1 )+. 3)34/,.'3 *+ 6"3. ' $& A3&,1 1 '1 ,* 6+&1 .' $"--'3 *'. )3")3,414. $'
εm

'1 $'
εa

C R-,1,+*'. '-1 1 *' A3&,1 ,-13"$&,1$+-. *+ /0+H-' $' E *13+2' * -'.1 +& -,/'+& $'. .,2-+&( '-/"3' -"- /"334 *4. >P +.., ` I". "3'11" 1 5==8? 1 $'."31' 0& -"- $",1 '- 6+,1 4/3,3' 0&' *+ / ,.,A ,*,14 "A .'3/4'
V ′

ij

/"33'.)"-$+-1 3 *+ *,2-' $' A+.' '-13' *'.
+-1'--'.

i
'1

j
'.1 3'*,4' 3 *+ /3+,' / ,.,A ,*,14

Vij

)+3
V ′

ij = εiεjVij + σij ,"#
εi

'1
εj

."-1 $'. /". )*'('. $"-1 * -+.)*,1&$' '.1 &-' /+3,+A *' +*4+1",3' $' . "%'--' 5 '1 $"-1 *+ )0+.' '.1
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� � �� �C5� 
 � ����)�+' % ��)� ������)�� ��� �)�' % ��� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*� �''�*)�� � � �)+�)*� '% �*����
β = 3, 1

�*��)�� �� % ��� '� ���')�+ ���*& �+�)� ��++�� '�� �+� , �)� ��
128 × 128

���'�+, �'� � ��' �)� �+')�+'
� ��*����' � �'����' '�+� ��'% �*�)��� �+� �, ���' � �


 �±�
��
 �� �

 � �±�
��� �

42+*'. '-1 +*4+1",3' C ,' 1'3. ' +$$,1,6
σij

3')34.'-1' 0&+-1 3 *& , *' A3&,1 10'3. ,0&' 1 42+*'. '-1 /". )*'(' C
T ,-., 1 &-' . "$4 *,.+1,"- 34+*,.1' $& A3&,1 $'/3+,1 +L'/1'3 *'. .,2-+&( +/+-1 /"334 *+1,"- 1 +-1'--' )+3 +-1'--' C
D 3 1 *+ 6+W"- $"-1 '.1 /"-.13&,1 -"13' .,.&*+1'&3 -' $"--' )+. +//G. 3 /'11' 41+) ' $' * -"A .'3/+1,"- 1 )&,.0& -"-)+31 $,3'/1'. '-1 $'. / ,.,A ,*,14. $+-. * -'.)+/'

(u, v)
.+-. )+..'3 )+3 *'. .,2-+&( $' /0+0&' +-1'--' C ,+344/3,1&3' $& .,.&*+1'&3 -' )"&33+,1 $ -+&13' )+31 .' 6+,3' 0& -+& )3,( $' 23". 'L"31. $' /+*/& * 1 /+3 ,* '.1 *" ,-$ -Q13' 13,/ ,+* $ -,-13"$&,3' /'11' 41+)' $' *+ /0+H-' $' 34/')1,"- 1 .&31"&1 *"3.0& -,* . -+2,1 $' /"-.,$43'3 ^B+-1'--'. C K- /"-.40&'-/' 1 -"&. +/"-. /0",., $ -,-13"$&,3' &- A3& ,1 �� & �* $+-. *' .,.&*+1'&3 C

K- .' 6"-$+-1 .&3 * -40&+1,"-
V ′ = εmV +εa

1 ,* 6+&1 $"-/ )34/,.'3 *'. 6"3. '. $'. A 3&,1.
εm

'1
εa

C , -0%)"10G.'*+ ) *&. .,.)*' /"-.,.1' 3 .&))".'3 0& -,* - -'(,.1' '- 6+,1 )+. $' A3&,1 .&*1,) *,/+1,6 1 .",1
εm = 1

1 '1 0&'1"&1'. *'. ."&3/'. $' A3&,1 )'&/'-1 Q13' . "$4 *,.4'. )+3 &- .,. )*' A3&,1 +$$,1,6
εa

$"-1 "- /+ .&))".'3
0& -,* . -+2,1 $ -&-' /+3,+A *' +*4+1",3' 2+&..,'--' /". )*'(' C T&13'. '-1 $,1 1 *+ $,.13,A&1,"- '- )3"A+A ,*,14 $'* -+. )*,1&$' $'

εa

'.1 &-' 2+&..,'--' /'-134' '- :43" C ,+ )0+.' $'
εa

'.1 42+*'. '-1 +*4+1",3' 1 '1 $,.13,A&4'&-,6"3.4. '-1 V� .&3
[0, π]

C ,' .'&* )+3+.G13' 3'.1+-1 '-/"3' 3 $41'3. ,-'3 '.1 *+ *+32'&3 $' *+ $'-.,14 $')3"A+A ,*,14 $' * -+. )*,1&$' C I *+..,0&'. '-1 1 *' A3&,1 +L'/1+-1 &-' /'**& *' $' * -'.)+/'
(u, v)

$,. ,-&' *"3.0&'*' -".A3' $' / ,.,A ,*,14. 1".A+-1 $+-. /'11' /'**& *' +&2. '-1' C b *&. )34/,.4. '-1 1 ., * -"- 4/3,1 '()*,/,1'. '-1*+ / ,.,A ,*,14 . '.&34'
V ′

/".. ' &-' .".. ' $'
p
/ ,.,A ,*,14.

V ′
k

1".A+-1 $+-. *+ .Q. ' /'**& *' 1 "- + 1 '- -"1+-1
Vk

*'. / ,.,A ,*,14. /3+,'. '1
εk

*' A3&,1 .&3 /0+/&-' $ -'**'. 1

V ′ =

p∑

k=1

V ′
k =

p∑

k=1

(Vk + εk) = V + εa

+/'/
εa =

p∑

k=1

εk.

D- .+,1 0& -+*"3. *' A3& ,1
εa

/"-.1,1&4 $' *+ .".. ' $'. A3&,1. ,-$4)'-$+-1.
εk

2 $"-1 "- .&))".' 0&'*'. )3")3,414. .1+1,.1,0&'. ."-1 1"&1'. *'. .Q. '. 2 + &-' +. )*,1&$' '- . "%'--' √
p
6",. )*&. 23+-$' 0&'/'**' $' /0+0&'

εk

C b+3 /"-.40&'-1 1 *"3.0& -"- . -,-143'..' +&( ,. +2'. "A1'-&'. '- &1,*,.+-1 &-' 6"-/1,"- $')",$. &- ,6"3. ' 1 /".. ' "- *' 6'3+ $+-. *+ .&,1' 1 *' A3&,1 +L'/1+-1 /0+0&' / ,.,A ,*,14 '.1 $,.13,A&4 .'*"- &-'2+&..,'--' A ,$,. '-.,"--'**' $"-1 *+ *+32'&3 '.1 ,-/'3.'. '-1 )3")"31,"--'**' 3 *+ 3+/,-' /+334' $'. )",$.-+1&3'*. C D- S"&'3+ .&3 *+ /"-.1+-1' $' )3")"31,"--+*,14 $' 6+W"- 3 +S&.1'3 *' 3+))"31 .,2-+* .&3 A 3&,1 V� C ,+
E2&3' �� �C78 . "-13' 0&'*0&'. '('.)*'. $ -,. +2'. A 3&,14'. /"-.13&,1'. )+3 /'11' +))3" /0' 1 '- 6"-/1,"- $'

η'1 $' *+ /"&/'31&3'
(u, v)

/"-.,$434' C D- 3'. +30&' -"1+.. '-1 0&' *+ 1+,**' /+3+/143,.1,0&' $'. .13&/1&3'. $'*+ /+31' $' A3&,1 1 0& -"- )'&1 "A .'3/'3 $+-. *' /+.
η = 0, 1

1 $4)'-$ $' *+ /"-E2&3+1,"- 1 /' 0&, 41+,1 +11'-$& C
�&+-$ *' 3+))"31 .,2-+* .&3 A3&,1 +&2. '-1' 1 *'. /+31'. A3&,14'. 1'-$'-1 /'3. *'. /+31'. -"- A3&,14'. 1 1'**'.
0& -"- )'&1 *'. /",3 .&3 *+ E2&3' �� �C7 C
c� �jh

[0, π]
vqjr�r ije mjh

[0, 2π]
ogh kl g vhpm jle � pmrhp�jrpkl �e q ngfvqprj�e gjrkhpmglr �em �gqejhm lsxgrp�em zc��e hgvv khr mpxlgq mjh �hjpr

η
emr �s&lp �glm q nemvgoe pf gxe u okffe qe hgvvkhr elrhe qem soghrm�r�ve hemv eorptm �e q npf gxelkl �hj prse u ) qgijeqqe kl g � pel elrel�j goo�m u er �e q npf gxe �j �hjpr mejq z
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� � �� �C5= 
 � ���� �)�+ ��' ��% �'�+�' �� � ��'� Hm
� �'���' % �� ��  )�)' �� �� �)� �+')�+ � ��*����
 �+

� �+*�)�+ ��' ������' �& ���)���' � �� �)'% �')�)�+ ��' '��'�" ,���' �'� �� � �� � ��� '�� �� " ,��� �� �C5a � ��'
�)� ���+�' '��  � ��' *����'% �+��+� ��� �)'��) � �)�+' ��  �)� ��+ *� )+)�)���' ���)�+, ��'� 
 ��� )� �, �' " �����' % ��
�� *�+" ,����)�+ � ���'�+, �'� 
 % �� �� *�+" ,����)�+ � �*��)�� �� % �� �� *�+" ,����)�+ � �*����'� � �� �),+ �
% �)+ �)� ��� ��% ��'�+�� � �)��+�)�� �+��� ��' ��% �'�+�' �& ���)��� �� ��% ��)� �+���� 	& ���� ������ � �'���� �'�
�� �*��� � ��+� )+ *���)���� )+�)���� % �� ��'  ����' ����)*���' �

�� ��� �Z ��$(# #!" &$ #�$�( "$ "$ �!)##�*�$
,+ E2&3' �� �C75 . "-13' *'. 'L'1. $' $,L43'-1. -,/'+&( $' A3&,1 .&3 *'. .) '/13'. $' )&,..+-/' $'. ,. +2'..+*'. /"33'.)"-$+-1 +&( $'&( /"-E2&3+1,"-. ,-.13&. '-1+*'. *'. ) *&. /". )+/1'. C F+-. 1"&. *'. /+. 1 "- )+31$' *+ $,.13,A&1,"- $' A 3,**+-/' +.." /,4' 3 * -,-$,/' .) '/13+*

β = 3, 1
1 +114-&4' )+3 *' *"A ' )3,. +,3' 1 '1 "-&1,*,.' *'. )",$. &-,6"3. '. C D- /",1 -"1+.. '-1 0&' * -'L'1 $& A3&,1 1'-$ 3 +)*+1,3 *' .) '/13' $' )&,..+-/' +&()*&. )'1,1'. 4/0'**'. $+-. *+ /+31' 1 /' 0&, ) '&1 .' /".)3'-$3' '- /"-.,$43+-1 *'. /+31'. $' *+ E2&3' �� �C78 C

,'. .13&/1&3'. 0&, +))+3+,..'-1 *"3.0&' *' A3&,1 .' . '1 3 $". ,-'3 *' .,2-+* ."-1 'L'/1,/'. '-1 )*& . ) '1,1'.
0&' *'. .13&/1&3'. $' /' $'3-,'3 C , -,-1'3)341+1,"- /*+..,0&' $' /'1 'L'1 /"-.,.1' 3 3'. +30&'3 0&' *' A 3&,1)"..G$' &-' $,.13,A&1,"- .) '/13+*' )*+1' 1 ."- +. )*,1&$' 41+-1 ,-$4)'-$+-1' $& /'/1'&3 $ -"-$' C ,"3.0&' *'-,/'+& $& A3&,1 +&2. '-1' 1 / -'.1 $ -+A"3$ +&( )*&. 23+-$. -".A3'. $ -"-$' 1 '1 $"-/ +&( )*& . )'1,1'. 4/0'**'. 1
0&' .+ )&,..+-/' $'/ ,'-1 )*&. ,.)"31+-1' 0&' /'**' $& .,2-+* 1 )&,.0&' /'**'2/, $4/3"H1 *"3.0&'

k
+&2. '-1' C

,"3.0&' *' 3+))"31 .,2-+* .&3 A 3&,1 $'/ ,'-1 .&J .+.. '-1 23+-$ 1 "- 3'13"&/' 1 .&3 &-' )*+2' $ -4/0'**'. +..':23+-$' 1 &- /". )"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' )'3. '11+-1 $' 3'. "-1'3 3 * -,-$,/' .)'/13+* $' *+ $,.13,A&1,"-$' A3,**+-/' ,- ,1,+*' C 6&3 *+ E2&3' �� �C7 51 &- 3+))"31 .,2-+* .&3 A 3&,1
η = 8

.'.A *' .&J .+-1 )"&3 )3" /4$'3+,-., 1 /"&/'31&3' )+3 /"&/'31&3' 1 /+3 '- /"-.,$43+-1 *+ /+*'&3 ,..4$,+1'. '-1 ,- 643,'&3' 1 .",1
η = 4

1 "- -'$,.)".' )+. 1 $+-. *' /+. $' *+ /"-E2&3+1,"- � 1 $ -4/0'**'. ,..&-,.4'. / ,.232/ ,. $& A3&,1 C K- +S&.1+-1 &-' *",$' )&,..+-/' 1 "- 13"&/' +,-., &-' /+*'&3 $'
β
42+*' 3 7 1^ 1 .'-.,A *'. '-1 )*&. 6+,A *' 0&' *+ /+*'&3 /0'3/04' C

I".. ' "- * -+/+,1 3'. +30&4 $+-. *' /+. -"- A3&,14 1 "- "A1,'-1 $' A ,'- . ',**'&3. 34.&*1+1. '- /".A ,-+-1*'. "A .'3/+1,"-. 6+,1'. $+-. *'. 13",. /"-E2&3+1,"-. /"-.,$434'. C ,+ E2&3' �� �C77 . "-13' +,-., *'. .) '/13'.$' )&,..+-/' $'. ,. +2'. A3&,14'. 3'23"&)4. -"- )*&. .'*"- *+ /"&/'31&3' 1 . +,. .'*"- *' 3+))"31 .,2-+* .&3
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� � �� �C78 
 �� ��% ��' �� *����'  �� )���' � ��+��' % �� �� � ��& ��� ��*�)�� ��+' �� ��� ��� �� ��%% ��� '),+��
'��  �� )� �'� *�+'��+� �� ��+, � ��+� *���++�
 �� '� ������ �'� )+�)���� �+ & �� � �� �� " ,���� 	& ���� �),+ �
*����'% �+� � �+� *�+" ,����)�+ )+'���� �+���� �)� ���+�� �� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *� )+ )�)��� �'� *�� ��
�''�*)�� � � �)+�)*� '% �*����

β = 3, 1
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� � �� �C7 5 
 �% �*���' �� % � )''�+*� ��' )� �, �'  �� )���' *����'% �+��+� � �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *�
β = 3, 1����+��� % �� �� �� � % �)� �)��
 � �� � �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� � �� ��� *�+" ,����)�+' � �� , ��*& �� �� � ��

���)��� � ��' �)� ���+�' ��%% ���' '),+�� '��  �� )� '�+� �, ��� �
η = 1

����)� % ��)+� 

η = 2

�% �)+ �)� ��'� 

η = 4��)���'� 


η = 8
����)� � )� ��� ��

η = 16
����)� � )� �� ���* ���)' % �)+�)� ��' '�**�'')� '� � �� ���)�� �+ �)���' ��+���

�+� ��) �� % � )''�+ *� � ���% �'�+� ��
� �

A3&,1 1 /". )3,. '-13'
η = 1

'1
η = 8

C , -'L'1 $& A3& ,1 -' .' . +-,6'.1' )+. +&( .Q. '. 4/0'**'. .&,/+-1 *+/"-E2&3+1,"- /"-.,$434' 1 /+3 *' 3+))"31 .,2-+* .&3 A3& ,1 $4)'-$ '- 6+,1 $' /'11' /"-E2&3+1,"- )&,.0& -,* '.1/+*/&*4 .&3 *'. ,. +2'. .+*'. C b+3 /"-.40&'-1 1 *"3.0& -"- .' E(' &-' /'31+,-' /+*'&3 $'
η
1 "- + '- 6+,1 $'.-,/'+&( +A ."*&. $' A3& ,1 $,L43'-1. .&3 /0+0&' /+31' C I'/, -' 3'1,3' 3,'- 3 * -,-143Q1 $' * -+-+*%.' 0&, /+ .& ,/3' 1/+3 *'. /+31'. /"33'.)"-$+-1 +&( $,L43'-1'. /"-E2&3+1,"-. 3'*G/'-1 $ -"A .'3/+1,"-. $,L43'-1'. 1 $"-1 "- )'&1342*'3 *' -,/'+& $' A3&,1 '- '- /0",.,..+-1 *+ $&34' C 6 , * -"- ."&0+,1' $,. ,-&'3 *' A3&,1 1 ,* '.1 � % �)��) )"..,A *'$' *' 6+,3' '- "A .'3/+-1 )*& . *"-21'.). 1 $' ."31' 0&' *+ /"&/'31&3' .",1 . ,'&( 4/0+-1,**"--4' 1 '1 0& -+,-., )*&.$' / ,.,A ,*,14. 1".A '-1 $+-. /0+0&' /'**& *' C ,' A3&,1 '.1 +*"3. +114-&4 $ -&- 6+/1'&3 ,-/'3.'. '-1 )3")"31,"--'*

� *+ 3+/,-' /+334' $'. )",$. -+1&3'*. 1 /".. ' "- * -+ $4S 3 6+,1 3'. +30&'3 C D- )'&1 $"-/ . -+33+-2'3 )"&3 0&'*'. -,/'+&( $' A3& ,1 +A ."*& . $+-. /0+0&' /"-E2&3+1,"- /"33'.)"-$'-1 +& .Q. ' 3+))"31 .,2-+* .&3 A3&,1 C
, -41&$' $' *+ E2&3' �� �C77 . "-13' +*"3. 0& -'- .&)'3)".+-1 *'. .)'/13'. $' )&,..+-/' 1 . "%'--4. +: ,.&21+*'. '-1 1 $'. $,L43'-1'. ,. +2'. .+*'. '1 '- ,2-"3+-1 1 .&3 /0+/&- $ -'&( 1 *'. 3'. "-14'. $&'. +& A3& ,1 1 "-3'13"&/' &- /".)"31'. '-1 '- *", $' )&,..+-/' +/'/ &- '()".+-1 )3" /0' $' * -,-$,/' .) '/13+* $ -"3,2,-' 1 '1 /')"&3 &- 3+))"31 .,2-+* .&3 A3&,1 42+* 3

η = 4
"& )*&. C K- ,2-"3+-1 /".)*G1'. '-1 *+ /"-E2&3+1,"- � 1 "-)'&1 .Q. ' 4/'-1&'**'. '-1 /"-.,$43'3 0&' *' /+.

η = 2
'.1 '-/"3' 6+/"3+A *' C R* . -+/G3' $"-/ 0& -"- )'&1 .'/"-1'-1'3 $ -&- 3+))"31 .,2-+* .&3 A3&,1 +..': 6+,A *' 1 $' * -"3$3' $' 0&+13' 1 )"&3 3'13"&/'3 * -,-$,/' .) '/13+*$' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' '- '-134' $& .,.&*+1'&3 1 3 )+31,3 $'. /+31'. .+*'. 1 3 /"-$,1,"- $' /".A ,-'3*'. $"--4'. ,..&'. $'. $,L43'-1'. /"-E2&3+1,"-. 1 '1 '- .' 3'.13',2-+-1 +&( -".A3'. $ -"-$' )"&3 *'.0&'*. *'

A3&,1 + &-' ,-�&'-/' -42*,2'+A *' C
�� ��� � *� &!# ) *#
I' /0+),13' + )'3. ,. $ -+A"3$'3 *+ 0&'.1,"- $' *+ 34)"-.' $ -&- ,-1'3643".G13' 3 &- . ,*,'& /". )*'(' 1 $"-1*+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' '.1 63+/1+*' 1 '- &1,*,.+-1 /'31+,- . $'. "&1,*. $' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'.$"-1 "- + $,./&14 +& /"&3. $' *+ $'&(,G. ' )+31,' 1 3 .+/",3 *' .)'/13' $' )&,..+-/' 1 *+

∆
2/+3,+-/' 1 *'.

6"-/1,"-. $' .13&/1&3' $ -"3$3' $'&( '1 *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' C b *&. .)4/,E0&'. '-1 1 ,* . -+2,..+,1 $ -41+A *,3*'.0&'*. $' /'. "&1,*. ) '3. '11'-1 $' 3'. "-1'3 3 * -,-$,/' .)'/13+* $' *+ $,.13,A&1,"- . "$G *' "A .'3/4' C T)3G.


η ' 8
41+,1-4/'..+,3' )"&3 3'13"&/'3 1 )+3 /'11' .410"$' '1 +/'/ &-' .'&*' /"-E2&3+1,"- ,-.13&. '-1+*' 1 * -,-$,/' .) '/13+*$' *+ $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' . "$G *' C ,+ /".A ,-+,."- $'. .)'/13'. $' )&,..+-/' $'. /+31'. .+*'. "A1'-&'.
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� � �� �C77 
 �% �*���' �� % � )''�+ *� ��' )� �, �'  �� )���'
 ��, ���% �' % �� ������ �� ��%% ��� '),+�� '��  �� )�

*��� � )+�)��� '�� *& ���� '��'�" ,���� ��' *��� �' �+ ���)� % ��)+ ��% ��'�+��+� ��' '% �*���' �� % � )''�+ *�

����++ �' �� )�� ����� �+�
 ��' )� �, �' '���' *�+'��� )��' � % ���)� �� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+*�

β = 3, 1����+��� % �� �� �� � % �)� �)��
 �+ � �)�)'�+� ��' *�+" ,����)�+' � 
 � �� � 
 �� �+� � �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� ��
�� ���)�� �+ �)���' ��% ��'�+�� �� *��% ����� �+� ��*& ��*& �
 �� '�� ��' ���� '��'�" ,���' ��  �'
 �+ ��+���

% �� �+� ���)�� , �)'��
 � ��! �'��� �+� � ��+� '���+ �� ���& ��� ��*�)�� ��+' �� ��� ��� ��' ��% �'�+�' �� *�'
�! �'��� �+�' '�+� )+�)���' �+ ��, ��� �

'- &1,*,.+-1 ) *&.,'&3. /"-E2&3+1,"-. )'3. '1 $ -+A+,..'3 /'11' *,. ,1' $ -&- 6+/1'&3 $'&( '-/ ,3"- C
�



������ �� �	 ��

���� ��� �� ��� ��� �
� �� ��
�� �� �����

�� ���� � )#$ $ * ' )"$*�$ "! "� &$ "$ &� �\�#$
�� ���� �� �.�' ")$ *�$ *!!' ")]!$ �"' &)! )*� )"$
D- + /& 1 $+-. *' /+$3' $' * -41&$' $'. /'-13"�$'. $' / ,1'..' '1 1 3 * -,- .1+-1 1 $& E *13+2' ,-1'3643".413,0&' 1*'. "&1,*. .1+1,.1,0&'. 24-43+*'. '-1 &1,*,.4. )"&3 /+3+/143,.'3 *'. .13&/1&3'. )34.'-1'. $+-. &-' ,. +2' C D- +$ -+,**'&3. -"14 0& -,*. 41+,'-1 *,4. 1 '- /' .'-. 0&' 1 $ -&-' )+31 1 *+ 6"-/1,"- $ -+&1" /"334 *+1,"- '1 *+ 6"-/1,"- $'.13&/1&3' $ -"3$3' $'&( )'&/'-1 .' $4$&,3' * -&-' $' * -+&13' )+3 &-' 13+-.6"3. +1,"- *,-4+,3' 1 )"&3/& 0&' *'/0+. ) '- 0&'.1,"- .",1 0". "2G-' 1 '1 $ -+&13' )+31 1 *' .)'/13' $' )&,..+-/' '.1 *+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 $'/'11' .Q. ' 6"-/1,"- $ -+&1" /"334 *+1,"- C K-E- 1 * -,-$,/' .)'/13+*

β
)'&1 Q13' 3'*,4 $' 6+W"- .,. )*' 3 * -'()".+-1$' *+

∆
2/+3,+-/' '1 3 *+ $,. '-.,"- 63+/1+*' C T ,-., 1 $ -&-' . +-,G3' "& $ -&-' +&13' 1 /'. "&1,*. ."-1 1"&. 6"-$4..&3 *+ . '.&3' $'. +.)*,1&$'. $'. /"'J /,'-1. $' �"&3,'3 $' * -,. +2' 1 '- 4/+31+-1 * -,- 6"3. +1,"- 0&, )"&33+,1

Q13' )34.'-1' $+-. *'&3. )0+.'. C
K- 34+*,14 1 /'11' +))3"/0' '.1 A'+&/"&) 13") *,. ,1+1,/' C K- 'L'1 1 /0+0&' /".)".+-1' $' �"&3,'3 3')34.'-1'&-' "-$' )*+-' $+-. * -'.)+/' 34'* 1 '1 *'. .13&/1&3'. 'L'/1,/'. '-1 "A .'3/4'. ."-1 ,..&'. $' * -,-1'3+/1,"-$' /'. .&*1,)*'. "-$'. C 6' /"-1'-1'3 $'. "&1,*. 1'*. 0&' *' .)'/13' $' )&,..+-/' 3'/ ,'-1 $' 6+,1 3 ,2-"3'3)&3'. '-1 '1 .,. )*'. '-1 *' )04-".G. ' $ -,-1'3643'-/' C D- )'&1 .' /"-/+,-/3' +,.4. '-1 $' * -,. )"31+-/'$'. )0+.'. '1 $' *'&3 /"-1'-& ,- 6"3. +1,"--'* 1 '- /"-.,$43+-1 * -'('. )*' )34.'-14 .&3 *+ E2&3' �� ��C5 C D-'(13+,1 $ -+A"3$ * -+.)*,1&$' '1 *+ )0+.' $ -&- )"313+,1 $' ;".')0 �"&3,'3 1 '- 0+&1 3 2+&/0' C D- /"-.13& ,1$ -+&13' )+31 &-' +. )*,1&$' .%-1041,0&' '- *", $' )&,..+-/' $"-1 * -'()".+-1 '.1 "A1'-& )+3 &- +S&.1'. '-1$& .)'/13' $' )&,..+-/' $' * -,. +2' $' $4)+31 C K-E- 1 &-' )0+.' .%-1041,0&' '.1 $4$&,1' $' *+ )0+.' "3,2 ,-+*')+3 &-' 3'$,.13,A&1,"- .)+1,+*' $'. /+*'&3. C �"1"-. 0&' /'11' 3'$,.13,A&1,"- .' 6+,1 '- +..&3+-1 * -,. )+3,14$' *+ /+31' $' )0+.' .%-1041,0&' 1 $' 6+W"- 3 /' 0&' *'. ,. +2'. 3'/"-.13& ,1'. .",'-1 34'**'. C � )+31,3 $' /'.$'&( +.)*,1&$'. '1 $' /'. $'&( )0+.'. 1 "- )'&1 $"-/ 3'/"-.13&,3' 0&+13' ,. +2'. 1 N+ O 1 NA O 1 N/O '1 N$ O C
, -,. +2' N+O 1 /"-.13&,1' 3 )+31,3 $' * -+. )*,1&$' '1 $' *+ )0+.' "3,2,-+*'. 1 - -'.1 +&13' 0&' * -,. +2' $' $4)+31 C
, -,. +2' NA O '.1 ,..&' $' *+ /".A ,-+,."- $' *+ )0+.' "3,2,-+*' '1 $' * -+. )*,1&$' .%-1041,0&' C D- 3'. +30&'
0&' *+ .13&/1&3' $' * -,. +2' "3,2 ,-+*' % '.1 13G. A ,'- /"-.'3/4' 1 0&' /' .",1 +&( 23+-$'. "& +&( )'1,1'.
4/0'**'. C , -,. +2' N/O 1 /"-.13& ,1' 3 )+31,3 $' * -+. )*,1&$' "3,2,-+*' '1 $' *+ )0+.' .%-1041,0&' 1 -' 3'1,'-1 '-3'/+-/0' 3,'- "& )3'.0&' $' *+ .13&/1&3' $' $4)+31 1 '1 '.1 3 )',-' $,.1,-2&+A *' $' * -,. +2' N$ O 1 *+0&'**' '.1'-1,G3'. '-1 .%-1041,0&' C
�� ���� �Z �! � "(�*�$ "$ &� " )#( ")Z!( ) * #��( )� &$ "$# �\�#$#
,+ /". )+3+,."- $'. ,. +2'. NA O '1 N/O ."&*,2-' * -,. )"31+-/' $' *+ )0+.' $+-. *+ /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'.$ -&-' ,. +2' C b *&. )34/,.4. '-1 1 / -'.1 *+ $,.13,A&1,"- .)+1,+*' $' *+ )0+.' 0&, .'.A *' /"-1'- ,3 * -'..'-1,'* $'* -,- 6"3. +1,"- 1 )&,.0&' A ,'- 0&' *'. /+*'&3. $' *+ /+31' $' )0+.' .%-1041,0&' .",'-1 .13,/1'. '-1 *'. .Q. '.
0&' /'**'. $' *+ /+31' $' )0+.' "3,2 ,-+*' 1 *'. ,. +2'. 3'/"-13&,1'. 3 )+31,3 $' *+ )3'. ,G3' "-1 ) '3$& 1"&1' *+.13&/1&3' $ -"3,2,-' C D- /",1 $ -+,**'&3. $'. .13&/1&3'. /"043'-1'. $+-. *+ /+31' $' )0+.' "3,2,-+*' 1 .13&/1&3'.
0&, ."-1 A ,'- '-1'-$& 4 *,. ,-4'. )+3 *+ 3'$,.13,A&1,"- C I -'.1 $"-/ $+-. *+ $,.13,A&1,"- .)+1,+*' $'. )0+.'.
0& -,* 6+&1 /0'3/0'3 *+ /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. 1 )*&1�1 0&' $+-. *+ $,.13,A&1,"- $'. /+*'&3. $' /'.)0+.'. C K- 6+,1 1 "- )'&1 /",3 .&3 *+ E2&3' �� ��C7 0&' * -0,.1"23+.. ' $'. )0+.'. $& )"313+,1 $' �"&3,'3'.1 13G. )3" /0' $ -&-' $,.13,A&1,"- &-,6"3. ' 1 '1 )+3 /"-.40&'-1 ,-$,.1,-2&+A *' $' * -0,.1"23+.. ' $'. )0+.'.$ -&- /0+.) A3"#-,'- 63+/1,"--+,3' C
, -,. )"31+-/' $' *+ $,.13,A&1,"- .)+1,+*' $'. )0+.'. )"&3 *+ /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. - -'.1 )+. .&3)3'2-+-1' *"3.0& -"- .' )*+/' 3 -"&/'+& $& )",-1 $' /&' $' *+ .&)'3)".,1,"- $ -"-$'. )*+-'. C K- &- )",-1

k
$'

* -'.)+/' $' �"&3,'3 1 *+ /". )".+-1'
F̂ (k) = A(k) exp [iφ(k)]

$"--' 1 $+-. * -'.)+/' 34'* 1 &-' "-$' )*+-' $'
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 � � ��'����)�+ �� � �)�% ����+ *� �� �� % & �'� ��+' �� '���*���� � ��+� )� �, �� ��' ��% �)����' '�+�
��% ��'�+���' �+ �*& �� �� ��, ��)�&� )���
 �" + �� � �*)�)��� �� � )'���)'��)�+ �
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�fgxe khpxplgqe �wgfv �hk�lpel thgorpkllgphe
ρ
(φ

)

φ φ	
� � �� ��C7 
 � )'��) � �)�+ ��' ������' ��' % & �'�' ��+' �� % �����)� �� ����)�� �� , ��*& �� �� ��+' �+ *& ��%
 ��(+)�+ � ��*�)�++�)�� �� � �� � ��)� �� �� ���)��� � �� ���)� �+ % �)+ �)� �� ��% ��'�+�� �� �)'��) � �)�+ �+)� ��� �
'�� [−π, π]

�

/'/1'&3 $ -"-$'
k
1 $"-1 * -+. )*,1&$' '.1

A(k)
'1 $"-1 *+ )0+.' 3 * -"3,2,-' $'. /""3$"--4'. '.1

φ(k)
C , -,. +2'

E-+*' 41+-1 *' 34.&*1+1 $' * -,-1'3643'-/' $' 1"&1'. /'. "-$'. 1 *'. 3'*+1,"-. '-13' *'. )0+.'. '- $'&( )",-1.
/",.,-. "-1 &-' ,.)"31+-/' '..'-1,'**' C K- 'L'1 1 '- &- )",-1

k′
)3" /0' $'

k
1 *'. )+3+.G13'. $' * -"-$'

N+. )*,1&$' 1 $,3'/1,"- 1 *"-2&'&3 $ -"-$' O ."-1 .'-.,A *'. '-1 *'. .Q. '. 0& -'-
k
1 3 * -'(/')1,"- $' *+ )0+.' 1*+0&'**' ) '&1 /+3,'3 A3&1+*'. '-1 1 /".. ' *' . "-13' *+ /+31' $' *+ )0+.' "3,2,-+*' .&3 *+ E2&3' �� ��C5C 6&,2

/+-1 +*"3. 0&' *+ $,L43'-/' $'. )0+.'.
φ(k)

'1
φ(k′)

'.1 ) *&1�1 )3" /0' $ -&- .&*1,)*' )+,3 "& ,. )+,3 $'
π
1*+ .13&/1&3' $+-. * -,. +2' E-+*' . -'- 13"&/'3+ 3'.) '/1,/'. '-1 6"31'. '-1 3'- 6"3/4' "& +& /"-13+,3' $413&,1' C

I".)+3+1,/'. '-1 1 * -'L'1 $'. "-$'. )*+-'. ,..&'. $' 342,"-. )*&. 4 *",2-4'. $' * -'.)+/' $' �"&3,'3 '.1 . ",-.$4)'-$+-1 $' *+ )0+.' 1 .",1 )+3/' 0&' *'. 4/0'**'. .)+1,+*'. $' /+3,+1,"- ."-1 13G. $,L43'-1'. 1 .",1 )+3/' 0&'*'. "3,'-1+1,"-. $'. .13&/1&3'. +.." /,4'. 3 /'. "-$'. $+-. * -'.)+/' 34'* -' ."-1 )+. /"043'-1'. C

�� ���X � )#( + "�!!$# "$# )*� "'!$*(# "$ �\�#$
�� ���X �� �*( " "!�( ) *
R* 3'.."31 $& )+3+23+)0' )34/4$'-1 0& -&-' /+3+/143,.+1,"- 'J /+/' $'. .13&/1&3'. $ -&-' ,. +2' $",1 )+..'3)+3 &-' 4/+*&+1,"- 0&+-1,1+1,/' $'. )3")3,414. $' /"043'-/' $' *+ )0+.' 1 )+3 '('. )*' +& 13+/'3. $' .'.,-/34. '-1.

∆φ(k; δ)
$4E-,. 1 )"&3 &- $4)*+/'. '-1 $"--4

δ
$+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1 )+3

∆φ(k; δ) = φ(k + δ) − φ(k) ' ∇kφ.δ
"#

∇k

'.1 * -") 43+1'&3 23+$,'-1 $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3
,+ $'3-,G3' 40&+1,"- - -41+-1 /+*+A *' 0&' )"&3 $'. )'1,1. $4)*+/'. '-1. 1 $+-. * -+))3"( ,. +1,"- *,-4+,3' C
I".. ' "- )'&1 *' /",3 .&3 *+ E2&3' �� ��C7 1 *+ )34.'-/' $' .13&/1&3' $+-. *+ /+31' $'. )0+.'. .' 3'13"&/'$+-. /'**'. $'. ,-/34. '-1. 1 '1 "- )'&1 '.) 43'3 0&' *'. $,.13,A&1,"-. $'. /+*'&3. $' /'. /+31'. $ -,-/34. '-1.-"&. 3'-.',2-'3"-1 .&3 *+ )34.'-/' $' .13&/1&3' $+-. * -,. +2' $' $4)+31 C I'11' )3")3,414 + 414 3'. +30&4')"&3 *+ )3'. ,G3' 6",. )+3 >6/0'33'3 �� ���1 5== 5? 1 )&,. 1"&1 34/'.. '-1 41&$,4' )+3 >I0,+-2 ` I"*'. 1 7888? 1$+-. *' /+$3' $' * -41&$' $& *��'���)+, 3 23+-$' 4/0'**' ."&. * -'L'1 $' *+ 23+/ ,14 C

�� ���X �Z ��# "$# �\�! �# Z" � *)$*# [ "��( ) **� )"$#
F +-. * -0%)"10G.' "# *'. /+*'&3. $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' -"&. 6"&3-,3+,'-1 &- 3'-.',2-'. '-1 .&3 *+ .13&/21&3' $ -&-' ,. +2' 1 *'. /0+.). A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. $'/3+,'-1 � *�+����)� Q13' $'. /0+. ). 1'.1. .+-..13&/1&3' 1 )&,.0&' *'&3. )0+.'. ."-1 1"1+*'. '-1 +*4+1",3'. '1 ,-$4)'-$+-1'. *'. &-'. $'. +&13'. C F +-. /'/+. .,. )*' 1 "- )'&1 /+*/&*'3 '()*,/,1'. '-1 *+ $,.13,A&1,"-

ρ(∆φ)
$'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 )&,.0& -,* . -+2,1
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�wgme khpxplgqe �lohsf elr �e vwgme v kjh
δ = ex

�lohsf elr �e vwgme vkjh
δ = ey

	
� � �� ��C7 
 	���� �� �� % & �'� ��), )+ ��� �� , ��*& �� �� % �����)� �� ����)�� �� *����' ��' )+*��� �+�' ��
% & �'� % ��� δ = ex

��� *�+���� ��
δ = ey

�� ���)��� � � �%% ���+' ��� ��' ��*����' ex

��
ey

'�+� ��' ��*����'
�+)��)��' ��' �� �' �� � ��'% �*� �� ����)�� �

$' * -+&1" /"334 *+1,"- $' *+ $,.13,A&1,"-
ρ0(φ)

$'. )0+.'. 1 0&, '.1 &-,6"3. ' 1

ρ(∆φ) =

∫∫

D∆φ

ρ0(φ1)ρ0(φ2)dφ1dφ2 =

∫
ρ0(φ1)ρ0(φ1 − ∆φ)dφ1 =

1

4π2
(2π − |∆φ|) +/'/

ρ0(φ) =
1

2π
.

F +-. /'11' 40&+1,"- 1
D∆φ

$4.,2-' *' $". +,-' $'
[−π, π]2

$4E-, )+3
φ1 − φ2 = ∆φ

C I'11' 6"3. ' '.1/') '-$+-1 $4E-,' .&3 * -,-1'3/+**'
[−2π, 2π]

1 /' 0&, '.1 ,-/". )+1,A *' +/'/ *' 6+,1 0&' *'. ,-/34. '-1. $' )0+.'."-1 $4E-,. 3
2π

)3G. C T ,-., 1 ., * -,- /34. '-1
∆φ

'.1 /". )3,. '-13' −2π
'1 −π

1 ,* $",1 Q13' 3'. )*+/4 )+3."- /"33'.)"-$+-1
∆φ + 2π

C @4/,)3"0&'. '-1 1 . -,* '.1 /". )3,. '-13'
π

'1
2π

1 ,* $",1 Q13' 3'. )*+/4 )+3."- /"33'.)"-$+-1
∆φ − 2π

1 .&,/+-1 *' ./04. + $' *+ E2&3' �� ��CB C b+3 /"-.40&'-1 1 *+ $,.13,A&1,"- 34'**'

� � � � �
� � � � �
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� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

� � � � � � � � �	 	 	 	 	 	 	 	 	


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


ππ −π−π−2π 2π

ρ(∆φ)ρ(∆φ)

1
2π

1
2π

∆φ∆φ

	
� � �� ��CB 
 �� �+��� ��)'��)�+� �� �� �)'��) � �)�+ ��' )+*��� �+�' �� % & �'� � ��+  ��(+)�+ � ��*�)�++�)���

$'. ,-/34. '-1. $' )0+.' )"&3 &- /0+.) A3"#-,'- 63+/1,"--+,3' '.1 &-,6"3. ' '-13' −π
'1

π
1 '1 '.1 $"-/,$'-1,0&' 3 *+ $,.13,A&1,"- $'. )0+.'. '**'.2. Q. ' 1 0&'* 0&' .",1 *' $4)*+/'. '-1

δ
C D- )'&1 *' /43,E'3'() 43,. '-1+*'. '-1 1 .&3 *+ E2&3' �� ��CM 1 0&, )34.'-1' *'. 0,.1"23+.. '. $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' $ -&-/0+. ) A 3"#-,'- 63+/1,"--+,3' )"&3

δ = ex

'1
δ = ey

C D- /",1 0&' /'. $,.13,A&1,"-. ."-1 &-,6"3. '. 1 /".. '*' .&2243+,1 *' /+*/&* )34/4$'-1 C
�� ���X �� ��# " /!*$ )!�+$ �"'#$*(�*( "$ &� #( "!�(!"$
6 , * -,. +2' /"-.,$434' )34.'-1' $'. .13&/1&3'. 1 "- )'&1 . -+11'-$3' 1 $& 6+,1 0&' *'. /+*'&3. $' *+ )0+.''- $'. )",-1. /",.,-. ."-1 /"334 *4'. 1 3 "A1'-,3 &-' $,.13,A&1,"- -"- &-,6"3. ' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' C
D- &1,*,.' /".. ' ,. +2' 1'.1 *+ $'-.,14 $' /"*"--' $ -&-' .,.&*+1,"- $' 1&3A&*'-/' /".)3'..,A *' "A1'-&'
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δ = ex δ = ey

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ	
� � �� ��CM 
 � )'��, ���� �' ��' )+*��� �+�' �� % & �'� � ��+  ��(+)�+ � ��*�)�++�)��
512 × 512

�

)+3 >b"31'3 �� ���1 5==B? 1 3')34.'-14' .&3 *+ E2&3' �� ��C^ C D- % /",1 $'. .13&/1&3'. E *+. '-1'&.'. +..':23"..,G3'. 1 . +,. 0&, - -"-1 )+. $' .,2-+1&3' $+-. *+ $,.13,A&1,"- $'. /+*'&3. $'. )0+.'. 1 42+*'. '-1 3')34.'-14'.&3 *+ E2&3' �� ��C^ C I'/, - -'.1 )+. 41"--+-1 1 41+-1 $"--4 *' /+. $& )"313+,1 $' �"&3,'3 1 *'0&'* 1 A ,'- 0&')34.'-1+-1 &-' 23+-$' 0&+-1,14 $' .13&/1&3'. 1 )"..4$+,1 &-' $,.13,A&1,"- $'. )0+.'. &-,6"3. ' N/",3 *+
E2&3' �� ��C7O C ,+ )34.'-/' $' .13&/1&3' + '- 3'/+-/0' &- 'L'1 .&3 *'. )3")3,414. .1+1,.1,0&'. $'. ,-/34. '-1.$' )0+.' 1 /".. ' "- )'&1 . -'- /"-/+,-/3' '- /"-.,$43+-1 *+ $'&( ,G. ' *,2-' $' *+ .Q. ' E2&3' �� ��C^ C D- %
/",1 *'. 0,.1"23+.. '. $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' /"33'.)"-$+-1 +&( /+. $'. $4)*+/'. '-1.

δ = ex

'1
δ = ey

C
,'&3 4/+31 3 * -&-,6"3. ,14 '.1 �+23+-1 1 '1 '.1 )*&. . +30&4 $+-. *' /+.

δ = ex

1 /' 0& -"- +&3+,1 1'-$+-/'
3 ,-1'3)341'3 /".. ' *+ .,2-+1&3' $ -&-' +-,."13"),' $' * -,. +2' C D- % 3'/ ,'-$3+ $+-. *+ .&,1' 1 +)3G. +/",3,-13"$&,1 *' /"-/')1 $ -'-13") ,' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 0&, ) '3. '1 $' 0&+-1,E'3 *+ -"-2&-,6"3. ,14 $' /'.$,.13,A&1,"-. C
�� ���� �*( " � )$ "$# )*� "'!$*(# "$ �\�#$ $( ]!�*( )(' "$ #( "!�(!"$
�� ���� �� �*( " "!�( ) *
,' /"-/')1 $ -'-13"),' $' )0+.' + 414 ,-13"$&,1 )+3 >b"*%2,+--+< ,. ` P "&..+. 1 5==M? $+-. *' /+$3' $' * -41&$'$'. /+3,+1,"-. $& /0+.) . +2-41,0&' $+-. *'. )*+.. +. /".41+,3'. '1 *' /'-1 ."*+,3' C R* + )+3 *+ .&,1' 41434&1,*,.4 1 )+3 >I0,+-2 ` I"*'. 1 7888? '-13' +&13'. +&1'&3. 1 )"&3 41&$,'3 *'. )3")3,414. $' 6"3. +1,"- $'.23+-$'. .13&/1&3'. $' * -�-,/'3. C 6"- ,-143Q1 )3,-/,)+* 1 '- /' 0&, /"-/'3-' *+ /+3+/143,.+1,"- $' *+ )34.'-/'$' .13&/1&3' $+-. &-' ,. +2' 1 34.,$' $+-. .'. )3")3,414. .,. )*'. / ,.232/ ,. $'. 13+-.6"3. +1,"-. /"&3+-1'. 1/".. ' "- *' /'33+ ) *&. *",- C K- )+31,/&*,'3 1 / -'.1 &-' . '.&3' 2*"A+*' .&3 *+ $,.13,A&1,"- $'. ,-/34. '-1. $')0+.' 1 /"-13+,3'. '-1 +&( . ". '-1. $' *+ $,.13,A&1,"- 1 0&, $4)'-$'-1 '()*,/,1'. '-1 $& /'-13' $' )0+.' C K-)3+1,0&' 1 "- $4E-,1 * -'-13"),' S(δ)

+.." /,4' 3 &-' $,.13,A&1,"- $ -,- /34. '-1. $' )0+.'
ρ[∆φ(k; δ)]

)+3

S(δ) = −
∫ π

−π

ρ(∆φ) ln [ρ(∆φ)]d∆φ.
N�MO

I'11' $4E-,1,"- '.1 /'**' $' * -'-13"),' $ -,- 6"3. +1,"- $' *+ $'-.,14 $' )3"A+A ,*,14 $ -&-' /+3,+A *' +*4+1",3'/"-1,-&' 1 $"-1 *' $". +,-' $' /+3,+1,"- '.1 ,/, *,. ,14 3
[−π, π]

C K- )+31,/& *,'3 1 $+-. *' /+. $'. /0+. ).
A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. 1 "- + 1

S(δ) = −
∫ π

−π

1

2π
ln

(
1

2π

)
d∆φ = ln (2π) = S0.

�&+-1 +&( $,.13,A&1,"-. -"- &-,6"3. '. 1 *'. )3")3,414. /*+..,0&'. $' * -'-13") ,' A ,'- /"--&'. '- )0%.,0&'.1+1,.1,0&' )'3. '11'-1 $ -+J 3. '3 0&' * -'-13"),' S(δ)
$ -&-' $,.13,A&1,"- $ -,-/34. '-1. $' )0+.' '.1 ,- 643,'&3'"& 42+*' 3 S0

1 0&'* 0&' .",1 *' $4)*+/'. '-1
δ
C D- )'&1 $"-/ ,-13"$&,3' &- -".A3' Q(δ)

)".,1,6 1 $4E-, )+3
Q(δ) = S0 − S(δ)

1 0&, /+3+/143,.'3+ $ -&-' /'31+,-' 6+W"- *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' )34.'-1' $+-. * -,. +2' 1)"&3 &- $4)*+/'. '-1
δ

$"--4 C
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δ = ex δ = ey

� elmprs �e okqklle
� pmrkxhgffe �em vwgmem

� pmrkxhgffe �em plohsf elrm �e vwgme � pmrkxhgffe �em plohsf elrm �e vwgme

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ

φ

ρ
(φ

)

	
� � �� ��C^ 
 � �+')�� �� *� ��++� � ��+� ')�� ���)�+ �� ��� � ��+*� *��% ��'') ��
5123 ��+ & �� � � , ��*& �� ��

& )'��, ���� � �� '�' % & �'�' ��+ & �� � � ���)��� �� �� ���� )+*��� �+�' �� % & �'� ��+  �'� �

�� ���� �Z � " �")'('# "�*# &$# ( "�*#[ "!�( ) *# # )! � &$#
b"&3 0&' * -'-13"),' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' .",1 &- /"-/')1 /43,1+A *'. '-1 ") 43+1,"--'* 1 ,* 6+&1 0& -'**' .'/". )"31' $' . +-,G3' .,. )*' *"3.0& -"- 6+,1 .&A ,3 3 * -,. +2' 41&$,4' $'. 13+-.6"3. +1,"-. 4 *4. '-1+,3'. 1 1'**'.
0&' 13+-.*+1,"-. 1 3"1+1,"-. '1 .%.413,'. C
���
� ��� ��

6",1 $"-/

F (r)
&-' ,. +2' $"-1 "- ."&0+,1' 41&$,'3 *+ .13&/1&3' C D- -"1' S(δ)

* -'-13") ,' $' .'. ,-/34. '-1.$' )0+.' )"&3 &- $4)*+/'. '-1
δ

$"--4 1 '1 "- ,-13"$&,1 &-' 13+-.*+1,"-
Tr0

$' /'/1'&3
r0

13+-.6"3. +-1
F'-

F ′
1 $' ."31' 0&'

F ′(r) = F (r − r0)
C ,+ 13+-.6"3.4' $' �"&3,'3 $'

F ′
'.1 +*"3.

F̂ ′(k) =

∫∫
F ′(r) exp (−2iπk.r)d2r =

∫∫
F (r′) exp [−2iπk.(r′ + r0)]d

2r′ = F̂ (k) exp [−2iπk.r0].

,+ )0+.'
φ′

$'
F ′

'.1 $"-/ *,4' 3 *+ )0+.'
φ

$'
F

)+3
φ′(k) = φ(k) − 2πk.r0

1 /' 0&, $"--' 1 )"&3 *'.,-/34. '-1. $' )0+.'
∆φ

'1
∆φ′

1 *+ 3'*+1,"-
∆φ′(k; δ) = ∆φ(k; δ) − 2πδ.r0,

N�^O
"# * -'L'1 $' *+ 13+-.*+1,"- 1 /"-13+,3'. '-1 +& /+. $'. )0+.'. 1 '.1 /'11'26",. /, ,-$4)'-$+-1 $& /'/1'&3$ -"-$'

k
C @'. +30&"-. 0&' *+ 6"3.&*' )34/4$'-1' $",1 Q13' /"33,24' )"&3 1'-,3 /". )1' $' *+ )43,"$,/,14$'. ,-/34. '-1. $' )0+.' C D- + $"-/ &-' 13+-.*+1,"- 2*"A+*' $' *+ $,.13,A&1,"- $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 '1* -'-13"),' S(δ)

'.1 )+3 /"-.40&'-1 ,-/+3,+-1' $+-. &-' 13+-.*+1,"- $' * -,. +2' 1
F ′ = Tr0

(F ) ⇒ S′(δ) = S(δ) .
N�aO
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�	�� �� ����� ���

D- /43,E' -&.43,0&'. '-1 /'11' )3")3,414 1 /".. ' ,-$,0&4 .&3 *+ E2&3' �� ��Ca C
�������

D- ,-13"$&,1 &-' 3"1+1,"-

Rθ

1 /'-134' .&3 * -"3,2 ,-'
O

$'. /""3$"--4'. '1 $ -+-2*'
θ
1 0&, 13+-.6"3. ' * -,. +2'

F
'-

F ′
1'**' 0&'

F ′(r) = {Rθ[F ]}(r) = F [R−1
θ (r)]

1 $' ."31' 0&' $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1

F̂ ′(k) =

∫∫
F [R−1

θ (r)] exp (−2iπk.r)d2r =

∫∫
F (r′) exp [−2iπk.Rθ(r

′)]d2r′ = F̂ [R−1
θ (k)],

S = 1, 8272884 S = 1, 8272756

S = 1, 8272736 S = 1, 8272736

(a)

(c)

(b)

(d)

ρ
(∆

φ
)

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ	
� � �� ��Ca 
 � � ��'����)�+ ��' �� ��' ��' ���+'� ��� ��)�+' ���� �+��)��' � �� " ,��� ��� ��% ��'�+�� � �& )'���
, ���� � ��' )+ *��� �+�' �� % & �'� �� �� ��+')�� �� *���++� �� �� " ,��� �� ��C^ 
 % ��� δ = ex − ey


 ��
*�+'�)��� �� ��� ���+*�� �� " ,��� � � ��% ��'�+�� � �& )'��, ���� � ��' )+*��� �+�' �� % & �'�
 % ��� �� � �� � ���
% ��*�� �+�

δ

 � ��+� )� �, � � ��+�� % �� ���+'���)�+ �� ��*���� 100ex

� �+ ��� ����� ��� � �& )'��, ���� � �'�
��% ��*� �+  ��*
 '�+' ���)" *��)�+ '�+') �� �� '� � ��� �� ��' " ,���' �*� �� ��� *����'% �+��+� ���+� � �� ��'
��'% �*�)��� �+� ��� *�' � ��+� �����)�+ � ��+, ��

π/2

 �� � ��+� '�� ���)� % �� ��%% ��� � � ��� � Ox


 �� *� % ���
�+ ��% ��*�� �+�

δ = ex + ey

��+' ��' ���� *�' � ��' & )'��, ���� �' '�+� '�+') ��� �+� )��+�)���' � *��� ) ��
��� ���+*�
 *��� � �� % ����)� �� �& ���)�� ��' �+���% )�' *����'% �+��+��' '�+� )+�)����' ��+' �� *�)+ )+� ��)���
, ��*& � �� *& ���� " ,��� �� '�+� ��� ��' �, ���'
 �

10−5 % ��' �

'- &1,*,.+-1 *' 6+,1 0&' *' ;+/"A ,'- $ -&-' 3"1+1,"- '.1 42+* 3 51 +,-., 0&' *+ 3'*+1,"-
k.Rθ(r

′) = r′.R−1
θ (k)

C
R* . -'-.&,1 0&' *'. )0+.'. $' * -,. +2' '1 $' .+ 13+-.6"3.4' )+3 3"1+1,"- ."-1 *,4'. )+3

φ′(k) = φ[R−1
θ (k)]

'1*'. ,-/34. '-1. $' )0+.' )+3
∆φ′(k; δ) = φ′(k + δ) − φ′(k) = φ[R−1

θ (k + δ)] − φ[R−1
θ (k)] = ∆φ[R−1

θ (k); R−1
θ (δ)].

D- '- /"-/*&1 0&' * -'-13"),' S′(δ)
$' * -,. +2' 13+-.6"3.4' '.1 3'*,4' 3 * -'-13"),' S(δ)

"3,2 ,-+*' 1

F ′ = Rθ(F ) ⇒ S′(δ) = S[R−1
θ (δ)] ,

N��O
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/ -'.1232$,3' 0&' *+ /+31' S′(δ)
.' $4$&,1 $' S(δ)

)+3 *+ 3"1+1,"-
Rθ

C �-' /43,E/+1,"- -&.43,0&' 3+),$' $'/'11' 42+*,14 '.1 )34.'-14' .&3 *+ E2&3' �� ��Ca C
�������

D- /"-.,$G3' ,/, &-' .%.413,'

S∆
)+3 3+))"31 3 &- +('

∆
)+..+-1 )+3

O
C ,+ 13+-.6"3.4'

F ′
$' * -,. +2' $'$4)+31

F
'.1 $4E-,' )+3

F ′(r) = {S∆[F ]}(r) = F [S∆(r)]
1 $ -"# *+ 3'*+1,"- $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1

F̂ ′(k) =

∫∫
F [S∆(r)] exp (−2iπk.r)d2r =

∫∫
F (r′) exp [−2iπS∆(k).r′]d2r′ = F̂ [S∆(k)]

'- &1,*,.+-1 *' 6+,1 0&' *' ;+/"A ,'- $ -&-' .%.413,' '.1 42+* 3 −1
1 0&' *+ .%.413,'

S∆
'.1 ."- )3")3' ,-/'3.' 1'1 0&'

k.S∆(r′) = S∆(k).r′
C ,'. )0+.'.

φ
'1

φ′
."-1 +*"3. 3'*,4'. )+3

φ′(k) = φ [S∆(k)]
'1 *'. ,-/34. '-1.$' )0+.' )+3

∆φ′(k; δ) = φ′(k + δ) − φ′(k) = φ[S∆(k + δ)] − φ[S∆(k)] = ∆φ[S∆(k); S∆(δ)].

F ' *+ .Q. ' . +-,G3' 0&' $+-. *' /+. $'. 3"1+1,"-. 1 "- '- $4$&,1 0&' * -'-13"),' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.'$' *+ 13+-.6"3.4' $'
F

$+-. &-' .%.413,'
S∆

'.1 *+ 13+-.6"3.4' 1 )+3 /'11' .%.413,' 1 $' * -'-13"),' $'.,-/34. '-1. $' )0+.' $'
F
1 .",1

F ′ = S∆(F ) ⇒ S′(δ) = S[S∆(δ)] .
N�=O

D- )3")".' &-' /43,E/+1,"- -&.43,0&' $' /'11' )3")3,414 .&3 *+ E2&3' �� ��Ca C
��
� �����
�
R* +))+3+H1 $"-/ 0&' *+ /+31' $ -'-13"),' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' S(δ)

1 '- 1+-1 0&' 6"-/1,"- $& $4)*+/'. '-1
A ,$,. '-.,"--'*

δ
1 )"..G$' $'. )3")3,414. .,.)*'. / ,.232/ ,. $'. 13+-.6"3. +1,"-. 24".413,0&'. 4 *4. '-1+,3'.

0& -"- )'&1 +))*,0&'3 3 * -,. +2' /"-.,$434' 1 '1 0&' /'. )3")3,414. . -,-1'3)3G1'-1 A ,'- '- 1'3. '. $' /"-.'32
/+1,"- $'. -"1,"-. ,-1&,1,/'. $' 0&+-1,14 $' .13&/1&3' '1 $ -+-,."13"),' $' * -,. +2' C b *&. )34/,.4. '-1 1 "-/". )3'-$ 0&' *+ .13&/1&3' )34.'-1' $+-. &-' ,. +2' '.1 ,-/+3,+-1' +& /"&3. $ -&-' 13+-.*+1,"- 1 '1 0& -,*'- /+ $' .Q. ' $' * -+-,."13"),' 1 )&,.0&' 1 )+3 '('.)*' 1 &- E *+. '-1 '.1 $4)*+/4 )+3+**G *'. '-1 3 *& ,2. Q. ' C
F +-. &-' 3"1+1,"- "& &-' .%.413,' 1 *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' '.1 42+*'. '-1 /"-.'3/4' 1 . +,. *'. $,3'/1,"-./+3+/143,.1,0&'. $' * -+-,."13"),' ."-1 . "$,E4'. /"- 6"3.4. '-1 3 *+ 13+-.6"3. +1,"- +))*,0&4' C �-' . '.&3') '31,-'-1' $' *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' )34.'-1' $+-. &-' ,. +2' '1 $' ."- +-,."13"),' .' $",1 $"-/ $' 6"32
. +*,.'3 /'. )3")3,414. $' .%.413,' C I -'.1 *' /+. $' *+ /+31' $ -'-13") ,' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 /".. ' *'
. "-13'-1 *'. 40&+1,"-. N�aO 1 N��O '1 N�=O C
�� ���� � )� Z)&)(' "$ &� !'(\ "$ $*( " � )] !$ � !" &� "'($�( ) * "$ #( "!�(!"$
�� ���� �� � )#$ $* ' )"$*�$ "$#  �")�( ) *# " /\)#( + "�!!$#
, -'(+. '- +11'-1,6 $'. '('. )*'. $' *+ E2&3' �� ��Ca . "-13' 0&' *'. 0,.1"23+.. '. ."-1 13G. *42G3'. '-1
. "$,E4. )+3 *'. 13+-.6"3. +1,"-. +))*,0&4'. 3 * -,. +2' 1 +*"3. 0&' *'. /+*/& *. )34/4$'-1. .&22G3'-1 0&' *'.$,.13,A&1,"-. )+3'-1'. ."-1 ,$'-1,0&'. C F' .Q. ' 1 *'. '-13"),'. /"33'.)"-$+-1'. $,LG3'-1 *'. &-'. $'. +&13'. 1*'. /+3,+1,"-. 41+-1 $' * -"3$3' $'

10−5 C I'. $,L43'-/'. ) '&/'-1 .' /". )3'-$3' 3 )+31,3 $' *+ .410"$' $'/+*/&* -&.43,0&' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' C K- 3+,."- $' *+ E-,1&$' $' * -'.)+/' $' �"&3,'3 +//'..,A *' 1 ,* '.1-4/'..+,3' '- 'L'1 1 )"&3 /+*/& *'3 * -,- /34. '-1
∆φ(k; δ)

1 $' .' 3'.13',-$3' 3 &- ."&.2'-.'.A *' "# *'. )0+.'.
φ(k+δ)

'1
φ(k)

."-1 1"&1'. $'&( $4E-,'. C I' ."&.2'-.'.A *' $4)'-$+-1 $& $4)*+/'. '-1
δ
1 *'. 0,.1"23+.. '.

N/O '1 N$ O $,LG3'-1 -4/'..+,3'. '-1 0&'*0&' )'& $' * -0,.1"23+.. ' $' 34643'-/' C F -+&13' )+31 1 $+-. *' /+.$' *+ 13+-.*+1,"- 1 * -40&+1,"- N�^O . "-13' 0&' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' /". )14. $+-. *+ .Q. ' /'**& *' $+-.* -0,.1"23+.. ' /"33'.)"-$+-1 3 * -,. +2' $ -"3,2,-' 1 )'&/'-1 Q13' .4)+34. $+-. *' /+. $' * -,. +2' 13+-.*+14' 1/".. ' "- *' 3')34.'-1' ./04. +1,0&'. '-1 .&3 *+ E2&3' �� ��C� C ,'. 0,.1"23+.. '. /"33'.)"-$+-1 +&( $'&(,. +2'. ."-1 $"-/ '- 24-43+* *42G3'. '-1 $,L43'-1.V 1
c�kffe kl qe lkre el qsxel�e �e qg &xjhe �� � �z� u pqm mklr p�elrpijem mp

−2πδ.r0

emr jl fjqrpvqe �e qg rgpqqe �e qg oeqqjqe z
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∆φ1

∆φ2

∆φ′

1

∆φ′

2

−2πδ.r0

	
� � �� ��C� 
 � ��)" *��)�+ ��' & )'��, ���� �' ��' )+*��� �+�' �� % & �'�
∆φ(k; δ)

'��' � ��� �� �� �� ���+'���)�+
Tr0

� �� ���+�)�� −2πδ.r0
+ ����+� � % �)��) % �' �+ �� ��)% �� �� �� ��)� �� �� �� *�� �� ��
 ��' )+*��� �+�'

∆φ1
��

∆φ2
'�+� '�% ���' % �� �� ���+'���)�+ �

R* +))+3+H1 $"-/ -4/'..+,3' $' . -,-1'33"2'3 .&3 *+ )34/,.,"- $& /+*/&* $' * -'-13"),' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.''- 6"-/1,"- $'. )+3+.G13'. )3,-/,)+&( 0&' ."-1 *+ 1+,**' $' * -,. +2' '1 * -4/0+-1,**"--+2' $'. 0,.1"23+.. '. C
K- )+31,/&*,'3 1 )&,.0&' * -+A .'-/' $' .13&/1&3' .' /+3+/143,.' 104"3,0&'. '-1 )+3 &-' '-13"),' . +( ,. +*'
S0 = ln (2π)

1 ,* . -+2,1 $' .+/",3 0&'* '.1 *' .'&,* $' *+ 0&+-1,14 Q(δ)
)'3. '11+-1 $ -+J 3. '3 0& -&-' ,. +2')"..G$' 'L'/1,/'. '-1 $' *+ .13&/1&3' C

�� ���� �Z �#( )!�( ) * �*� &0( )]!$
����� ��
 � ���� �� �
� ���

��
,'. /+3,+1,"-. $'. 0,.1"23+.. '. ,**&.134'. .&3 *+ E2&3' �� ��Ca .' 13+$&,.'-1 -+1&3'**'. '-1 )+3 $'. /+3,+1,"-.$' * -'-13"),' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 0& -"- + $4S 3 -"14'. .&3 *+ .Q. ' E2&3' �� ��Ca C � 1+-1 $"--4 0&' *'.
/+3,+1,"-. $'. 0,.1"23+.. '. ."-1 6+,A *'. 1 "- )'&1 $ -+,**'&3. /+*/&*'3 '()*,/,1'. '-1 *+ /+3,+1,"- $' * -'-13"),' C
D- /"-.,$G3' )"&3 /'*+ &-' ,. +2'

F
/". )"31+-1

N0
),('*. 1 *+ /+31' $' )0+.'

φ(k)
$' * -,. +2' 41+-1 +*"3.$' .Q. ' 1+,**' C ,+ /+31' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.'

∆φ(k; δ)
'.1 '- 3'/+-/0' )*&. ) '1,1' 1 $ -+)3G. *+ 3'. +30&'

6+,1' +& )+3+23+)0' )34/4$'-1 C D- -"1'
N < N0

*' -".A3' $ -,-/34. '-1. $' )0+.' )3,. '- /". )1' 1 *'0&'*$4)'-$ $' *+ /+*'&3 $& $4)*+/'. '-1
δ
C D- /0",.,1 +*"3. &- 4/0+-1,**"--+2' /+3+/143,.4 )+3 &- -".A3' $'/'**& *'.

n
1 $' ."31' 0&' *+ /'**& *'

i
/"-1,'--' &- -".A 3'

Ni

$ -,-/34. '-1. $' )0+.' C ,' /+*/&* $' * -'-13") ,'.' 6+,1 '- 13+-.6"3. +-1 N�MO '- .".. ' $,./3G1' 1

S = −
∫ π

−π

ρ(∆φ) ln [ρ(∆φ)]d∆φ ≈ −
n∑

i=1

hi ln (hi)
2π

n
= −

n∑

i=1

Ni

N
ln

(
nNi

2πN

)
,

N=8O
"#

hi = Ni/N
'.1 *+ /+*'&3 $' * -0,.1"23+.. ' )"&3 *+

i�� � /'**& *' C ,"3.0&' *'. /+*'&3. $'. 0,.1"23+.. '.
/+3,'-1 $'

δhi

1 * -'-13"),' /+3,' $ -&-' 0&+-1,14
δS 0& -"- /+*/& *' '()*,/,1'. '-1 .'*"-

δS =
2π

n

n∑

i=1

[hi ln (hi) − (hi + δhi) ln (hi + δhi)] =
2π

n

n∑

i=1

δSi,

"#
δSi = hi ln (hi) − (hi + δhi) ln (hi + δhi)

)'&1 Q13' 344/3,1 '- &1,*,.+-1 *+ )3")3,414 $& *"2+3,10. ' 1

δSi = −(hi + δhi) ln

(
1 +

δhi

hi

)
− δhi ln (hi) = −δhi ln (hi) − (hi + δhi)

∑

p>0

(−1)p

p + 1

(
δhi

hi

)p+1

,

'- 6+,.+-1 +))'* +& $4/'*"))'. '-1 $'
ln (1 + x)

'- .43,' '-1,G3' C F+-. * -")1,0&' $' $"--'3 &- "3$3' $ -,$4'$' * -,-1'3/+**' $'. /+*'&3. $ -'-13"),' )"&3 *'0&'* ,* '.1 3+,."--+A *' $' /"-/*&3' 3 * -+A .'-/' $' .13&/1&3' 1 "-.' )*+/' $+-. *' /+. "# * -0,.1"23+.. ' $' 34643'-/' '.1 &-,6"3. ' 1 .",1
hi = 1/(2π)

C T *"3. 1

δSi = δhi ln (2π) − 1

2π
(1 + 2πδhi)

∑

p>0

(−1)p

p + 1
(2πδhi)

p+1
,
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0& -"- )'&1 34"32+-,.'3 )"&3 "A1'-,3 E-+*'. '-1 *+ /+3,+1,"- $' * -'-13") ,' ."&. *+ 6"3. '

δS =
2π

n
[ln (2π) − 1]

n∑

i=1

δhi −
1

n

∑

q>2

(−1)q

q(q − 1)

n∑

i=1

(2πδhi)
q
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∫
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n = 500
C I'/, .&22G3' 0&' $+-. /'. /+. )34/,. 1 *+ )3"A+A ,*,14

P(Ωε)
- -'.1 )*&.-42*,2'+A *' C ,' )3'. ,'3 1'3. ' $' *+ . +S"3+1,"- N=7O

P (Ωε) 6 n

[
1 − Erf

(√
N

2(n − 1)
ε

)]
= M(n, N, ε)
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)'3$+-1 $' 1"&1'. *'. . +-,G3'. .+ ) '31,-'-/' $G. 0&'
n

'.1 13") 23+-$ "& 0&'
N

'.1 13") )'1,1 1 )&,.0&'*' . +S"3+-1
M(n, N, ε)

$'/ ,'-1 .&)43,'&3 3 5C D- . "-13' $ -+,**'&3. .&3 *+ E2&3' �� ��C551 )"&3
ε = 0, 1

1 *+/"&3A'
M(n, N, ε) = 1

$+-. * -'.)+/' $'. )+3+.G13'.
(n, Nl)

C D- - -'.1 )+. .&3)3,. $' /",3 0&' *'. /+*'&3. $'/'11' /"&3A ' )"&3
n = 50

1
n = 200

'1
n = 500

/"33'.)"-$'-1 , ��''� � ��� +&( )",-1. 1 .&3 *+ E2&3' �� ��C58 1"# *'. 4/+*&+1,"-. -&.43,0&'. 3'S",2-'-1 *'. /"&3A '. $& ==
�� � )'3/'-1,*' C

I'. '.1,. +1,"-. ) '3. '11'-1 $' /"-/*&3' 0&+-1 3 *+ )34.'-/' $' .13&/1&3' $+-. &-' ,. +2' )"&3 &- $42)*+/'. '-1
δ

$"--4 C � 1,13' $ -'('. )*' 1 "- /"-.,$G3' *+ $'-.,14 $' /"*"--' ,**&.134' .&3 *+ E2&3' �� ��C^ 1$"-1 "- /+*/&*' *'. 0&+-1,14. $' .13&/1&3' Q(ex)
'1 Q(ey)

)"&3
n = 50

C D- 13"&/' Q(ex) = 9, 79.10−3'1 Q(ey) = 1, 27.10−3 1 /' 0&, '.1 M 3 M8 6",. ) *&. 23+-$ 0&' *'. /+*'&3. /"33'.)"-$+-1'. )"&3 $'. /0+. ).
A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. $' .Q. ' 1+,**' C

Q

κ	
� � �� ��C57 
 � �� �� �)�+ �� �� ���+�)�� �� '���*���� Q �+ � �+*�)�+ �� % ���� ����
κ

*���*���)'�+� �� +�+ �
�+)� ��� )�� �� �� �)'��) � �)�+ �� ��+ � )'�' � � �+' �� �)� )�� ��

κ → 0

 Q �'� % ��% ���)�++�� �� �

κ2 �

�� ���� � )#( ")Z!( ) * "$   * � )#$#
�� ���� �� � )#( + "�!!$# "$# )*� "'!$*(# "$ �\�#$
, -'-13"),' S $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' '1 *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' +.." /,4' Q .'.A *'-1 $"-/ )'3. '113' $'$41'3. ,-'3 ., &-' ,. +2' )34.'-1' $' *+ .13&/1&3' 1 3 )+31,3 $' *+ .'&*' ,- 6"3. +1,"- $'. )0+.'. 1 )&,.0&'*'. /+*'&3. $' Q 13"&/4'. )"&3 &- /0+. ) A3"#-,'- 63+/1,"--+,3' ."-1 1%) ,0&'. '-1 $' * -"3$3' $'

10−4 1+*"3. 0&' )"&3 &-' ,. +2' 1'**' 0&' /'**' $' *+ $'-.,14 $' /"*"--' $' *+ E2&3' �� ��C^ 1 *+ 0&+-1,14 $'.13&/1&3' '.1 $ -'-/ ,3"-
10−2 1 '1 ) '&1 . "-1'3 1 )"&3 $'. ,. +2'. 13G. .13&/1&34'. /".. ' *' )"313+,1 $'

�"&3,'3 NE2&3' �� ��C5O 1 S&.0& -3 $'. /+*'&3. $'
0, 1

"& )*&. 1 .",1 588 3 5888 6",. )*&. 4 *'/4'. 0&' )"&3 $'.,. +2'. � .+-. .13&/1&3'� C
R* +))+3+H1 /')'-$+-1 0&' * -'-13") ,' '1 *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' -' ."-1 '- 34+*,14 0&' $'. . "%'-. $'/+3+/143,.'3 .,.)*'. '-1 *+ -"-2&-,6"3. ,14 $'. $,.13,A&1,"-. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' 1 '1 0&' /' ."-1 /'.$'3- ,G3'. 0&, /"-1,'--'-1 '- $4E-,1,/' * -,- 6"3. +1,"- .13&/1&3'**' $'. ,. +2'. 41&$,4'. C K- 'L'1 1 1"&1'. *'.)3")3,414. .,. )*'. $' * -'-13") ,' $+-. *'. 13+-.6"3. +1,"-. 24".413,0&'. $' *+ .'/1,"- �� ��C� C� ."-1 6"-$4'..&3 *'. )3")3,414. $'. $,.13,A&1,"-. $ -,- /34. '-1. $' )0+.' '**'.2. Q. '. C D 3 "- /",1 1 )+3 '('. )*' .&3 *+
E2&3' �� ��C57 1 0&' *'. 0,.1"23+.. '. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' 41&$,4. )34.'-1'-1 1"&. &-' 6"3. ' .,. ,*+,3' 1+/'/ &-' '1 &-' .'&*' "./,**+1,"- $' 23+-$' *"-2&'&3 $ -"-$' C R* .'.A *' $"-/ )3"A+A *' 0&' /'11' 6"3. '24-43+*' $' *+ $,.13,A&1,"- $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' .",1 ,-$4)'-$+-1' $& )3" /'..&. )+31,/&*,'3 3 * -"3,2 ,-'$' *+ .13&/1&3+1,"- $'. ,. +2'. C T ,-., 1 *'. .,.&*+1,"-. $' *+ 6"3. +1,"- $'. 23+-$'. .13&/1&3'. $' * -&-,/'3.."&. * -'L'1 $' *+ 23+/ ,14 N/",3 )+3 '('.)*' >2+11. �� ���1 7887?O $"--'-1 $'. $,.13,A&1,"-. $ -,-/34. '-1.$' )0+.' $' .Q. ' 6"3. ' 0&' *'. .,.&*+1,"-. $' 1&3A&*'-/' /". )3'..,A *' $' >b"31'3 �� ���1 5==B? C I".. '* -,-$,0&' >2+11. �� ���1 7887? 1 /'. $,.13,A&1,"-. ."-1 $ -+,**'&3. 13G. )3" /0'. $' $,.13,A&1,"-. $' /"- P ,.'. 1$"--4'. )+3 *+ 6"3. ' .&,/+-1' 1 $4)'-$+-1 $' $'&( )+3+.G13'.

κ
'1

µ
1

ρ(∆φ) =
1

2πI0(κ)
exp [−κ cos (∆φ − µ)],
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"#
I0

'.1 *+ 6"-/1,"- $' 3'..'* . "$,E4' $' )3'. ,G3' '.) G/' '1 $ -"3$3' :43" C ,' )+3+.G13'
µ

/"33'.)"-$
3 * -,-/34. '-1 $' )0+.' *' . ",- . 3')34.'-14 1 )"&3 *'0&'* *+ $,.13,A&1,"-

ρ(∆φ)
'.1 $"-/ . ,- ,. +*' C �&+-1+& )+3+.G13'

κ
1 ,* /"-13� *' * -4/+31 3 * -&-,6"3. ,14 C D- /",1 1 .&3 *'. +S&.1'. '-1. $' *+ E2&3' �� ��C57 1 0&'/'*&,2/, '.1 $' * -"3$3' $' 0&'*0&'. $,( ,G. '. )"&3 &-' ,. +2' .13&/1&34' C

δ = ex

δ = ey

ρ
(∆

φ
)

ρ
(∆

φ
)

∆φ	
� � �� ��C5B 
 �� �, � '�+�& ��)��� ������ % ��'�+��+� �+ � ��� ��, �� � ��+)'����% )� �� , ��*& �� �� & )'��, ���� �'
��' )+*��� �+�' �� % & �'� �''�*)�' �

δ = ex

��+ & �� � � ���)��� ��
δ = ey

��+  �' � ���)��� � ��' ���+�)��' ��
'���*���� *����'% �+��+��' '�+� ��'% �*�)��� �+� Q(ex) = 0, 0922

�� Q(ey) = 0, 116
�

�� ���� �Z �� &�!& "$ &� ]!�*( )(' "$ #( "!�(!"$ �## � )'$
b&,.0&' *+ $,.13,A&1,"- $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' ) '&1 Q13' +))3" /04' )+3 &-' $,.13,A&1,"- $' /"- P ,.'. 1 *')+3+.G13'

κ
/"-13� *+-1 *+ -"- 2&-,6"3. ,14 $' /'11' $,.13,A&1,"- $",1 )"&/",3 Q13' 3'*,4 3 * -'-13"),' '1 3 *+

0&+-1,14 $' .13&/1&3' +.."/,4'. +&( ,-/34. '-1. $' )0+.' C K- 'L'1 1 '- &1,*,.+-1 * -40&+1,"- N�MO

S(δ) =

∫ π

−π

ρ(∆φ) {ln [2πI0(κ)] + κ cos (∆φ − µ)}d∆φ.

K 1+-1 $"--4' * -,-/+3,+-/' 13+-.*+1,"--'**' $' * -'-13"),' 1 "- )'&1 .&))".'3 0&'
µ = 0

1 .",1

S(δ) = ln [2πI0(κ)] +
1

2πI0(κ)

∫ π

−π

κ exp [−κ cos (∆φ)] cos (∆φ)d∆φ.

D 3 1 *+ 6"-/1,"- $' 3'..'* . "$,E4' $' )3'. ,G3' '.)G/' '1 $ -"3$3'
n

'.1 >TA3+. "# ,1: ` 61'2&- 1 5=^B?

In(x) =
1

π

∫ π

0

exp [x cos (θ)] cos (nθ)dθ
$ -"# S(δ) = ln [2πI0(κ)] + κ

I1(−κ)

I0(κ)
.

F ' *3 1 "- $4$&,1 *+ 6"3. ' $' *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' '- 6"-/1,"- $& )+3+.G13'
κ
1

Q(δ) = κ
I1(κ)

I0(κ)
− ln [I0(κ)]

41+-1 $"--4 0&'
I1

'.1 &-' 6"-/1,"- ,. )+,3'
.

I'11' 40&+1,"- 1 1"&1 /".. ' *'. )34/4$'-1'. 1 1,'-1 ,. )*,/,1'. '-1 /". )1' $& 6+,1 0&' *' )+3+.G13'
κ

$4)'-$$' * -0,.1"23+.. ' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 '1 $"-/ $& $4)*+/'. '-1
δ
C ,+ E2&3' �� ��C57 . "-13' * -4/"*&1,"-$' Q +/'/

κ
C ,+ 1+-2'-1' 0"3,:"-1+*' )"&3

κ → 0
.&22G3' 0&' /' $'3-,'3 )+3+.G13' )"&33+,1 ) '3. '113' &-'

. ',**'&3' $41'3. ,-+1,"- $' *+ )34.'-/' "& -"- $' .13&/1&3' $+-. $'. ,. +2'. 2*"A+*'. '-1 )'& .13&/1&34'. C
I')'-$+-1 1 $+-. *' /+. $ -,. +2'. )'& .13&/1&34'. 1 ,* '.1 $,J /,*' $ -"A1'-,3 &- +S&.1'. '-1 $'. 0,.1"23+.. '.$'. ,-/34. '-1. $' )0+.' )+3 &-' $,.13,A&1,"- $' /"- P ,.'. 1 /+3 *'. /+3,+1,"-. $' 6+,A *' +. )*,1&$' '1$' 23+-$' *"-2&'&3 $ -"-$' ."-1 +*"3. -"%4'. $+-. *'. �&/1&+1,"-. $' * -0,.1"23+.. ' C b+3 /"-.40&'-1 1 *+$41'3. ,-+1,"- $' *+ )34.'-/' "& -"- $' .13&/1&3' $+-. &-' 1'**' ,. +2' .' 6'3+ )*&1�1 )+3 *+ 0&+-1,14 Q C
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δ

δ = ex δ = 2ex δ = 3ex

δ = ey δ = 2ey δ = 3ey

ρ
(∆

φ
)

ρ
(∆

φ
)

∆φ ∆φ ∆φ	
� � �� ��C5M 
 � )'��, ���� �' ��' )+*��� �+�' �� % & �'� *����'% �+��+� � �� ��+')�� �� *���++� �� �� " �
,��� �� ��C^ �� � ')� ��*����' ��% ��*�� �+�' *��)+��)��' � � ��+ ��' ���� ��*����' �+)��)��' ex

��
ey

�

�� ���� �  &!( ) * "$ &� ]!�*( )(' "$ #( "!�(!"$ � $�
δ

;&.0& -3 )34.'-1 1 -"&. +/"-. /"-.,$434 *'. ,-/34. '-1. $' )0+.' '- -"&. E(+-1 1 $' . +-,G3' /". )*G1'. '-1+3A ,13+,3' 1 &- /'/1'&3 $4)*+/'. '-1
δ

$+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 C D- + -4+-. ",-. )& -"1'3 1 )+3 '('. )*' .&3*+ E2&3' �� ��C^ 1 0&' *'. 0,.1"23+.. '. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' 1 '1 )+3 /"-.40&'-1 *'. 0&+-1,14. $' .13&/1&3'+.." /,4'. Q 1 )"&/+,'-1 Q13' 13G. $,L43'-1. .&,/+-1 *' /0",( $' /' /'/1'&3 C
D- '.1 1'-14 $ -,-1'3)341'3 /'11' )3")3,414 '- 1'3. '. $ -"3,'-1+1,"- )34643'-1,'**' $& 23+$,'-1 $' *+ )0+.' C
D 3 ,* '.1 )"..,A *' $' /+*/&*'3 '() *,/,1'. '-1 *+ /+*'&3 . "%'--' $' /' /'/1'&3 '- 3'. +30&+-1 0&'

E {∇kφ} = E {∆φx}ex + E {∆φy}ey,
+/'/

∆φi

*'. ,-/34. '-1. $' )0+.' +.." /,4. 3
δ = ei.

,'. . "%'--'. $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' /"33'.)"-$+-1 3 /0+/&- $'. $'&( /'/1'&3. $' *+ A+.' /+-"-,0&' $'* -'.)+/' $' �"&3,'3 ."-1 *,4'. +&( /"'J /,'-1.
µ

"A1'-&. )+3 +S&.1'. '-1 $' $,.13,A&1,"- $' /"- P ,.'. C b *&.)34/,.4. '-1 1 "- + 1 $' . +-,G3' 24-43+*' 1 *+ 3'*+1,"-
E {∆φ} = µ ± π

1 *+ /+*'&3 '(+/1' 41+-1 /'**' 1".A+-1$+-. * -,-1'3/+**' $' $4E-,1,"-
[−π, π]

C b+3 /"-.40&'-1 1 * -"3,'-1+1,"- . "%'--' $& /'/1'&3
∇φ

- -'.1 )+. &-'
. '.&3' 2*"A+*' .&3 *'. 0,.1"23+.. '. 1 '1 '**' ) '&1 )+3 '('.)*' /+3,'3 *"3.0&' * -"- 13+-.*+1' * -,. +2' $'$4)+31 1 .+-. 0&' *'. +. )*,1&$'. $'. "./,**+1,"-. /0+-2'-1 )"&3 +&1+-1 C
b'&12"- +*"3. 3'*,'3 *'. $,L43'-/'. 2*"A+*'.$ "A .'3/4'. 1 )+3 '('. )*' .&3 *+ E2&3' �� ��C^ 1 3 &-' "3,'-1+1,"-)34643'-1,'**' $'. .13&/1&3'. $+-. * -'.)+/' ,. +2' 4 T)3G. 1"&1 1 / -'.1 /'11' )3")3,414 0&, -"&. ,-143'..'$,3'/1'. '-1 1 )*&1�1 0&' * -"3,'-1+1,"- . "%'--' $& 23+$,'-1 $'. )0+.'. C T&13'. '-1 $,1 1 ,* . -+2,1 $ -41+A *,3., *+ /+3,+1,"- $'. "./,**+1,"-. $'. 0,.1"23+.. '. '- 6"-/1,"- $' * -"3,'-1+1,"- $& /'/1'&3

δ
13+$&,1 &-'+-,."13"),' $' * -,. +2' C P +*0'&3'&.'. '-1 1 ,* -' .'.A *' )+. 1 � % ��� )��� ���1 0&' /'11' 3'*+1,"- .",1 .,. )*' C

K- 'L'1 1 /".. ' *' . "-13' *+ E2&3' �� ��C5B 1 "- )'&1 +/",3 &-' ,. +2' )34.'-1+-1 &-' 6"31' +- ,."13"),'.+-. 0&' /'**'2/, -' .' 34)'3/&1' .&3 *'. 0,.1"23+.. '. $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' 1 )&,.0& -"- "A .'3/' $'.$,.13,A&1,"-. .'-.,A *'. '-1 ,$'-1,0&'. )"&3
δ = ex

'1
δ = ey

C � * -,-/'3.' 1 *+ E2&3' �� ��C^ . "-13' $'.0,.1"23+.. '. 13G. $,L43'-1. 1 +*"3. 0& -"- - -"A .'3/' )+. $ -+-,."13"),' 4/ ,$'-1' C 6 -,* '.1 -4+-. ",-. ) '3. ,.$' .&))".'3 0& -,* '( ,.1' 'L'/1,/'. '-1 &-' 3'*+1,"- '-13' 1 $ -&-' )+31 1 *+ /+3,+1,"- $'. 0,.1"23+.. '. $'.,-/34. '-1. $' )0+.' +/'/ * -"3,'-1+1,"- $& /'/1'&3 $4)*+/'. '-1
δ

'1 1 $ -+&13' )+31 1 * -+-,."13"),' $' * -,. +2'
41&$,4' 1 '**' '.1 13") /". )*'(' )"&3 )"&/",3 Q13' '()*",14' $+-. *' /+$3' $' /' 13+/+,* C

%�l rehf em �e ijglrprs �e mrhjorjhe
Q
kj �e oke� opelr

κ
z
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F +-. *' .Q. ' "3$3' $ -,$4'. 1 "- )'&1 . -,-1'33"2'3 .&3 * -4/"*&1,"- $'. 0,.1"23+.. '. $ -,-/34. '-1. $' )0+.'*"3.0&' *+ -"3. ' $& /'/1'&3
δ
/+3,' C ,+ E2&3' �� ��C5M . "-13' /' 0& -"- "A1,'-1 +*"3. 1 '- /"-.,$43+-11"&S"&3. *+ $'-.,14 $' /"*"--' $' *+ E2&3' �� ��C^ /".. ' ,. +2' . "$G *' C ,"3.0&' *' /'/1'&3 $4)*+/'. '-1'.1 /"*,-4+,3' 3

ex

1 "- "A .'3/' 0&' *'. "./,**+1,"-. ."-1 $' . ",-. '- . ",-. . +30&4'. +& 6&3 '1 3 . '.&3' 0&'*'. ,-/34. '-1. $' )0+.' /"-.,$434. ."-1 )3,. '-13' $'&( )",-1. $' )*&. '- )*&. $,.1+-1. C I'/, .&22G3' 0&'*+ /"334 *+1,"- .)+1,+*' $'. )0+.'. $,.)+3+H1 +..': 3+),$'. '-1 *"3.0&' |δ| +&2. '-1' C I')'-$+-1 1 *"3.0& -"-/"-.,$G3' *+ .'/"-$' $,3'/1,"- $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1 "- /"-.1+1' 0&' * -"./,**+1,"- $' * -0,.1"23+.. ' '.1)*&. 6"31' $+-. *' /+.
δ = 3ey

0&' $+-. *' /+.
δ = eyR* .'.A *' $ -+,**'&3. 0&' *'. )0+.'. $' /'11' ,. +2' . "$G *' .",'-1 /"334 *4'. .&3 $'. $,.1+-/'. )*& . 23+-$' 0&'*'. 13",. ),('*. '()*"34. .&3 *+ E2&3' �� ��C5M C K- 'L'1 1 )+31+-1 $' *+ $'-.,14 $' /"*"--' $' *+ E2&3' �� ��C^ 1*' /+*/& * $'. 0 ,.1"23+.. '. /"33'.)"-$+-1 +&( /'/1'&3. $4)*+/'. '-1

δ = δxex + δyey

1 +/'/ |δx| 6 12
'1

|δy| 6 12
1 )'3. '1 $ -41+A *,3 &-' /+31' $' Q(δ)

1 /".. ' *' . "-13' *+ E2&3' �� ��C5^ C ,' 13+/4 $'. /+*'&3.$' *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3' '- 6"-/1,"- $' *+ $,.1+-/' 3 * -"3,2,-' 1 42+*'. '-1 . "-134 .&3 *+ E2&3' �� ��C5^ 1/". )+34 +& /+. $ -&- /0+. ) A3"#-,'- 63+/1,"--+,3' $' 1+,**' M 57 × M57 1 )'3. '1 $ -'.1,. '3 0&' *'. )0+.'. $'*+ $'-.,14 $' /"*"--' ."-1 /"334 *4'. .&3 )*&. $' 0&,-:' ),('*. 1 )&,.0&' *'. /+*'&3. $' *+ 0&+-1,14 $' .13&/1&3'$+-. *' /+. $' *+ $'-.,14 $' /"*"--' 3'.1'-1 1"&S"&3. -'11'. '-1 .&) 43,'&3'. 3 /'**'. "A1'-&'. )"&3 *' /0+.)
A3"#-,'- 63+/1,"--+,3'� C �"1"-. 0&' ., * -"- /0'3/0' 3 +S&.1'3 &-' 6"3. ' '()"-'-1,'**' +& . ,*,'& $' /'.)",-1. 1 "- 13"&/' &-' *"-2&'&3 $' /"334 *+1,"- $' * -"3$3' $' 7 17 ),('*. 1 . +,. +/'/ &-' /+*'&3 +.%. )1"1,0&'$ -'-/ ,3"-

6.10−4 1 .",1 $'&( 3 13",. 6",. .&)43,'&3' +&( /+*'&3. +.." /,4'. +&( A3"#-,'-. 63+/1,"--+,3'. C D-
/+ /",3 $+-. *+ .'/1,"- .& ,/+-1' 0&' /'11' 3'. +30&' + ."- ,. )"31+-/' 0&+-1 ,* . -+2,3+ $' $41'3. ,-'3 *+)34.'-/' $' .13&/1&3' $+-. $'. ,. +2'. E *134'. )+3 &- ,-1'3643".G13' C

�ghre �e
Q(δ)

Q
(δ

)

|δ|	
� � �� ��C5^ 
 	���� ��' ���+�)��' �� '���*���� �''�*)��' ��� & )'��, ���� �' ��' )+*��� �+�' �� % & �'� ��
�� ��+')�� �� *� ��++� �� �� " ,��� �� ��C^ 
 % ��� δ = δxex + δyey

���* |δx| 6 12
�� |δy| 6 12

�� , ��*& �� ��
��� �� �)�+ �� Q ���* �� +��� � ��

δ
�� ���)��� � ��' % )� ��' �� �� *���� �+� ��� , ��'')' � ��+ � �*���� �)� % ���

� �*)�)��� �� ��*����
 �� '�+� � ��� ��+� % ��' '��  ��' ��� �� ���+�)�� �� '���*���� �'� % ��' , ��+��� ��� �� " ,���
�� ���)��
 ��' *��)� *����'% �+��+� �� *�' �� �� ��+')�� �� *���++� �� ��' ��'�+, �' � *��� ) � ��+  ��(+)�+
� ��*�)�++�)�� �� � �� � ��)� ���

�� ���� � )&( "�+$ )*($ "[' " !'( ")]!$
�� ���� �� ��$(# �(($*"!#
D- + /& +& /0+),13' �� � 0&' *' E *13+2' )+3 &- ,-1'3643".G13' )"&/+,1 $423+$'3 -"1+A *'. '-1 *'. $,.13,A&1,"-.$' A3,**+-/' "A .'3/4'. 1 '- 3+,."- $ -&-' )+31 $& E *13+2' $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1 '1 $ -+&13' )+31 $' * -'L'1$& *"A' $ -+-1'--' C D- .' )*+W+,1 +*"3. $+-. *' /+$3' $ -&-' /+3+/143,.+1,"- $'. .13&/1&3'. )+3 *'. .'&*'.

��erre s�kqjrpkl �e qg okhhsqgrpkl �sv el� � � 

�

 �e q npf gxe oklmp�shse z �q le tgjr �klo vgm �klleh ) qg �gqejh ljf shpijerhkj�se pop jle mpxlp&ogrpkl rhkv pfvkhrglre z
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� � �� ��C5a 
 �� �, �' '���' *�+'��� )��' � % ���)� �� �� ��+')�� �� *���++� �� �� " ,��� �� ��C^ �+ � �)�)'�+� ��'
���� *�+" ,����)�+' ��' % ��' *��% �*��' �� �� " ,��� �� CB � �� ��)� �� �� ���� �� �� � '�+�& ��)'� �'� )+�)����
�+  �' � , ��*& � �� *& ���� '��'�" ,����

D 3 1 *+ . '.&3' $'. / ,.,A ,*,14. $"--' 42+*'. '-1 +//G. 1 '- 104"3,' $& . ",-. 1 +&( )0+.'. $' *+ $,.13,A&1,"-$' A3,**+-/' C R* '.1 $"-/ *"2,0&' $' /0'3/0'3 3 '()*",1'3 /'11' ,- 6"3. +1,"- /". )*4. '-1+,3' 1 )+3 '('.)*''- +))*,0&+-1 *'. .410"$'. $4/3,1'. $+-. /' /0+),13' C �&' )'&12"- +*"3. $,3' � % �)��) $'. ,-/34. '-1. $')0+.' $'. ,. +2'. .+*'. "A1'-&'. '- ."31,' $& .,.&*+1'&3 $4/3,1 +& /0+),13' �� 4 , -'L'1 $& *"A ' )3,. +,3' 1"- * -+ $4S 3 ."& *,2-4 1 .' 13+$&,1 )+3 &-' /"-/"*&1,"- $+-. * -'.)+/' $' �"&3,'3 1 +/'/ &- -"%+& $"-1 *+ 1+,**''.1 ,-/'3.'. '-1 )3")"31,"--'**' +& 3+))"31 '-13' *+ 1+,**' $' * -,. +2' '1 /'**' $& *"A ' C K- .&))".+-1 0&'*'. +. )*,1&$'. $'. /". )".+-1'. $' �"&3,'3 -' /+3,'-1 )3'.0&' )+. .&3 &-' $,.1+-/' $' * -"3$3' $' *+ 1+,**'$& -"%+& � 1 I'11' /"-/"*&1,"- 3'/ ,'-1 , ��''� � ��� 3 6+,3' &-' . "%'--' *" /+*' $'. /". )*'('.
exp (iφ)

1$"-1 ,* - -'.1 )+. 13,/ ,+* $' $41'3. ,-'3 *+ )0+.' C b+3 /"-.40&'-1 1 ., * -"- )'&1 ,. +2,-'3 0&' *'. ,-/34. '-1.$' )0+.' /"33'.)"-$+-1 3 $'. /'/1'&3. $4)*+/'. '-1
δ

$' -"3. ' ,- 643,'&3' 3 *+ 1+,**' $& -"%+& .'3"-1
6"31'. '-1 . "$,E4. )+3 * -'L'1 $& *"A' $ -+-1'--' 1 ,* - -'.1 )+. )"&3 +&1+-1 +..&34 0&' *'. ,-/34. '-1. $' )0+.'/"33'.)"-$+-1 3 $'. $4)*+/'. '-1. )*&. ,. )"31+-1. .",'-1 '- 3'/+-/0' )'& +*1434. 1 )&,.0&' *'. /+*'&3. $'.)0+.'. '**'.2. Q. '. ."-1 $,J /,*'. 3 4/+*&'3 C
, -'L'1 $& E *13+2' '- �"&3,'3 1 .+-. +114-&+1,"- )+3 *' *"A ' )3,. +,3' '1 '- * -+A .'-/' $' A3&,1 1 '.1 )*&. .,. )*'

�� nemr�)�� phe qe f kplm g� eors vgh qe & qrhgxe plrehtshkf srhpije z
��e ij nkl v ejr okloe�kph mp qe qk� e vhpf gphe okj�he jle xhgl�e vghrpe �e q npf gxe z
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3 /". )3'-$3' 1 '- )+31+-1 $& 6+,1 0&' *'. .'&*'. )0+.'. +//'..,A *'. ."-1 /'**'. /"33'.)"-$+-1 +&( )",-1.'L'/1,/'. '-1 . '.&34. C I' 0&, .&22G3' 0&' *'. ,-/34. '-1. $' )0+.' $"-1 "- $,.)".' )"&3 /"-.13& ,3' *'.0,.1"23+.. '. ."-1 A '+&/"&) . ",-. -".A 3'&( 0&' $+-. *' /+. $'. ,. +2'. -"- E *134'. 1 $ -+&1+-1 0& -&-,-/34. '-1 $' )0+.'
∆φ(k; δ)

-' )'&1 Q13' /"-.,$434 0&' ., *'. $'&( )0+.'.
φ(k)

'1
φ(k + δ)

."-1 /"--&'. 1$ -"# &-' *,. ,1+1,"- � .&3 *+ -"3. ' . +( ,. +*' $'
δ
C D- $,.)".' $"-/ $' A'+&/"&) . ",-. $' )",-1. )"&3/"-.13&,3' *'. 0 ,.1"23+.. '. C D 3 1 /".. ' * -+ . "-134 *+ E2&3' �� ��C58 1 /'11' $,. ,-&1,"- $& -".A3' $')",-1. +&2. '-1' /"-.,$43+A *'. '-1 *' A 3&,1 .&3 *'. 0,.1"23+.. '. 1 ., * -"- -' $,. ,-&' )+. 42+*'. '-1 *'-".A3' $' /'**& *'. $ -4/0+-1,**"--+2' C 6"&. /'11' $'3-,G3' /"-$,1,"- 1 "- )'&1 '- 3'/+-/0' '.) 43'3 0&' *+

6"3. ' 2*"A+*' $' * -0,.1"23+.. ' .",1 /"-.'3/4' C

�fgxe fk��qe

�kl&xjhgrpkl � �kl&xjhgrpkl �

��
�
�
�
��
�
�
�
�
�	

�

�
�
�
�
�
���
�
�
�
�
	

�

	
� � �� ��C5� 
 � )'��, ���� �' � �)+ *��� �+�' �� % & �'� *����'% �+��+� ��� )� �, �' '���' *�+'��� )��' � % ���)�
�� �� ��+')�� �� *���++� �� �� " ,��� �� ��C^ �+ � �)�)'�+� ��' *�+" ,����)�+' )+'���� �+����' � �� � 
 �� �+�
� �+*�)�+ �� % �)�' �+)� ��� �� �+ % ��'�+�� ��' ���� *�'
 ���* �� '�+' ����+���)�+ % �� �� �� � % �)� �)��
 �)+')
��� � �& )'��, ���� � ��' )+*��� �+�' �� % & �'� % ��� �� �)'��) � �)�+ ��  �)� ��+ *� ������� �� ��*���� ��% ��*�� �+�
� �)�)'� �'�

δ = ex

�

�� ���� �Z ���" �\$ *!!' ")] !$
K- /' 0&, /"-/'3-' * -+))3" /0' -&.43,0&' 1 "- /"-.13&,1 *'. ,. +2'. .+*'. +.." /,4'. +&( /"-E2&3+1,"-. � '1 K$' *+ E2&3' �� CB 1 3 )+31,3 $' *+ $'-.,14 $' /"*"--' $' *+ E2&3' �� ��C^ 1 '- .' $"--+-1 &-' 1+,**' $' ) ,('* $'
8 15� 1 .",1 *' $"&A *' $' *+ 1+,**' &1,*,.4' +& /0+),13' �� �1 $' 6+W"- 3 /"-/,*,'3 *' 6+,1 0&' * -"- $,.)".' $ -&-'$,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' . "$G *' $' 1+,**'

512×512
1 '1 -"- )*&.

1024×1024
1 +/'/ &- *"A ' )3,. +,3' /"&/3+-1*+ .Q. ' 63+/1,"- $& /0+.) $' /&'� C ,+ E2&3' �� ��C5a . "-13' +,-., *'. 0&+13' ,. +2'. .+*'. "A1'-&'. 1 .'*"-*+ /"-E2&3+1,"- '1 *+ 6"-/1,"- $' )",$. &1,*,.4'. C

,'. /+31'. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' /"-1,'--'-1 +*"3. &- -".A3' 3'.13',-1 $' )",-1. /+*+A *'. 1 $ -+)3G. /' 0&,+ 414 $,1 )*&. 0+&1 C b+3 '('. )*' 1 )"&3
δ = ex

1 +& *,'& $' $,.)".'3 $' 7^ 5^77 )",-1.� 1 "- - -'- + 0&' 5B78)"&3 *+ /"-E2&3+1,"- � '1 77B )"&3 *+ /"-E2&3+1,"- K C D- /+*/&*' $"-/ *'&3. 0,.1"23+.. '. .&3 58 /'**& *'.$ -4/0+-1,**"--+2' +& *,'& $' M8 1 /' 0&, )'3. '1 $' *,. ,1'3 *' A 3&,1 C ,+ E2&3' �� ��C5� . "-13' /'31+,- . $'.34.&*1+1. "A1'-&. 1 $+-. *' /+. "# *' /'/1'&3 $4)*+/'. '-1 '.1 S&.1'. '-1
δ = ex

C
�� pf prgrpkl vej oklrhgpxlglre u vjpmij nkl l npf gxple vgm el� pmgxeh �em �eorejhm �svqgoef elr �e lkhf e vqjm xhgl�e ijeq nemvgoef elr f g� pf gq elrhe �ej� � pmp� pqprsm z
��l vhel� rkjy kjhm jle k�meh�grpkl el fk�e �	�� ����u qg vkmpr pkl �e qg mkjhoe srglr

h = −5◦
er

δ = −23◦
z

��khhemv kl�glr gj vhk�jpr � ��
×

� ��



��� �� ���� � 
������
 �
�
 ��� ���������


,+ 6"3. ' $' * -0,.1"23+.. ' '.1 2*"A+*'. '-1 /"-.'3/4' *"3.0& -"- /"-.,$G3' * -,. +2' .+*' /"-.13&,1' '- &1,*,.+-1*+ /"-E2&3+1,"- *+ )*&. /". )+/1' 1 '1 '- -' )3'-+-1 )+. '- /".)1' * -+114-&+1,"- )+3 *' *"A ' )3,. +,3' C I -'.1'-/"3' +))3"( ,. +1,/'. '-1 /3+, $+-. *' /+. $' *+ /"-E2&3+1,"- K 1 A ,'- 0&' /' .",1 . ",-. /*+,3 C K- 3'/+-/0' 1$G. 0&' * -'L'1 $& *"A ' )3,. +,3' '.1 ,-/*&. $+-. *+ .,.&*+1,"- 1 *'. 0,.1"23+.. '. ."-1 /". )*G1'. '-1 $46"3.4. 1+/'/ &- ),/ 13G. . +30&4 +& /",.,-+2' $' ±π
C
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� � �� ��C5= 
 � �� � *& �'� ��� % ��� �� " ,��� �� ��C5� 
 ���* *���� � �)' �+ ��*���� ��% ��*�� �+�
δ = 6ex

�

TE- $' 1'.1'3 . -,* '.1 )"..,A *' $' 3'.4$,'3 3 /' )3"A *G. ' '- &1,*,.+-1 $'. /'/1'&3. $4)*+/'. '-1 $' )*&.23+-$' -"3. ' V� 1 "- . "-13' 1 .&3 *+ E2&3' �� ��C5= 1 *'. 0 ,.1"23+.. '. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' /"-.13&,1.$+-. *'. .Q. '. /+. 0&' /'&( /"-.,$434. .&3 *+ E2&3' �� ��C5� 1 . +,. )"&3
δ = 6ex

1 .+/0+-1 0&' *+ 1+,**'/+3+/143,.1,0&' $& -"%+& $' /"-/"*&1,"- . '-1,"--4 )*& . 0+&1 '.1 $ -'-/ ,3"- 7 ),('*. 1 )&,.0&' *' *"A ' )3,. +,3'+ &-' 1+,**' $' * -"3$3' $& . ",1,4 $' /'**' $' * -,. +2' C D- /"-.1+1' 0&' *+ 6"3. ' 2*"A+*' $'. 0,.1"23+.. '.'.1 '- 'L'1 /"-.'3/4' $+-. *' /+. $' *+ /"-E2&3+1,"- � 1 . +,. )+. $+-. *' /+. $' *+ /"-E2&3+1,"- K C R*.'.A *' 0& -,* 6+,**' +113,A&'3 /'1 'L'1 +& . +-0&' $' )",-1. $' . '.&3' $'. ,-/34. '-1. $' )0+.' $+-. /'11'/"-E2&3+1,"- C I"-/'3-+-1 * -'L'1 $& *"A' )3,. +,3' 1 "- /",1 0&' /'*&,2/, '.1 . ,- ,. ' )&,.0&' *'. 0,.1"23+.. '.."-1 2*"A+*'. '-1 ,-/0+-24. *"3.0& -"- +))*,0&' * -+114-&+1,"- C R* 6+&1 /') '-$+-1 )3'-$3' /'. 34.&*1+1. +/'/)3&$'-/' 1 41+-1 $"--4 *' A3&,1 .1+1,.1,0&' C
�� ���� �� � *� &!# ) *# ( "1# �"  )# )"$#
K- /"-/*&.,"- 1 ,* .'.A *' 3+,."--+A *' $ -+J 3. '3 0& -41+-1 $"--4' &-' $,.13,A&1,"- $' A3,**+-/' "A .'3/4' +&13+/'3. $' * -,-1'3643".G13' 1 ., /'**'2/, )34.'-1' &-' /'31+,-' 0&+-1,14 $' .13&/1&3' VV '1 ., 1 /".. ' )"&3*+ $'-.,14 $' /"*"--' $' *+ E2&3' �� ��C^ 1 /'11' .13&/1&3' '.1 $4/'*+A *' 1 .&3 * -,. +2' $' $4)+31 1 )"&3 $'.$4)*+/'. '-1.

δ
)*&. 23+-$. 0&' *+ 1+,**' $& -"%+& $' /"-/"*&1,"- +.." /,4 +& *"A' $ -+-1'--' 1 +*"3. "-)"&33+ $41'/1'3 /'11' .13&/1&3' $+-. *'. 0,.1"23+.. '. $ -,-/34. '-1. $' )0+.' $'. ,. +2'. .+*'. 1 3 /"-$,1,"-$' $,.)".'3 $ -&- .&J .+.. '-1 23+-$ -".A3' $' ),('*. $' . '.&3'.V� C �+&1' $' 1'. ). 1 * -41&$' +))3"6"-$,'$'. /"-$,1,"-. )3+1,0&'. ) '3. '11+-1 $' 3'13"&/'3 &-' 0&+-1,14 $' .13&/1&3' 3 )+31,3 $'. ,. +2'. .+*'. - -+

. +*0'&3'&.'. '-1 )+. )& Q13' . '-4' 3 1'3. ' $+-. *' /+$3' $' /' 13+/+,* C D- 3'1,'-$3+ /') '-$+-1 0&' *+

.410"$' $4/3,1' $+-. /' /0+),13' - -'- '.1 $' 1"&1'. *'. 6+W"-. 0& -3 .'. A+*A&1,'. '-1. 1 '1 0&' A ,'- 0&' /'.)3'. ,'3. 34.&*1+1. .",'-1 )3". '11'&3. 1 ,* 6+&$3+ /'31+,-'. '-1 6"&3- ,3 '-/"3' $' -".A3'&( 'L"31. +/+-1 $'
c�� nemr�)�� phe vqjm xhgl�e ije qg rgpqqe �j lk�gj �e okl�kqjrpkl gmmk ops gj qk� e � nglrelle zcc�j melm �em plohsf elrm �e vwgme srj� psm �glm oe owgvprhe zc��e ijp mjxx�he �e � pf pljeh qg rgpqqe �em vp�eqm �glm q nemvgoe �e �kjhpeh u el vhelglr xgh�e ) qg rgpqqe �j lk�gj �e okl�kqjrpkler ) qg okfvqsrj�e �e qg okj�ehrjhe

(u, v)
z
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