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| - Durée de vie d'une étoile

1. On rappelle que I’équation d’équilibre hydrostatique d’une colonne de matiere de section
dS, entre les rayons r et r 4+ dr, sous 'action de la force gravitationnelle et des forces de
pression s’écrit
dpP
dr r2
avec M (r) la masse située a lintérieur de la sphere de rayon r (théoréme de Gauss), P(r)
la pression et p(r) la masse volumique.
En ordre de grandeur, cette relation donne

P, M,p.  M? M?

D’autre part, comme on suppose que l’étoile est constituée d’un gaz parfait d’hydrogene
atomique, la relation des gaz parfaits donne

P.R? ~ N, kT, ~ M, kT,
my

Par suite
@ P*RE GmH M*
kM, k R,

Cela revient & écrire, pour une particule, I’équipartition entre ’énergie thermique kT, et
Pénergie gravitationnelle GM,mp /R,. Pour le Soleil, on a numériquement

T, ~

M2 2 (210%0)* 1
Py~ G—=2 ~ 210710 ~ 10'8 ~ 10" P
© RE — 3 X (7108~ 3x73 &
et
Gmug My 2 10 5. o 1 210% 20x5 :
Ty~ —HH 20 2 210 ~ 108~ 210" K
©~ Tk R, 3 3 “ /5 1023 7105 9xTx7

Les valeurs réelles sont respectivement 2.48 1016 Pa et 1.57 107 K.



2. L’expression de l’énergie potentielle gravitationnelle pour une distribution de masse
sphérique de rayon R, est, d’apres le théoreme de Gauss,

R,
Ey, = */ Gwélmgdr
0

avec M (r) la masse interne au rayon r. En supposant que 1'étoile est homogene, on a

4
p(r)=po=C" et M(r)= %pmﬁ
On a donc oo )
/ Gpo x 7p0/,43d M X &
3 5
En introduisant la masse M, de I’étoile via
_ 3M,
Po= 4T R3
on a
B __16w2GX£5 9M? __§GM3
o 3 5 " 16m2RS 5 R,

Lors de sa formation & partir de particules éloignées a l'infini (Ry — 00), 1’étoile subit une
variation d’énergie potentielle gravitationnelle

3GM? 3GM? 3 GM?
AEg, = ———>+_-—F~———* <
* =5 R, 5 R 5 R,

Cela signifie qu'elle a libéré une énergie —AFE,, > 0. Le temps, dit temps de Kelvin-
Helmholtz, qu’il lui a fallu pour libérer cette énergie si elle I’est sous la forme de la luminosité
L, (supposée constante) est
—-AE,,

L,

Pour le cas du Soleil, on a, en ordre de grandeur

t, =

302
(2 10%) ~11042:21041 J.

3 9
—Akge =g 710 T 5

Avec la luminosité donnée, on en déduit le temps de Kelvin-Helmholtz (1 an ~ 3 107 s) :

-V IO EISTR 510 510

to = ~ ~ 1.5 107
CE 5% 3.8 ~ 365 x 86400 ~ 3 107 ans

Comme on trouve des roches largement plus vieilles que cela sur Terre, c’est déraisonnable.

3. Il faut tenir compte de 1’énergie nucléaire Ey, ~ 0.007mpc?zN, = 0.007c2zM,. Pour le
Soleil, on a numériquement, en prenant z = 0.1,

Ene = 71073 x (3 10%) x 107" x 2 10% ~ 1.26 10" J.



Le rapport des énergies nucléaire et gravitationnelle est alors

Ene _ 1.26 10"
E,o — 2104

~ 600

On en déduit la durée de vie :
to =~ 600 x 3 107 ~ 1.8 10'° ans

Le facteur x est strictement plus petit que 1, puisque les conditions de température et de
pression nécessaires a l'allumage des réactions thermonucléaires ne se produisent que dans
les parties les plus internes de 1’étoile.

Il - Relation masse-luminosité

1. L’insertion du développement de Taylor de la fonction source en 7,

o2 O"B,

nl OTn}

Su(my +07,) = Z (1)

n=0
dans la solution formelle en géométrie plane de ’équation du transfert

)i
ju I

Ll = [ " S (rh) exp <

v

donne (avec 1), = 1, + 7))

*° (r), —7,)"0"B, T, —1,\d7), 20" B, Cxn
L= [ BZPE R e (02 ) S = D T [ e
v n>0 v n>0 v
en posant
T, — Ty
xr =
u
Chaque intégrale restante vaut 1, donc
o"B
— n v
II/(TV7/’[/) = Z H 8Tﬁ (Tl/)

n=0

Le résultat pour p < 0 ne differe que par des termes en O(e~7/ |“|), donc on peut utiliser la
formule ci-dessus pour toutes les valeurs de p & suffisamment grande profondeur optique.

2. On réécrit les moments de 'intensité spécifique en variables (7, u), en commengant par
I'intensité moyenne

J, 1/Idﬂ 1/2Wd¢/ﬂfs' 0do 1/11 X (—dw) 1/1Id
v — L _ v = 7 v SIn =3 v - =3 v



puis la densité spectrale de flux

2 s 1
F, = /IucosﬂdQ:/ qu/ [Vcosesin9d0:27r/ wl,dp
0 0 —1

et enfin la densité spectrale de pression de radiation

1 1 27 T ) L
Py, = — /L, cos? 6dQ) = 7/ d(b/ I, cos? §sin dO = l/ ’uzLde
c ¢y ; -

3. On a alors, avec I’expression de I, obtenue au 1., pour I'intensité moyenne

n _ (_1\n+1
Jy(n):% i Idu— Z )dp = Zaaﬁ”(n)l =)
n>=0 v

2(n+1)
ce qui donne

1 0%B, 10°B
Ju(1) = 5, (v) = B,(T, v) ...
0= X 1) e () > Bl + 3 )

Pour la densité spectrale de flux, on a de la méme facon,

v

1)n+2
F,(r,) =2 — n1 9By n) - (=
(1) = W[u[du 277/72 “(1,)dp = 2#2 n o
n>=0 n>=0
ce qui donne
1 ortlp, 41 OB, 47 9% B,
=4r —— (1)~ ——ZL (1) + ———(1) + ...
Z2p+3 orr ! )= ar, Ty or3 () +
Enfin, pour la densité spectrale de pression de radiation,
277/ 9 4+20"B, 27 "B, 1—(=1)n+3
p(m) = — Idu——/ uhtEt— (1, )dp = — Ty
() c J_ 1>0 GT;L( c§873(> n+3
et donc
47 1 0%B, 47 47 9%B,
v\Tv) = — a1 o ~ 99 u(:iBu v = "a_o Uv
pu(7) C;Zp—i-?» P () 3c (T)+5c T2 (7) +

4. La convergence de ces séries est extrémement rapide. En effet, en ordre de grandeur, on a

—_— d ~ —
875 ™ onc B£n) 7_3 (K;z/ X l)2

B "By By B2 1 L (Y
v l

ou [ est la longueur caractéristique sur laquelle changent significativement les propriétés du
systeme étudié. Dans les atmospheres stellaires, on prendra ’échelle de hauteur de pression,



typiquement 102 & 102 km pour le Soleil, de la surface vers I'intérieur. Comme le libre par-
cours moyen est de 1'ordre du cm ou moins, on a au plus l,/l de Pordre de 1077, et donc
chaque terme est d’ordre O(1071%) par rapport au terme précédent.

5. On peut donc ne garder que les premiers termes.

47 0B, 4
J, ~ B, F,~— .~ —DB,
3 01, p 3c

Par ailleurs, le lien de proportionnalité entre J, et la densité spectrale et volumique d’énergie
du rayonnement permet d’écrire directement cette derniere comme

4 4
Uy = —WJ,, ~ —WBU ~ 3p,.
c c

On note que le flux a 'ordre zéro est nul, et que c’est 'asymétrie créée par le gradient de
température et donc le gradient de B, qui le rend non nul : 'anisotropie, méme tres faible !,
est essentielle pour qu’il y ait un flux lumineux vers la surface de ’étoile! D’autre part, on
confirme 1’équilibre thermique du rayonnement dans les couches internes de 1’étoile par les

relations A A
T T
L~ —DB, (T t L~ —DB, (T
w= TBT) et py = By(T)

6. On réécrit 'expression de la densité spectrale de flux en introduisant le coefficient d’ab-

sorption k, via dr, = —k,dr, ainsi que la variation de la température avec le rayon 7,
P 47 0B, d7T
Y7 3k, OT dr
Notons que la relation dr, = —k,dr au lieu de dr, = k,dr correspond a la définition

de la profondeur optique, comptée positivement de la surface vers le centre de 1’étoile. La
luminosité bolométrique L(r) au rayon r est alors

dv

*° 1672 ,dT [~ 1 OB
L(r) = 4nr? F,dv=— 222 = 95
() i /0 v 3 | dr o Ky OT

On introduit la profondeur optique moyenne de Rosseland par

~ 9B,
o OT

KR = )
1 0B
/ 19 “dv
0

dv

Kk, OT

ce qui permet d’écrire L(r) sous la forme

1672 1 ,dT [ 0B 1672 1 ,dT d [ [~
o O LT O d (1
3 kp dr ), oT 3 kn drdT(O v

1. puisque le premier terme non nul de F}, est d’ordre O(10~7) par rapport & Jy ...



or l'intégrale de B, sur la fréquence est déja connue puisque

/ 7B, dv = ¢T*
0

d > d [oT* 40T3
- B —pp— _— g
dT ( /0 de) dT ( 7r ) 0

T 1 1 T 4
2T3d— =— bmac —r2T3d— avec a= -
dr c

on a donc

et par conséquent

64no 1
—r

L=-
3 Kgr dr 3 kg

qui constitue une équation fondamentale de la physique stellaire. La constante a est celle
qui intervient dans I’expression de la densité volumique totale d’énergie du rayonnement du
Corps nNoir :

u= / u,dv = / lBydl/ == xoT*=aT*
0 0 C C

L’équation reliant L au gradient de la température a la forme d’une équation de diffusion,
puisque le flux bolométrique sortant au rayon r se met sous la forme
_ L(r) __4ac T?’d—T
4mr?

_3/{3 dr

soit comme la projection sur le vecteur unitaire radial de I’équation

F=—-KrVT
avec la conductivité radiative
Kp = 29 s,
3I~€R

On prendra garde, si I'on souhaite écrire la divergence de ce flux vectoriel (pour aboutir &
une “équation de la chaleur”), que cette conductivité dépend de la température T'.

7. Le coefficient d’absorption kg est de I'ordre de l'inverse du libre parcours moyen [, des
photons. On peut donc écrire, en introduisant la densité numérique n des centres diffuseurs

et la section efficace )
KRN—:nE:Lszp
lp my
avec x = X/my un coefficient indépendant de la densité et p la masse volumique de 1’étoile.
On rappelle que le calcul d’ordre de grandeur de la premiere partie donnait

GmH M*

T, ~
kR,

et la question précédente donne, en ordre de grandeur,

L,~ZR1?

Kx



En combinant les deux, et en posant donc Ky = Xxpx :

L*NiR* <GmHM*)4NU<GmH)4 Mf NJ(GmH>4M3

. k R, Xx k PR3 X k *
On a donc 5 M
L, M3 et t, LN* x L* o M2

On en déduit que puisque le Soleil a une durée de vie sur la séquence principale de 10'° ans,
une étoile de 10 My y passe environ 108 ans, et une étoile de 0.2 M, environ 2,5 10! ans
(supérieur a 'age de I’Univers).

En réalité, la relation masse-luminosité dépend de la masse de 1’étoile et de sa composi-
tion chimique, via le détail des processus nucléaires dominants au centre de I’étoile (chaine
proton-proton ou cycle CNO pour la fusion de 'hydrogéne en hélium). L’exposant « de la
relation L, o< M peut ainsi varier significativement.



