Préparation a I’Agrégation de Sciences Physiques Francois Levrier
ENSP - Montrouge

PHYSIQUE STATISTIQUE - CORRIGE DU TD 2

Ensemble canonique
18 octobre 2005

| - Statistique sur un nombre fini d’états quantiques

1. Chacune des deux particules peut étre dans I'un des trois états individuels |0), |1) et
|2), mais le nombre d’états quantiques possibles pour I'ensemble des deux particules dépend
de la statistique considérée. Dans le cas de la statistique de Maxwell-Boltzmann avec des
particules discernables, le nombre d’états quantiques du systeme est simplement égal au
produit du nombre d’états individuels de chaque particule, donc Qypp = 9. Lorsque les
particules sont des indiscernables, il faut prendre en compte le postulat de symétrisation.
Les états |a) ® |b) et |b) ® |a) sont alors indistincts et ne doivent étre comptés qu’une fois.
D’autre part, si les particules sont des bosons, les états de la forme |a) ® |a) sont autorisés,
d’ou Qpg = 6. Enfin, lorsqu’on considere la statistique de Fermi-Dirac, il faut également
ignorer ces états |a) ® |a), ce qui implique que Qpp = 3.

2. La fonction de partition est définie comme la somme, sur tous les états du systéme,
des termes exp (—GE) ou E est 'énergie du systéme dans I'état considéré. En utilisant le
dénombrement de la question précédente et en écrivant le tableau des énergies F,

MBD | BE | FD
e — E=0] 1 [ 10
el — E—e | 2 | 1|1
@2 — E=2| 2 | 1|1
el — E=2| 1 | 1|0
H®|2) — E=3e 2 1 1
202 — E=4c| 1 | 1|0

on obtient les fonctions de partition suivantes, dépendant de la statistique considérée,

Zypp =1+26 43 +28 + 64| |Zmp=11e+282 4846 [Zm=c+E 1

On a posé £ = exp (—/¢) pour simplifier I’écriture. Dans la statistique de Maxwell-Boltzmann,
on peut introduire les effets d’indiscernabilité en divisant la fonction Zyigp par 2!, d’ou

ZMB =

(14+2¢+362+28% +¢%) |,

N =

ce qui ne redonne pas la fonction de partition de la statistique de Bose-Einstein, du fait de
lexistence d’états ou les particules sont dans le méme état individuel. Ceux-ci existent dans
les deux statistiques, et ont le méme nombre de réalisations dans les deux cas, nombre qui



ne doit pas étre modifé par le facteur de Gibbs. On retrouve le fait, noté au TD 1, que la
division par N! ne rend compte correctement de 'indiscernabilité que lorsque les particules
occupent des états quantiques individuels distincts.

3. L’énergie interne est donnée par la moyenne pondérée des énergies macroscopiques,

_ _ 1 _gpy - _19Z _ 1020¢ 07
U_;BE“Z;E”XP( BE) =785~ Zocos  ZoE

En fonction de la statistique considérée, on a alors

€€ (2+ 66 + 667 4 4¢3)
1 +26 4362 + 263 + ¢4

Unvep = Uvs = , pour la statistique de Maxwell-Boltzmann,

€€ (144 + 362 4 4¢3) . L
Uk = T , pour la statistique de Bose-Einstein,
1+ 26+ 3¢°
Urp = <€ (f n €2§+ 535 ) ,pour la statistique de Fermi-Dirac.

Dans la limite des hautes températures, soit pour § — 0 et donc £ — 1, on a

lim UMB = lim UBE = lim UFD = 2¢].
£—1 £E—1 £E—1

On l'interprete de la fagon suivante: La probabilité P; de chaque état [ devient indépendante
de la température, et la fonction de partition tend vers le nombre d’états accessibles (2.
L’nergie interne tend donc vers la valeur moyenne des énergies accessibles, qu iest la méme
quelle que soit la statistique considérée.

A basse température, soit 3 — oo et donc & — 0, on a des comportements différents suivant
la statistique, puisque

lim UMB = lim UBE =0 et lim UFD = €].
£—0 £—0 £—0

Dans les deux premiers cas, les deux particules sont dans 1’état d’énergie nulle, alors que
dans le cas de fermions, I'une des particules est dans 1’état |0) et Pautre dans I’état |1).

Il - Pression de sublimation d’un corps pur

DESCRIPTION DU GAZ

1. On a déja calculé, au TD 1, que la densité d’états d’une particule libre de masse m dans
une boite de volume V est donnée, en fonction de 1’énergie €, par

Vm3/2 3/2

B V2m2h3

m

1/2 — Ay el/? A= —0
€ Ve avec
V2m2h3

p(e)



2. La fonction de partition z associée a une particule de gaz se calcule en utilisant la densité
d’états ci-dessus, comme une intégrale qui est la limite continue de la formule classique de
sommation sur les états discrets, soit

z = / ple)e Pede = AV/ e'2e7Pede = FEE 22e " dz  en posant Be = x2.
0 0 0

Cette intégrale peut se calculer par intégration par partie, et elle vaut /7 /4. Par conséquent,

A v | 27h?
= %\//f =13 avec |A= mZB T la longueur d’onde thermique de de Broglie.

3. Comme I’a montré I’exercice précédent, pour calculer la fonction de partition associée a
I’ensemble des N, particules constituant le gaz, il faut pouvoir dénombrer les états suivant la
statistique appropriée. Or le calcul exact dans le cas général est impossible, dans le cadre du
formalisme canonique, du fait de I'indiscernabilité des particules. Une possibilité de calcul
approché consiste a utiliser ’approximation de Maxwell-Boltzmann. Pour cela, on part du
cas ol les N, particules sont discernables, et donc numérotées de 1 a Ny. La fonction de
partition associée a ce systeme est alors donnée par la somme

20 =7 exp(~PE),
l

ol = A\ ®...® Ay, désigne un état microscopique du systeme, et les A; sont les états
individuels de chaque particule. Comme d’autre part ’énergie E; est égale a la somme
des énergies individuelles des particules, puisque le gaz est supposé parfait, on peut alors
factoriser

Zéd) = ZeXp (_ﬂe)q) X... X Z exp (_66AN9) = zN'qv
A1

)‘Ng

la derniere égalité exprimant le fait que toutes les particules ont la méme fonction de partition
individuelle. I’approximation de Maxwell-Boltzmann prend en compte 'indiscernabilité en
divisant par le facteur Ng!, comme on I'a déja dit,

2Ns

Zg:N—g! .

Ceci est justifié si la probabilité que deux particules soient dans le méme état quantique
individuel est tres faible. Cela sera le cas si le nombre moyen N, de particules dans un état
donné X est lui-méme petit devant 1. Or, les particules étant indépendantes, ce nombre est
égal a N, fois la probabilité qu'une particule soit dans cet état, soit

— N
Ny = N,Py, = —ZLe P,
z
Ce nombre est petit devant un des lors que cette condition est réalisée pour 1’état fonda-

mental, qui est le plus peuplé, et dont ’énergie est nulle,

~_ Ng _ NyA3

Ny = 1.
0 z Vv <



L’approximation de Maxwell-Boltzmann est donc valable & faible densité N;/V et & haute

température, puisque A o< T~1/2. Remarquons que I’on aboutit exactement & ce résultat en
utilisant la fonction de partition Z,, puisque

— 1 190(lnZy,)
N - = N — N ’ ’ = ——79
A Zgz /\expl 5(2 A€A>] 3 e
{3} A
4. Dans le cadre de I'approximation de Maxwell-Boltzmann, on a alors I’énergie libre
Fy=—-kpTInZ;=—NgkpTInz+ NgkpTIn Ny — NykpT.

Soit, en explicitant la fonction de partition individuelle z,

14 3 mkpT
F,= —-N,kgT |In| — -1 1l].
I okp {H(Ng>+2n<2ﬂh2)+]

On peut en déduire le potentiel chimique particulaire du gaz, qui est la dérivée partielle de
Fy par rapport a Ny, les autres parametres, a savoir 1" et V' étant constants,

) () + 30 ()]
= (Z2) - T (—)+2I
He <8Ng o N,) "2\ 2nn2

DESCRIPTION DU SOLIDE

1. En mécanique quantique, un oscillateur harmonique unidimensionnel est un systeme dont
les états sont discrets et repérés par un entier n > 0, tels que ’énergie de I'état |n) est

1
€n = <n + 5) hw ou w est la pulsation de 'oscillateur.

Dans le modele du solide décrit ici, I’état du systeme constitué de 3Ny oscillateurs har-
moniques de méme pulsation est caractérisé par un ensemble de 3N, entiers n; > 0, et
I’énergie de cet état est donnée par

3N
2 1
E=—-N,Ey+ Z <m =+ 5) hw en n’oubliant pas ’énergie de cohésion par atome.
i=1

La fonction de partition du systéme est alors une somme sur toutes les combinaisons

3N
Z, = ;:}QXP (_6E') = exp (6N5EO) ;:}exp [_6; <7’L1 + %) hw] .

En sortant les facteurs indépendants de la combinaison particuliere choisie, on a

Zs = exp [gzvs (EO - gm)] > gﬁ exp (—Bhwn;).

{n;} =1



Le dernier facteur peut s’écrire comme le produit de “fonctions de partitions” - au facteur
constant pres - associées a chacun des 3NNy oscillateurs, qui sont toutes identiques,

Zs = exp [mvs (EO - gm)] [i exp(—g,wni)] 3Ns |

Mg =0

et en effectuant la sommation de la série géométrique, on obtient la fonction de partition
associée au solide ainsi modélisé,

3 1 BN
Zs = N, | By — =hw I — ]
o o2 (8- 30| | =
2. L’énergie libre du solide se déduit en utilisant la formule de définition

Fy, = —kpTnZ, = —kgTBN, (E - ;hw) + kpT3N,In[1 — exp (—Bhw)],

soit, en simplifiant 1’écriture,

3 hw
FS = —NS (EO — 5%) +3N3kBT1n |:1 — exXp <_]§B—T):| .

On en tire le potentiel chimique particulaire du solide,

OF, 3 hw
P e N Tin|1— =
0 (3NS>T 0+ 2ﬁw—|—3k3 n[ exp( kBT>}

EQUILIBRE SOLIDE-GAZ

1. Dans ’hypothese d’'un couplage faible entre les deux sous-systémes, on peut simplement
écrire que 1'énergie libre I’ est la somme F' = Fj; + F, soit

N, 1% 3 m 3 N,
F=—"2 ln(—|+n({——)+1|-N,(Ey— = In[1—e P
b (55) 3 (i) + 0 (8o )+l

2. La condition d’équilibre solide-gaz se traduit par un minimum de 1’énergie libre du
systeme. Le volume ainsi que la température étant constants, le seul parametre interne
est le rapport entre le nombre d’atomes sous forme gazeuse et le nombre d’atomes sous
forme solide, le nombre total N = N, + N, étant fixe. Choisissant comme parametre N,
on cherche donc la condition pour que

oF  O(Fy;+F,) OF, OF; 0F, OF,

ON, oON,  ON, 0N, ON, ON,

Mg_Mszoa

puisque dN, = —d N, par conservation de la matiere. L’équilibre solide-gaz est donc atteint
lorsque les potentiels chimiques sont égaux. Cette égalité s’écrit

3 hw V 3 mkgT
—F — Tln|1-— — = —kgT |In | — -1
0+2hw—|—3k3 n[ exp( kBT)] kp |:H<Ng)+2 n(?ﬂfﬂ >:|,




ce qui se traduit par une condition sur le nombre de particules gazeuses, puisque

N,A3
—ﬂEo—i-gﬂﬁw—F?)ln(l—e_ﬂh“’) :111( ?/ ),

et que par conséquent on doit avoir

N Voo (B 3w N[ T
97 A3 P\ LT T 2ksT PAT 5T )| |

3. Cette condition peut parfaitement s’écrire en utilisant la pression de vapeur P puisque

NykpT N ksl - +3— - T 3
p=9"8" P(T T 2 ! '
d’on (T) A3 eXp( kp 2kBT>{ exp( ks )]

4. La chaleur latente molaire de sublimation est définie par la relation L(T) = T'(sy — s5) ou
54 et 55 sont les entropies molaires de la phase gazeuse et de la phase solide, respectivement.
Celles-ci peuvent se calculer a partir de I’énergie libre, puisque

_ oF _ NAaFg _ N4 OF,
S__a_T et donc Sg——Fga—T et SS——Ea—T.

Partant des expressions des énergies libres F et F,, on a d’une part,

\% 3 mkgT 5]
%9 = Naks [1“<ﬁ> +§1“< i )*5
g d

ce qui revient a retrouver la formule de Sackur-Tetrode. En ce qui concerne la phase solide,

3hw 1 [ hw
S _NATeXp o hpT) =1 — 3N4kgIn _1 — exp <_kB—T>}

En introduisant 6 = hw/kp et R = Nakp, on obtient alors la chaleur latente,

L(T) = RT{ln (N:/M) + g — %GW +3In {1 — exp (—%)} }

Or, d’apres 1’égalité des potentiels chimiques a ’équilibre, on a

31ln [1 — exp (—%)] +In <ﬁ> = BEy — %ﬂhw,
g

et par conséquent, on obtient finalement

5 RO 3




