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| - Interprétation microscopique de la pression

1. Dans le modele du gaz parfait monoatomique, les particules sont assimilées a des spheres
dures quasi-ponctuelles, dont les interactions sont purement locales et sans dissipation, c’est-
a~dire qu’elles interagissent uniquement lors de chocs élastiques. D’autre part, on suppose
que les vitesses de ces particules sont aléatoires & la fois en direction et en norme (hypothese
du chaos moléculaire) et que la distribution des vitesses, dont il est question plus loin, est
stationnaire, homogene et isotrope.
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Figure 1.1: Interprétation microscopique de la pression - cas simpliste.

2. Considérons une particule de gaz de vitesse v = ue,, ou e, est le vecteur unitaire de
I'axe Oz indiqué sur la figure 1.1. Lors d’une collision avec la paroi, dont la masse est
bien supérieure a celle de la particule, cette derniere subit une variation de sa quantité de
mouvement, tandis que la paroi reste immobile. Le principe fondamental de la dynamique
appliqué a la particule s’écrit, entre le début et la fin du choc,

mAv =m(v' —v) = /th,
0



ou 7 est la durée de la collision et F la force instantanée exercée par la paroi sur la particule.
Cette force, dépendante du temps a priori, étant supposée perpendiculaire a la paroi, on a
U?// =vy = 0 et v, = v, = 0. Le choc étant par ailleurs supposé élastique, il s’ensuit que
v'2 = v? et donc v/, = —v, = —u. D’aprés la conservation de la quantité de mouvement
totale du systeme isolé {particule+paroi} au cours du choc, I'impulsion acquise par la paroi

au cours de cette collision est
dP = —mAv = 2mue,,.

La “vitesse” acquise par la paroi est alors donnée par
P m
vp = |vp| = "= 2MU < u.

L’accumulation des chocs sur une paroi est contrebalancée par les chocs sur la paroi opposée,
d’ott 'immobilité de ’enceinte. Remarquons que si M n’est plus excessivement grande de-
vant m, les chocs individuels ont un effet non négligeable. C’est ce qui se passe dans le cas
du mouvement Brownien.

Entre les instants t et ¢ + dt, le nombre de chocs subis par une portion de la paroi de surface
dS correspond au nombre de particules de vitesse v = ue, se trouvant dans le cylindre de
base dS et de hauteur udt. D’apres ’hypothese sur la distribution des vitesses, une particule
sur six possede une telle vitesse, donc la variation totale de quantité de mouvement de la
portion dS de la paroi pendant dt est

1N 1

dP = = —dSudt x 2mue, = =nmu?dSdte,,

6V 3
ou l'on a introduit la densité numérique n = N/V, supposée uniforme. La force subie par
cette portion de paroi est alors proporionnelle dS,

_dp = 1nmquSegE,

dF = —
dt 3

et la pression p est alors simplement donnée par

dF| _ 1~
p=——=-—nmu-.

ds 3

3. Le probleme se traite de maniére semblable. Considérant une particule de vitesse v
quelconque entrant en collision avec la paroi, comme indiqué sur la figure 1.2, la variation
de la quantité de mouvement de la particule est perpendiculaire & la paroi, et donc

1 T
v;:vz—l—E/Odet:—vz, v’y:vy et v, =w,.
L’impulsion transmise a la paroi est alors dP = 2muv,e,. Entre les instants ¢ et t + dt, le

nombre de chocs subis par une section dS de la paroi de la part de particules possédant une
telle vitesse v & d3v pres est égal a

dN(v) = nf(v)d®v(e,.v)dSdt,
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Figure 1.2: Interprétation microscopique de la pression - cas d’une distribution quelconque
de vitesses. Représentation du vecteur vitesse en coordonnées sphériques.

ot f(v)d®v est la probabilité qu'une particule ait une vitesse v a d3v prés. Comme dans
la question précédente, cette formule fait intervenir le volume v,dtdS = (e,dS).(vdt) du
cylindre dans lequel doivent se trouver les particules a l'instant ¢ pour étre en mesure de
rentrer en collision avec d.S pendant l'intervalle de temps considéré.

D’apres ’hypothese d’isotropie, on peut réécrire la distribution des vitesses en utilisant les
coordonnées sphériques de la figure 1.2.

f(¥)d3v = g(v)v*dvsin d0dé = g(v)v?dvd,

o v = |v| est la norme du vecteur vitesse et g est une fonction telle que la probabilité
qu’une particule ait une vitesse de norme v & dv pres soit g(v) x 4rv?dv. La quantité de
mouvement recue par d.S de la part des particules de vitesse v & d>v pres est alors

dP = 2mv,dNye, = 2m X vcosf X n X g(v)vgdv sin #dAd¢ x v cos 0dSdt,
soit, en regroupant les facteurs,
dP = 2nmuv*g(v) sin # cos® 6 dvdfdpd Sdt.

L’intégration sur la direction (6, ¢) de la vitesse donne
/2 27 Ar
dP = 2nmutg(v)dvdSdt x / sin @ cos? 6 df x / do = ?nmv4g(v)dUdet.
0 0

11 faut noter que l'intégration sur 6 ne se fait que de 0 & 7/2, car seules les particules dont
la vitesse est telle que v, > 0 peuvent entrer en collision avec la paroi, d’apres la figure.



L’intégration finale sur v fait donc apparaitre la moyenne de v2,

1 > 1 —
dP = gnmdet X /v2g(v)47m)2dv = gnmv2det.
0

On retrouve finalement le méme résultat qu’avec le modele simpliste, ot u est remplacée par
la vitesse quadratique moyenne v,

1 - 1 9
= —nmv? = —nmu;.
P=3 3"
L’identité du facteur numérique 1/3 entre les deux modeles n’est qu’une coincidence.
4. L’énergie cinétique microscopique totale du gaz est la somme des énergies cinétiques de
chaque particule, et on peut I’écrire en introduisant la vitesse quadratique moyenne,

1 4o Nm 1 9 Nm— Nm ,
=) gmi="g xyrlui="5"=5"

La définition de la température cinétique et I’expression de la pression trouvée & la question
précédente permettent alors d’en déduire I’équation d’état du gaz parfait,

1, 28 NkgT

P=3imte = 3y = Ty

Quant & ’énergie interne, elle se résume & ’énergie cinétique microscopique de translation
U = &.. Ceci nest bien entendu plus valable des lors qu’il existe des degrés de liberté
internes, comme c’est le cas pour les gaz polyatomiques.

5. En fonction des parametres donnés, a savoir la masse molaire M des constituants de ’air,
on a la vitesse quadratique moyenne selon

2 3keT _ 3kpNT
a m M

o N = 6,02.1022 mol~! est le nombre d’Avogadro. On en déduit, pour T = 293 K,

vg(09) = 479 m.s™* et vy(N2) = 512 m.s™ .

Il - Distribution des vitesses de Maxwell

1. Sans hypothese autre que la présence d’'un nombre “suffisamment grand” de particules
dans tout élément de volume macroscopique, on peut écrire a priori que la probabilité dP
de trouver, & instant ¢, une particule de vitesse v & d3v prés dans un volume d>r autour
du point r s’écrit en fonction d’une fonction de distribution F selon

dP(r,v,t) = F(r,v,t)d*rd®v.

L’hypothese de stationnarité permet de s’affranchir de la dépendance en temps. Quant a
I’homogénéité, elle implique que la fonction F ne dépend pas non plus de r,

dP = F(v)d®rd®v.



En intégrant sur la position, on définit une fonction de distribution f(v) telle que la proba-
bilité qu'une particule quelconque du fluide ait une vitesse v & d3v pres s’écrive

flv) = /f(v)dBr =VF(v),

ou V est le volume total considéré. D’autre part, l'isotropie implique que f(v) ne doit
dépendre que de la norme v de la vitesse, ou encore de son carré, car toutes les directions
sont équivalentes, de sorte que

F(v) = 9(v*) = g(v7 + vy + v2) = h(v)h(vy)h(v2).

En effet, les trois directions Oz, Oy et Oz étant équivalentes, les composantes correspon-
dantes de la vitesse, ainsi que leurs carrés, sont des variables aléatoires indépendantes, ce
qui permet la factorisation. De plus, les fonctions de distribution de chacun des carrés sont
identiques car aucune direction n’est privilégiée.

Dérivons g par rapport a une composante particuliere, par exemple v,.. On obtient

99
vy,

ov?

. = 20/ (0)a = Qo) (D) h()h(2).

Y

=g'(v?)
On en déduit, en faisant le rapport de ces expressions avec 1’équationdéfinissant h, que

Ll N A N N S N
o)~ h(2)  h(E) | R(E)

ou B est une constante. En effet, I’égalité de fonctions dépendant de variables différentes
implique que ces fonctions sont constantes. En intégrant, on a

h(v2) = Aexp (—Bv?) et g(v?) = A%exp (—Bv?),

ce qui montre que la distribution des vitesses f(v) est une Gaussienne.
2. La probabilité qu’une particule ait une vitesse v & d3v pres est

dP(v) = f(v)d3v = g(v*)v2dQdv = A3 exp (—Bv?)v2dQdo,

ot v2dQdv est I’élément d’intégration dans Iespace des vitesses en coordonnées sphériques.
La normalisation de la probabilité permet de relier A et B. En effet,

S 1/2
_ 3 2y, 2, _ s VT _ (B
/dP— /dQ/OA exp (—Bv*)v dv = 47 A 15 =1 donc A= (;) .

D’autre part, le calcul de la vitesse quadratique moyenne fournit une seconde équation
permettant de déterminer completement A et B en fonction des parametres du probleme,

. /B 3/2 B 3/2 T
v? = /UQdP = /dQ/ (—) exp (—Bv?)vtdv = 4r <—) 6y _ 3 _3ks
0

T T 16B5/2 2B m

Finalement, la distribution des vitesses de Maxwell-Boltzmann s’écrit

m 3/2 m'U2
1) = (27rkBT> P (_ 2kBT)'
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Figure 3.1: Libre parcours moyen - modele des spheres dures.

1l - Libre parcours moyen et section efficace

1. Comme l’indique la figure 3.1, dans le modele des spheres dures, la particule projectile
subit une collision avec une cible si le parametre d’impact - distance minimale entre les
centres des deux particules au cours du mouvement - est inférieur & 2R. La trajectoire du
projectile est une ligne brisée du fait de ces collisions, mais il est possible de représenter les
libres parcours successifs bout & bout, comme c’est le cas sur la figure 3.1. On voit alors
que si on note v la vitesse de la particule, le nombre de collisions subies pendant un temps
dt est égal au nombre de cibles présentes a I'intérieur du cylindre de base 7(2R)? et de
hauteur vdt. La densité numérique de particules cibles étant n, ce nombre de collisions est
n. = 4mnvR2dt. Le libre parcours moyen est alors le rapport de la distance parcourue au
nombre de collisions, donc

vdt 1

= = —
Ne A7 R2%n

Par conséquent, la section efficace de collision dans ce modele est 0 = 47 R?, soit exactement
la surface d’une particule individuelle.

2. Dans le cas ou les cibles sont en mouvement, la vitesse intervenant dans le calcul du
libre parcours moyen est la vitesse relative v, = v, — v, entre le projectile et la cible. Le
calcul étant identique par ailleurs, il convient donc d’estimer la vitesse relative moyenne des
particules entre elles. Une possibilité est d’écrire la vitesse relative quadratique moyenne

V2 — v2 2 _ — 9v2
Vi =Vo Ve —2vpve = 2v7,

car les directions des vitesses étant aléatoires, la moyenne du produit scalaire v,,.v, est nulle.
On en déduit que la vitesse relative moyenne est environ v/2 fois plus grande que la vitesse
moyenne individuelle, de sorte que, pendant dt, le projectile parcourt la distance vdt mais



le nombre des collisions est multiplié par \/5, soit n, = 4\/§7TR2nvdt, donc

vdt 1
Ne 4\/§7TR27”L
Pour 'application numérique, on réécrit ce résultat en introduisant la température T et la

pression p, sachant que n = p/(kgT). On en déduit que pour l'air & 295 K et sous 1 bar, le
libre parcours moyen est [ ~ 750 A

= et o =4V2rR>.

IV - Fuites

1. Considérant une particule de vitesse v, celle-ci s’échappe par le trou entre les instants
t et t + dt si elle se trouvait au temps ¢ a l'intérieur du cylindre de volume Svcosfdt. Le
nombre dN (v) de particules semblables - & d3v prés - qui s’échappent pendant cet intervalle
de temps a déja été calculé et vaut

dN(v) = n(t) f(v)d*vo cos 0Sdt,

ot n(t) est la densité numérique de particules a I'instant ¢. Notons que cette écriture suppose
implicitement que les fuites n’alterent pas la distribution des vitesses. Utilisant les résultats
obtenus pour la distribution des vitesses de Maxwell, on a

3/2 2
_ m _mw 5 ]
dN(v) = n(t) <27rkBT> exp ( 2/€BT> (v=dvdQ)v cos HSdt.

L’intégration sur la direction et la norme de la vitesse donne alors, avec d{) = 27 sin #d6,

kpT 1/2
dN =n(t)Sdt | —— .
n(t) (271'm>
Le nombre de particules contenues dans I’enceinte varie alors selon la loi
AN S (kgT\'* | S [kpT
— = —N{t)= [ = t Nit)=N —t=] ==
dt ( )V (271'm> SOl ®) (0) exp VvV 2rm

En supposant que la température reste constante - ce qui revient ici aussi a faire 'hypothese
que les fuites ne modifient pas la distribution des vitesses - la pression est donnée par

.S \/1@7

V'V 2mrm

La constante de temps de ce processus, pour un litre de dihydrogene a 0 °C s’échappant au
travers d'un trou de surface 1 pum? est alors

p(t) = p(0) exp

~2.35.10% s

S\ ksT ~ SV ksNT ~ 10-122

_V [2mmV [2nMy,  107% [2x 3,14159 x 2.10-3
- 1,38 x 6,02 x 273,15

2. En régime stationnaire, il y a autant de particules traversant le trou du compartiment 1
vers le compartiment 2 que de particules effectuant le trajet inverse. Par conséquent,
P1 P2

NyTy _ No/Ts ot _

dN;_2 =dNa, it .
12 21 S0l % v i 7




V - Equation d’état de Van der Waals

1. A la différence du modéle du gaz parfait, dans le cas d’un gaz de Van der Waals, les
interactions moléculaires peuvent étre a longue portée, et les particules ne sont plus quasi-
ponctuelles. Le potentiel d’interaction correspondant est fortement répulsif & courte distance
et attractif a plus grande distance. Le premier effet correspond a la taille finie des molécules,
et se traduit par une diminution du volume effectivement accessible au gaz. En conséquence,
la prise en compte de ce terme conduit a une nouvelle équation d’état

p(V —b) = RT,

ou b, appelé covolume, représente le volume de gaz interdit aux molécules.

D’autre part, considérant une molécule proche la paroi, on voit que la résultante des in-
teractions attractives - du fait des molécules a distance suffisante - est non nulle et dirigée
vers l'intérieur du récipient. Ceci résulte en une diminution de la pression p. La diminu-
tion de pression, dite pression interne ou pression moléculaire p,,, est proportionnelle d’une
part au nombre de collisions “manquantes” contre la paroi et d’autre part a I’énergie totale
d’interaction d’une molécule de la paroi avec les autres molécules. Ces deux facteurs étant
proportionnels & la densité n/V, il vient que, pour une mole de gaz, p,, = aV =2, et donc

RT a
P=7—7

V—-b V2’
ce qui est équivalent a 1’équation donnée dans I’énoncé.
2. Pour n moles de gaz, le covolume est simplement multiplié par n, car il est évidemment
proportionnel a la quantité de matiere. Quant & la pression interne, le raisonnement de la
question précédente a déja montré qu’elle variait comme a(n/V)?. Par conséquent, on a

2
(p + %) (V — nb) = nRIT.

3. En exprimant la pression a partir de I’équation de Van der Waals, on a la relation

nRT an? ﬂ[(l—b;)l a n]

P2y = v T v ~ RTV

Aux faibles densités, on peut développer (1 —bn/V)~! de sorte que

=[5 08 |~ - )

au premier ordre. L’équation d’état du gaz de Van der Waals correspond bien a un développement
du viriel, dont le coefficient d’ordre 1 est
a



4. Reprenant l'expression de p(V') de la question précédente, a température fixée, on voit
que la pression d’un gaz de Van der Waals est la somme de deux termes, I'un positif en
(V —nb)~! et Pautre négatif en V2. Par conséquent, les isothermes de Van der Waals
sont telles que p — oo avec un comportement en 1/x quand V' — nb, quelle que soit la
température, le terme de pression interne restant fini. Aux grands volumes V — oo, le
terme dominant est encore le premier, de sorte que p ~ nRT/V. On retrouve d’ailleurs 14 le
fait que le gaz parfait est la limite des gaz réels aux faibles densités. Enfin, dans les régimes
intermédiaires, selon la valeur de T', la contribution de la pression interne sera sensible ou
pas. Dans le premier cas, c’est-a-dire a basse température, il apparait une portion de courbe
pour laquelle la pression augmente avec le volume. Dans le cas contraire, I'isotherme est
proche de 'hyperbole des gaz parfaits - a l'effet du covolume pres. Voir la figure 5.1.

T, >T3>T,>T,

Figure 5.1: Isothermes de Van der Waals.

La double dérivation de p(V') a température constante et pour une mole de gaz donne

O\ _ BT 2 () _ 2RT  Ga
ov ), (V-b2 V3 ovz ). (V—b3 V&

L’existence d’un point d’inflexion & tangente horizontale impliquerait que ces deux dérivées
soient nulles, donc
RT 2a 2RT

et

AT 2a _2RT _ Ga 3
(V—-b)2 V3 (V—-b)3 V4

soit —— = —.

V—-b V
Le volume critique est alors V., = 3b. En réinjectant dans 'une des deux équations précédentes,
on obtient la température critique 7., puis en utilisant I’équation d’état, la pression critique
pe. Finalement, on a les coordonnées du point critique,

8a _a
Ry YT o

et on vérifie qu’elles correspondent bien a un point d’inflexion a tangente horizontale. On
reparlera du point critique au moment d’aborder les transitions de phase.

Ve =3b T. =



5. En introduisant les variables réduites dans I’équation d’état du gaz de Van der Waals,

(prpc + L) (V,;V. —b) = RT, T, soit ( -+ %) (3V, — 1) = 8T,

T

L’intérét de cette écriture est qu’elle est universelle. Indépendante des valeurs des coefficients
a et b, elle est donc indépendante du gaz. Sous cette forme, le réseau d’isothermes est le
meéme pour tous les gaz. En réalité, ceci n’est encore qu'une approximation, et des écarts
significatifs sont observés.



