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| - Systéeme a deux niveaux

On considere un systéme macroscopique X formé de N particules susceptibles de n’occuper
que deux états d’énergie —eg et €p. Il s’agit par exemple d’un ensemble de N spins 1/2 placés
dans un champ magnétique extérieur By, auquel cas on a e¢g = upBy avec up = eh/2me le
magnéton de Bohr et By = ||By|| la norme du champ. On désigne par ny et ng le nombre de
particules ayant des énergies égales respectivement a —eg et €g, et par M la différence no—n; .

1. Exprimer ’énergie £ d’un état macroscopique du systeme.

2. Déterminer le nombre Q(E, N) de configurations microscopiques correspondant & ’énergie
macroscopique F, le nombre N de particules étant fixe.

3. Définir l'entropie S du systéme. Que peut-on dire du systeéme lorsque |M| = N? Que
vaut alors l’entropie? Dans ’hypothese ol n; > 1 et ng > 1, déterminer 'entropie S en
fonction de N et E. On rappelle la formule de Stirling, valable dans la limite de N grand,
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4. Calculer la température microcanonique 7. Montrer qu’on peut l'exprimer sous la forme
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T = 2—2 n (H—i) avec T = N—eo et ou kg est la constante de Boltzmann.

En supposant que 'on puisse préparer le systeme dans un état d’énergie positive, quel
résultat obtiendra-t-on si 'on essaie de déterminer sa température avec un thermometre a
gaz?

5. Déterminer la capacité calorifique C' du systeme, en fonction de la température 7.

6. Dans le cas d’un ensemble de spins 1/2, calculer 'aimantation. Dans quel domaine de
champ magnétique peut-on considérer que l'aimantation est une fonction linéaire de Bgy?
Définir la susceptibilité magnétique y. Comment varie-t-elle avec la température?

Il - Gaz parfait classique

On considere un gaz parfait classique constitué de N atomes de masse m discernables, sans
structure interne et sans interaction a distance, contenus dans un volume V. Le Hamiltonien



de ce gaz dépend alors simplement des quantités de mouvement p,,
2
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1. Calculer, dans le cas N = 1, la densité d’états microscopiques p(€). On pourra passer par
le nombre W (e) d’états dont 1’énergie interne est inférieure ou égale a e.

2. Traiter le cas N quelconque en utilisant le fait que le volume d’une hypersphere de rayon
r en dimension n est donné par
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On rappelle que cette fonction possede la propriété I'(n 4+ 1) = n!

3. En déduire l'entropie S(E, N, V). On justifiera & ce propos que pour N > 1, il revient
au méme de définir P'entropie comme S = kpInQ, S = kglnp ou S = kg InW. Toujours
pour N > 1, déterminer I’énergie interne du gaz parfait en fonction de la température, puis
retrouver I’équation d’état.

11l - Mélange idéal de deux gaz parfaits

On considere dans un volume V un gaz parfait constitué d’'un mélange de N7 particules
de masse my d’un corps pur (1) et de Ny particules de masse mo d’un corps pur (2) sans
interactions. Le systéme est isolé et ’énergie totale E = F; + Fs est donc fixée.

1. Déterminer la densité d’états p(E, N, V) du systeme. On donne la fonction
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2. En déduire l'entropie S(E, N1, No, V'), puis la température et la pression du mélange.

3. On suppose que le mélange a été obtenu en enlevant une cloison mobile et diatherme
qui séparait le volume V' en deux compartiments de volumes respectifs V; et Vs, les Ny
particules du gaz (1) étant dans le compartiment (1) et les Ny particules du gaz (2) étant
dans le compartiment (2). Quelle était 'entropie initiale S; du syteme? Quelle variation
d’entropie AS, appelée “entropie de mélange”, subit-il au cours de la transformation?

4. Que devient AS si les deux gaz sont identiques?

5. Pour lever ce paradoxe dit “paradoxe de Gibbs”, il faut tenir compte de I'indiscernabilité
des particules. Comment?

6. En déduire les modifications apportées a la densité d’états microscopiques p, puis a
Pentropie S du gaz parfait (formule de Sackur-Tetrode). Conclusion?



