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RAPPELS SUR LE RAYONNEMENT

Relations d’'Einstein:
91B12 = goBo1, Ap1/Bo1 = 8mhv/c3
Densité d'énergie d’'un corps noir:
- 87Th1/3/c3
exp(hv/kET) — 1
Equation de Transfert de Rayonnement:
dl,

U=aT?

Uy

— = Jv — Kyl
s Jv vip
A I'Equilibre Thermique:
[ .
[, =B, = ¢ ="
47 Ky

Equilibre Thermique Exact: U, est celle d'un
COorps noir, jy/ky = By.

Equilibre Thermique Local: U, n'est pas celle
d'un corps noir, néanmoins j,/ky, = By.



RAPPELS DE MECANIQUE STATISTIQUE
A L'EQUILIBRE THERMIQUE

LLa probabilité d'étre dans un état d’'énergie E:

P(E) = Cexp(—E/KT), 1/C =Y e E/KT
E

La formule de Boltzmann qui en découle:

mn
"B — 9B exp[—(Eg — E4)/KT]
nA gA

LLa formule de Maxwell-Boltzmann pour un gaz
de particules: |la densité de particules ayant une
vitesse entre v et v + dv est donnée par

m  \3/2 5 3
exp(— 2kT) d
" <27rkT> p(=muv=/ ) d7v



TRANSFERT de RAYONNEMENT A I'ETL

dI]/ . ) Il/ )
TV e, =, (1 -2
dS Jv fviy . ( BI/

Considerons le cas simple ou rien ne dépend
de |la position s. Un “diagramme de pente” in-
digue que toutes les solutions convergent vers
B, pour s — oo. La solution analytique est
obtenue facilement

I,(s) = I,(0) exp(—kvs) + Bu[1 — exp(—krys)]

Cela démontre que la matiere a la témperature
T absorbe le rayonnement qui est incident a
sa surface, et le remplace par un corps noir.
Quand I,(0) =0 et ks < 1,

II/(S) — jVS)

I'intégrale directe de I'émissivité.



UN EXEMPLE PARTICULIER:
BREMSSTRAHLUNG THERMIQUE

Zzneni
T1/2
I’émissivité d'un plasma ionisé. (Unités: J m—3
Hz—1 ster—1.)) L’opacité est donnée directe-

ment par

j, = 5.44 x 10722 exp[—hv/kT]

KRy — jy/By.
Aux basses fréquences (e.g. les ondes radio)
ou hv/kT < 1,

1 ZQneni 1

— -1
ky = 1.731 x 10 732 m




LE CONCEPT DE LA PROFONDEUR OPTIQUE

kys =— 1 quand? Le gaz ionisé autour d’'une
étoile chaude a typiquement n ~ 107 m—3, et
T = 10*K, r ~ 1017 m. Alors,

s(crit) =1/ky = 57802 m

Pour v = 10° Hz (la raie 3 21 cm), s ~ 10%1m,
qui est assez grande, méme en |'astrophysiqge.
Mais quand v ~ 107 Hz (A = 30m), s = 5.78 x
101 m, qui est une longeur intéressante. Le
gaz devient auto-absorbé, et on dit que “la
profondeur optique’” augmente.



L'EQUATION DE TRANSFERT:
LA SOLUTION GENERALE

dly

g — Jv — Ky ly
Définissons dr, = —kyds. Remarquez le signe
moins! Alors, I'équation devient

U, -,
ou Sy = ju/ky est appelée la fonction source.
v = — [ kyds augmente dans le gaz avec la

distance mesurée depuis |'observateur. Re-
marquez que l'opacité n'apparait pas explicite-
ment; elle est cachée dans 7.



d
—(Iye™ ™) = —e" Sy
d'T]/

T

Le ™ =C— / " Sy dr!

Tyr

ou C est une constante d’'intégration. La con-
dition a la limite est:

In(s =0) = I(7v = Tvr) = 1,(3)

une constante donnée qui correspond a
I'intensité incidente. Si on prend 7, = 7y, ON
trouve

I(i)e ™" =C

Finalement, lorsque 7, = O,

Tvr /
I]/ — IV(Z) exp(—']—]/'r) +/O Sye_ v dTL
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LA FORME D'UNE RAIE DE RAYONNEMENT:
UN MODELE CLASSIQUE

Classiguement, seul un oscillateur peut
émettre a une fréquence dominante. Pour
voir la dépendance exacte en fréguence , con-
sidérons un électron attaché a un ressort:

"+ ~va' + w%x — _dpeiwt
m

v <« w est le taux d’'amortissement (a cause
du rayonnement lui-méme). La solution est Ia
partie réelle de

. —quiwt/m
- (w% — w?2) + iyw
et I'accélération est |la partie réelle de
B w2qE€iwt/m
(wg — w?) + iyw

T

a



LLa puisance émise par un électron qui accélere
est donnée par la formule de Larmor:

q2 a2

P=——-
6megcs

(en moyenne)
Mais,
> o d , . B
a = \v = —(\VV) — VDV
()7 = = (v0)
Pour le mouvement harmonique, le premier
terme, une dérivée exacte, est 0 (en m.) Donc,

G20

P=— v (en moyenne)

6mepcS
La force de résistance, a cause du rayon-
nement, est

P q2v q2w2
Fr=—=——3=—3v5m7v
v OTmeqce OTmeqce
——

mry
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Puisque

7 = Re (a+ib)e™! = \/a? 4 b2 cos(wt + ¢)
et (Z2) =|Z2|/2, la puissance devient
B q4E2 w4
12megm2c3 | (w? — wg)z + y2w?
La dépendance de la fréquence est donnée par

w3

(w2 — wg)Q 4 ~2w?2
On rappelle: v < w,wpg. Exemple: atome d'H,
v~ 108 s~1, tandis que w ~ 1016 s~ 1,
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LES LIMITES ASYMPTOTIQUES

w K wq. diffusion de Rayleigh.

BRSO W
12megm2c3 wg

Treés sensible a la fréquence, w?. C'est
pourquoi le ciel est bleu (la lumiére bleue dif-
fuse plus efficacement), et le coucher de soleil
est rouge (la lumiere bleue diffuse hors de la
ligne de visée). Pour les grains de poussiere,
P x w* quand )\ > r. Quand la pollution at-
mosphérigue est importante, les couchers de
soleil sont tres beaux!
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w > wq: diffusion de Thompson (ou diffusion
par un électron).

B q4E2
o 12megm?

indépendant de w, comme si |'électron était li-
bre. Le rapport de la puissance eémise au flux
incident (donné par egcE?/2) est appelé la sec-
tion efficace. C’'est vraiment la surface efficace
(par électron) disponible pour diffuser le ray-
onnement. La formule est donnée par

4 37
o = d = 2

- 67‘(‘6%772,204 3 "clas

ou r.,s €st le rayon classique de I|'électron,
q°/Ameqra,s = mc?. Ce processus ne change
ni I'énergie du rayonnement (le photon), ni
I'énergie de |'électron. La formule ci-dessus
est bien connue, c'est la section efficace de
Thompson. Le rayonnement est aussi polarisé

(Rayleigh ainsi que Thompson).
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A NOTER ...

Notre formule (non-relativiste) pour ~ n'est
valable que si I'énergie du rayonnement est tres
inférieure a |I'énergie au repos de I'électron,

w<me?/h =7.8x 10! s71.

En revanche, la fréquence a laquelle v = w
(rappelez-vous que v x w?) serait

6megh 2

w = mgc<mc>=16xlﬁ3§4
q h

(C'est ~ le [temps]—! pour qu'un photon tra-

verse le rayon classique d'un électron.)

Donc, en ce qui hous concerne, v est toujours
trés inférieur a w, mMéme dans la limite formelle
w > wg. Finalement, v n'est jamais important
sauf quand w ~ wq.
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w =~ wq. diffusion résonante. Ceci caractérise le
rayonnement de raie. Quand w est trés proche
de wq, I'énergie est tres efficacement absorbée.
La dépendance de la fréquence est proportion-

nelle a
1

(w—wp)? + (v/2)2

quand w — wg. (Un exercice pour I'étudiant.)
C'est la méme dépendance pour j, et la sec-
tion efficace o. En géneral, kK, < o (I'opacité
est le nombre de sections efficaces par u.d.v.)
Donc, la dépendance en fréguence est la méme
pour j5, et k. Le profil de fréquence qui corre-
spond a la formule ci-dessus est parfois appelé
“Lorentzien.”
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jv/ky: FORMULE GENERALE
POUR LE RAYONNEMENT DE RAIE

Le profil Lorentzien est en effet une fonction
0 de Dirac, énorme a w = wq, et pratiguement
zero ailleurs, puisque v < wg. Cela ne change
pas quand la raie est élargie par les mouve-
ments thermiques. Alors,

//4:,,],/ dy = Iy(Vo)/KJV dv

Puisque J, et kp, ont la mMéme dépendance en
v,

[ gvdv . Jv

[ Ky dv B /ﬁ:_,/

Donc, il est possible de d’'établir une formule
trées génerale pour j,/ky, la fonction source.
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SYSTEME A DEUX NIVEAUX

. . hv
J E/]udV=TL2A21—O
41

U
/ﬁ:IV(I/O) — IV/KJV dv = hl/o(’rL1312 — n2321)4—;j_

Puisque cU, /47 = 1,

j_Jv_ ¢ npA21
K Ky 4m ni1Bio —noBoq
qui donne, grace aux formules d’'Einstein,

v 2hv3 /c?

ky  (by/by) exp(hv/kT) — 1
ou b; est défini par b; = n;/n;, la densite d’'état
1 comparé a sa valeur a I'équilibre thermique,
marquée d'un *. “0" en indice n'est plus ecrit.
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LES COLLISIONS

LLe rayonnement n'est pas le seul processus qui
peut conduire un systeme a I'ET. Les collisions
entre les particules peut faire exactement la
meéme chose.

Encore une fois, on considére un systéme a
deux niveaux. Le taux auquel les collisions
forcent les excitations de 1 a 2 doit étre
égal au taux auquel les collisions forcent les
desexcitations:

NeN17Y12 — NeN2721

oU ne est la densité d'electrons (ou les partic-
ules quelconques qui produisent les collisions),
et les v sont les coefficients de taux de colli-
sions (unités: m3 s~1.) A I'ET,
n*
12 =2 _ 9 exp[—(Ey — E1)/kT]

*

721 nq g2
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LES v: DE QUOI DEPENDENT-ILS?

Les v dépendent du fait que les électrons sont a
I"'E'T, mais pas de |'état des atomes. Physique-
ment, ils sont proportionnels a la section effi-
cace collisionnelle fois la vitesse thermique d’un
électron. La valeur de o1 est typiquement
~ 1078/T1/2 m3 s=1. (y15 peut &tre trés in-
ferieur, a cause du coefficient exp(—AE/kKT.)

Pour les systéeémes astrophysiques, une quan-
tité clé est le rapport Asi/ney21, qui mesure
I"'tmportance du rayonnement comparé aux col-
lisions ...
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SYSTEME A DEUX NIVEAUX: ENCORE!

noAo1 + nenoyn1 = neniyi2

o memi2  _ 712/721
ny  Ao1+mneyo1 14+ Azi/nevor
Mais,

B2 _ ba 15 = b2 92 exp(—hv/kT)
ny bini b1g1

et
N2 _ 92 exp(—hv/kT)
Y21 g1

alors,
by 1

b1 1+ (Ax1/nev21)
un résultat trées simple.
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LA DENSITE CRITIQUE

ne = Ap1/v21 est appelé la densité critique,
Nerit-  QUANA ne > ngpip, €t les collisions in-
hibent les transitions radiatives. Quand ne <
Nerits b2/b1 = mey21/A21 < 1, parce que
chaque transition excitée par une collision est
Immeédiatement désexcitée par une transition
radiative spontanée.

Pour les transitions interdites, A»1 varie de
~ 1072 a3 ~ 1 par seconde. Alors, pour un gaz
a 10% K, ng.;; varie de 10% a2 102 m—3. En util-
iIsante plusieurs raies, il est souvent possible de
déterminer assez bien |la densité électronique.
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EXEMPLE. Une région spherique, rayon R,
émet du rayonnement d'un atome a deux
niveaux, 7, <€ 1. Quelle est la densité n des
atomes? On suppose que go = g1 = 1.

A>1hvR
I:jR:nQ 217V ,n:nl—l—ng
47
TLQ _ n2 B b2 TLE . e—hl//kT

ny n-—ny bini 14 (Az1/nev21)
On trouve
nArq

14 e/ET[1 + (A1 /nevot)]

noAop =

Donc,

4]

_ hv/kT
vy T (14 ™/* 1 + (Az1/nev21)])
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